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Esercizio 1. [8 punti] Calcolare il seguente limite:
lim (n+ A)" —an!)(ePV™ 4 bn? + ¢)
i
n—-+00 (n—I—B\/ﬁ—l—C)"
con B>0e A, C,a,b,c,d e R.

Svolgimento. Utilizziamo i seguenti sviluppi di Taylor per ¢ — 0:
t2
log(1+1t) =t — 3T o(t?), e =1+t+o(t).
Dato che lim,,_,o, & = 0,

nn

(n+ A" —an! =n" ((1 + %) + 0(1)) =n" (e"bg“*%) + 0(1))
= (e"<%+°<%>> + 0(1)) = 1" (AW 1 o(1)) = n"eA(1 + o(1)).

Inoltre, dato che lim,,_,, nde~5vV* = 0,
PV 4 n® 4 ¢ = ePV7(1 4 0(1)).

Infine
B C\" nlos(l4 B4+ C
n+Byn+O)'=n"(14+—=+—) =n"¢ log(1+ 74+%)
(
vnoon
_ nnen(%+%—§(%+%)2+o(%)) _ nnen(% %—g—jw(%))

= nneB\/mC_BTerO(l) = n"eBﬁec_BTQ(l +0o(1)).
Cosi si conclude che
(A ) PV bt ) e (14 o(1) V(L o1) _ aoest
e (n+Byn+C) noee n”eB\/ﬁeC‘BTz(l +0(1))




Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
| log(z) + A
fla) = ——=—
1 +log”(x)
per A > 0 specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di mas-

simo/minimo relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non ¢ richiesto lo studio della derivata
seconda.

Svolgimento. Per il dominio dobbiamo imporre che 'argomento del logaritmo sia positivo e il denomi-
natore diverso da zero da cui D = (0, +00). La funzione ¢ non negativa e vale 0 in x = e~ che & quindi
un punto di minimo assoluto.

Inoltre lim,_,o+ f(z) =0 e lim, ,, f(x) = 0 da cui y = 0 asintoto orizzontale a +oc.

Derivata prima. Per z € D\ {e™4},

log?(z) + 2Alog(x) — 1 A
O 2 €T ogl(x 0 < < -
o) = g~ log@ + ABFE T o2 T TS
(1 + log?(x))? _log”(z) + 2Alog(x) — 1 o> oA

z(1 + log?(x))?

N . _A_ 2 . _ _ 2 < A 2 _
pertanto f & crescente in (0, e~ 4"VA ] ein [e=4, e~ 4TVA™ ] mentre f & decrescente per [e”47VA L 4]
. _ 2 . . _A_— 2 _ 2 . . . .
e in [emATVAHL 1o0). Quindi z = e A"VAH e g = e~ AFVA™ 5ono punti di massimo relativo.

Inoltre
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Esercizio 3. [8 punti] Calcolare il seguente integrale improprio per A > 0:

A
T
/ arctan ( ) dzx.

Svolgimento. Integrando per parti si ha

A A A _
/ arctan( x ) dr = {x arctan( x )] —/ x ! 5 (A-z) —zxdx
0 A—z A—z )], o 1+ (%) (A—x)

Am A x
=T 4 .
2 /0 20— 2Ap + Az

Calcoliamo integrale rimanente tendendo presente che il polinomio 22% — 2Ax + A? ¢ irriducible con
A = —4A% < 0: con la sostituzione t = z — %, si ha che

4 x A2 94+ A
5 2dx: TR 2dt
o 212 —2Ax+ A _ap (2t)2+ A
A/2 2t A/2 A
:/ ﬁdtjt/ —5 g dt
_agp (202 + A _aje A2+ (21)

AJ2 A
= 2 ——dt
0+ /0 A2 + (2t)?

= |arctan % A/Q_E
= |ar 1 . =71

/Artn < d—ﬂ—ﬂ—ﬂ
Oaca - :)3—2 YR

Pertanto




Esercizio 4. [6 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Y (x) — % = Barcsin(1 — z)

y(1)=A
con A, B € R.

Svolgimento. L’equazione differenziale ¢ lineare del primo ordine. Calcoliamo il fattore integrante

oo ([ 1) - (L) - L

Moltiplicando I’equazione per il fattore integrante e integrando si ha che

y(z) _ M T = arcsin(l — x x
v P 2B/ (1 - 2)d(Vx)

= 2By/zarcsin(1 — x) +2B/
v ( \/2:17—1'2

= 2B+/zrarcsin(1 — z) + 2B/ N dx
= 2By/xarcsin(l —x) —4BvV2 — x + c.

Imponendo la condizione iniziale y(1) = A, si ottiene
A=y(l)=2B-0—4B+c¢ = c=A+4B.
Cosi la soluzione del problema di Cauchy e

y(z) = vz (A+ 4B+ 2By/zarcsin(l — z) — 4BV2 — 1) Va € (0,2).



