Integrali multipli - Esercizi svolti

Integrali di superficie

1. Si calcoli I'integrale di superficie
z+ y2
1+ 4(x2 + y?)
2

dove ¥ ¢ la parte di superficie di equazione z = 2 — y? che si proietta in

K={(z,y) e R* | 2® + 4> > 1, 2> + 49 < 4}.

2. Si calcoli l'integrale

X
———d
/zm 7

dove X ¢ la superficie di equazioni parametriche
x U

iy = w

z U

con (u,v) € K ={(u,v) e R? [u2 +v2 —0 <0, v > 1 oppure u > 0}.

3. Si consideri il solido di R?
S:{(x,y,z)€R3|1§x2—|—z2§9, 224+ 22-9<y<o}.
(a) Calcolare il volume di S;

(b) calcolare l'area della superficie totale di S.

4. Sia
E={(x,y,2) eR*|2® +4* <1, 0< 2 <9+ ay}.

Calcolare 'area della superficie frontiera di F.

5. Calcolare I'area della superficie ottenuta con una rotazione completa della curva

W'{gn = +/2sintcost

. 0<t<
y = 4sint -~

o] 3

attorno all’asse y.



Integrali di linea e di flusso - Teoremi di Green, Gauss, Stokes

. Calcolare I'integrale di linea del campo F = (y — z, 2+ x, 2 + ) lungo v(t) = (2cos ¢, v/2sint,

v/2sint), con t € [0, 27].

Dato il campo F = (y,—x) e la curva v = 1 U9, dove

3
xr = cos’t s
L { y = sint te [0’ 5}

e ¥ & I'arco di circonferenza di equazione x? + 32 = 1 situato nel primo quadrante, si calcoli
il lavoro di F lungo v percorsa in verso antiorario.

Si utilizzi il risultato ottenuto per calcolare 'area della regione C' delimitata da ~.

. Utilizzando il teorema di Green, calcolare ’area della regione T C R? delimitata dal sostegno

della curva chiusa v = 1 U 9 U 3, dove
3
r = cos’t s
’Yl'{y = sin®t tE[O,E}

. . 2 . N . . .
e v & l'arco di ellisse 2 + yf = 1 contenuto nel primo quadrante e 3 € semicirconferenza di

centro (0, %) e raggio % contenuta nel primo quadrante.

. Dato il campo vettoriale

5 ((1—x><1+y2>7y>,

1+ 22

si calcoli la circuitazione di F lungo il bordo del triangolo di vertici (0,0), (0,2) (1,0) percorso

in verso antiorario.

10.

Determinare il flusso del campo F= (0, z,y) attraverso la calotta

r = 2u?v?
o Yy = u 0<u<2 0<v <.

11.

Dato il campo F= (—z,x,y), si calcoli il lavoro di F lungo la curva + intersezione del piano
z =y con il paraboloide di equazione z = 22 + 32, precorsa in modo che la sua proiezione v;

sul piano (x,y) risulti percorsa in verso antiorario.




12.

Dato il campo vettoriale F = (z,x,y), si calcoli il flusso di rot(fﬁ) attraverso la porzione di
superficie S, di equazione z = zy che si proietta nel dominio D = {(z,y) € R? | 22+ < 1}
(con i, versore normale, orientato verso ’alto) si direttamente, sia applicando il teorema di

Stokes.

13.

Si calcoli il flusso del campo F= (z,7%y,y?z) uscente dalla superficie del solido

S={(z,9,2) €R*|2/a? + 2 <z <142+ 7).

14.

Calcolare il flusso del campo F= (1,2, —y3) attraverso la superficie
S={(z,y,2) eR* e =32 +2% 1<2<3}

orientata in modo che la normale formi un angolo ottuso con il semiasse = positivo.



SOLUZIONI

Integrali di superficie

1. Parametrizziamo la superficie > nel modo seguente

€T =
XSy = v
z = ’11,2—1)2

con (u,v) € K = {(u,v) € R? | u? +v2 > 1, u® + 4v% < 4}. 1l vettore normale N ¢ dato da

i j k
N=|1 0 2u|=(-2u2v1)
0 1 —2v

e dunque

I:/ f(u,v,u2—02)\\ﬁ(u,v)|]dudv:/ w*dudv =4 | w?dudv
K K K3

dove K1 = KnN{zx >0, y >0}

IA

Se indichiamo inoltre con

By = {(uv) eR?| w2+ 42 <4, u>0, v>0}
By = {(uv) eR*|u2+02<1, u>0, v>0}

possiamo scrivere

I=4 w?dudv — 4 u? dudv.
FE1 E>

Passando a coordinate polari ellittiche

{u = Zpcosh 0<p<1,0<0<
v = psinf

ol 3



otteniamo che / w?dudv = E.
By 2

T
Analogamente, utilizzando le coordinate polari otteniamo che / uw? dudv = 6 Concludi-

Es
amo che

I=4.

N~ 4+ — — — — —
Y

I
I
I
|
|
t
1
2

Dalla parametrizzazione

T = u
) y = v (u,v) € K
z = u?+?
ricaviamo il vettore normale
i j k
N=|1 0 2ul|=(-2u,—2v,1)
0 1 2w

Quindi

I = \/1+4u2+4v2dudv—/ ududv =
K\/1+4u2+v2

1 v—v2
= /dv/\/v—v2 udu+/ dv/ uwdu =

1
= %/0 (v—v2)dv:§.

3. 1l solido S si ottiene mediante una rotazione completa di D attorno all’asse y.



(a) Per calcolare il volume V' integriamo per strati paralleli al piano zz:

0 0
V:/ dzdydz :/ ( dmdz) dy:/ (Area(Sy)dy,
s 8 \Js, -8

dove Sy ¢ la corona circolare di raggi 1 e /y +9

Quindi I'area di Sy ¢ data da 7(y+9—1) = m(y+8) e sostituendo nella formula precedente
0
V:W/ (y +8) dy = 327,
-8
(b) L’area della superficie totale ¢ la somma dell’area A; della base inferiore piu I'area Ao
della superficie interna del cilindro piu I’area As della superficie laterale della porzione
di paraboloide y = 2% + 22 — 9.

La base superiore € una corona circolare di raggi 1 e 3 e dunque A; = 97 — © = 8.



Il cilindro interno ha raggio 1 e lunghezza 8, e quindi Ao = 27 - 8 = 167.

Per quanto riguarda il paraboloide, se poniamo f(z,z) = 22 + 22 — 9, abbiamo
As :/ V14 24 f2dedz = / V14422 4+ 422 dxdz,
D D
dove D = {(z,2) € R* | 1 < 22 + 22 < 9}. Passando a coordinate polari si ottiene

A3 (372 —52)

cn|>1

e quindi I’area superficie totale di S risulta essere
7T
27 + % - (372 — 52).
Equivalentemente, la superficie del paraboloide si puo ottenere dalla rotazione della curva

x =t
: <t <
5 {y _ 2 1<t <3,

attorno all’asse y e dunque, applicando il teorema di Guldino

[
A3:l’y-27T-$B:l,y-27TZ—:27'('/1':271'/ tVI+d2dt = 2 372—52)
v

v 1 6

Il cerchio di base ha area .

La superficie laterale del cilindro ha equazione parametrica

r = cosu
S:< y = sinu (u,v) € K = {(u,0) e R* |0 < u < 27, 0 < v < 9+cosusinu}
z = v

da cui otteniamo

N(u,v) = (cosu, sinu, 0)

e dunque

Area(S) = / IN (u,v) Hdudv—/ \/cos2u + sin® ududv =
9+cosusinu
= / du/ dv = 187.

La calotta superiore di F ha equazione cartesiana z = f(x,y) = 9+xzy e la sua proiezione

sul piano zy & insieme C' = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1}. Quindi la sua area ¢ data da

Area = /,/1—|—f2 f2d:cdy—/\/1+x2+y2dxdy—
27r
:/ dé?/ \/1+ppdp— 22—1)



L’area totale della superficie e

2w 3
197 + ?(22 — 1).

. Applicando il teorema di Guldino
Area = l,y-27m3:l7-277%/x:277/x:
- Ty v
= 277/2 V2sint cost||y/(t)|| dt =
07\'

= 471/2 sintcost(1 + 2cos? t) dt = 4.
0



Integrali di linea e di flusso - Teoremi di Green, Gauss, Stokes

6. Dalla definizione si ha

/F P)dP =

/ (V2sint — v/2sint, v2sint + 2cost,2cost + V2sint) - (—2sint, v2cost,v2cost) dt =
s
= / (4V2cos® t + 4sint cost) dt = 4v/2r.
0

7. Per la proprieta di additivita degli integrali di linea abbiamo

/‘ F(P)dP= [ F(P)dP+ [ F(P)dP.
Y1Uv2 71

"2

]8Y

Quindi
/ F(P)ar
2 (sin®t, — cos®t) - (=3 cos? tsint, 3sin® ¢ cos dt+/ (sint, —cost) - (—smt cost)dt =

—3cos? tsin*t — 3sin? t cos? t) dt—/ dt—3/ sin?t cos® t dt —

0, 2
2 5
P _r__2.
/0 (sin 2t)? dt 5 6"

wl:\

\%

[V

Applicando il teorema di Green:

—377 = / P)dP = / (@ - @) dzdy = / (=1 —=1)dzdy = —2Area(C)
16 U2 C

e dunque Area(C) = 2.




8. Parametrizziamo le tre curve nel modo seguente:

3
r = cos’t -
M y = sindt teo, 3]
xr = cost
: . t z
1
) r = §cost " rox
s y = 5+ 3cost €33

\]

Posto F = (0,z), dal teorema di Green risulta:

B B 0F, 0F (= B
Area(T)—/dedy—/T(ax By) dxdy—AF(P)dP—

= F(P)dP = /2 (0,cos®t) - (=3 cos? tsint, 3sin? ¢ cos t) dt+
7 Y203 0

2 2 1 1 1
—i—/Q(O,Cost)-(—sint,?cost)dt—/2 (O,icost) . (—isint,icost) dt =
0

0
jus jus 1
:—3/2(1—0082t)0084tdt+2/2 cosztdt—i/ cos’tdt =
0 0 0

SIE

32"

9. Applicando il teorema di Green:

/F P)dP = /(@_@) dxdy:/wdxdy:
7 1422
2r+2 _ 1y _ 2
_2/ / 2y(z 1)d :2/ (x 1)‘(2 2x)d

11_
:—4/ 7) _4/ (z—3 dm—|—4/ o da +8/
1+ 22

=4log2 + 27 — 10.




10. 11 flusso di F attraverso o ¢ dato da

/ﬁﬁ:/ F(o(u,v)) - N(u,v)dudv, dove K = {(u,v) e R*|0<u<2 0<v<1}
o K

= (1, —4uv?, —4u?v).

Quindi

/ﬁﬁ = / (0,u,v) - (1, —4uv?, —4u?v) dudv =
o K

2 1
= / (—4uv? — 4u?v) dudo = —4/ du/ (uv® + udv) dv =
o co

11. Calcolo diretto: la curva + ha equazione cartesiana:

2
= g2 2 2 2 _gy= 2 _ Ly 1
z=x"+ty N 7ty y=20 N x—|—<y 2) =17
2=y z

r = %cost
v y = 3+ isint t € [0, 27].
z = %—F%sint
z

o 1 1 1 1 1 1
F(P)-dP = / ( smt cost, — + —sin t> . <—— sint, — cost, = cos t> dt
2 2 2 2 2 2

1 1 1
= / smt—i——smt cos? t—i——cost—kzsmtcost dt =
0

T
4 4 2’



Applicando il Teorema di Stokes: la curva « racchiude la superficie

E:{(x,y,z)€R3|Z:y, $2+y2§2}

che si proietta nel piano z = 0 sul cerchio C = {(z,y) € R* | 22 + y% —y < 0}. 1l vettore
normale a ¥ ¢ N = (0,—1,1). Quindi

—

/F‘(P)- P - /rot(F)-ﬁ:/(1,—1,1)-(0,—1,1)dxdy:
¥ % C
= /dedy:QArea(C) =I
C 2

12. Calcolo diretto: dalle equazioni parametriche di S:

r = u
y = v (u,v) € K = {(u,v) e R* | u® + 0> <1}
z = w

ricaviamo

N = = (—v,—u,1).

O e
= O e
e S K

Poiché N - k = 1, Dorientazione ¢ corretta. Inoltre rot(F) = (1, —1,1), da cui

/Srot(ﬁ).ﬁ - /(1,—1,1)-(—@,—u,1)dudv:

I 1
= / dG/ (1 —psin® + pcosf)pdp = .
0 0

Col Teorema di Stokes: parametrizziamo il bordo di S nel modo seguente:

xr = cost
9S:¢ y = sint t €10, 2m].
z = costsint = %sin 2t

= N 2 1
/ rot(F) - = F(P)-dP = / <— sin 2t, cos t, sin t> - (—sint, cost, cos 2t) dt = .
s as 0o \2

13. La proiezione di S sul piano (z,y) ¢ D = {(z,y) € R? | 22 + 32 < 1}.



Applicando il teorema di Gauss:

Dyg(F) = F-i= /dlv Ydzdydz = /(x2 + 2 dzdydz =
oS S
1+:1:2+y 2 1
/ dxdy/ (2% +9?) / d@/ p2(1+p2—2p)pdp:1.
2 x2+y 0 30

14. Dalle equazioni parametriche di S

x = 3u?+0?
S:qy = u (u,v) € K = {(u,v) e R* |1 < 3u® + 0> < 3}
z = v
ricaviamo
i j k
N=|6u 1 0 (1, —6u, —2v)
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Poiché N-i=1 > 0, il vettore N forma un angolo acuto con il semiasse positivo delle x.

Come vettore normale ad S bisogna considerare (—1, 6u,2v). Quindi

Pg(F) = /K(l,v, —u3) - (=1, 6u,2v) dudv

e passando a coordinate polari ellittiche
27

1,0, —u?) - (=1,6u,2v)dudy = ——.
[ o=ty ) 7



