Alcuni esercizi risolti da esami di anni passati

Andrea Braides

1. Calcolare, se esiste, il limite  lim

(1‘2 +y2 —|—x3y>
(2,y)—(0,0) 2 + y? '

x? + 92
Dato che log(1 + s) = s + o(s) per s — 0, abbiamo
3

- 1 ? +y’ + 2’y . 1 3y
lim 5 log< ) = lim —— log(l + )
(@y)—(00) 2% +y? 2% + y? (2)—(0,0) T + 32 22 + 32

3
(z,9)—(0,0) (22 + y?)

Il limite € un quoziente di polinomi omogenei dello stesso grado, quindi non esiste.
Basta vedelo per le rette x =0 sucuie 0 e x =y sucui e

33'4

li _!
i = 1

2. Scrivere 'equazione del piano tangente al grafico della funzione

1
f(xa Z/) = 13(y2) - 1Og(x—j_1) nel punto r =y = 1.
Y

Basta usare la formula

z = f(x0,%0) + %(330,90)(5’5 — o) + %(fﬁo,yo)(y — %),

con xo = 1Yo = 1. ,
Si ha (se pi comodo scrivendo f(z,y) = ¥ 8% —log(z + 1) + log(y + 1))

8f o (y2)y2 1
— =2 -
ox r x+1




1
9f = x(y2)2y logz + ——,

oy y+1
per cui:
B af B 1 af _1

e il piano tangente e
1 1 1
=l+=(z—-1)+=(y—1) == .
2=1+5@-D+5-1)=5@+y

3. Siay: [—%, %] — R?, ~(t) = (e'sint, e’ cost).

Y x
Calcol <—d ——d).
acocma/7 RN x RN Y

Basta applicare la definizione di integrale di seconda specie, con
dx = €e'(sint + cost) dt, dy = e'(cost — sint) dt.

L’integrale diventa, dopo le semplificazioni algebriche

™/4 /4 T
/ (coszt+sin2t)dt:/ ldt:§.

—m/4 —7/4

4. Dire se 'equazione sin(ze¥) + log(cos(z + y)) = 0 definisce implicitamente una
funzione ¢ = ¢(y) in un intorno di (0,0), e, se tale ¢ esiste, calcolarne lo sviluppo
di Taylor di ordine 1.

Sia f(z,y) = sin(xe?) + log(cos(z + y)). Una condizione sufficiente affinché

f(z,y) = 0(= f(0,0)) definisca implicitamente una funzione della y & che g—f((), 0) #
x

0, che e verificata perché
0
8_£ = cos(ze?)e? — tan(z + )
che vale 1 in (0,0). Lo sviluppo di Taylor di ¢ & dato da
r =19+ ¢ (0)(x —x0) = ©'(0)z.

Dato che
of

— = cos(ze¥)re? — tan(x + y)

0y



si ha

e lo sviluppo cercato ¢ = = 0.

5. Trovare massimi e minimi assoluti di f(x,y) = ye® sulla circonferenza di centro
0 e raggio 1.

Possiamo usare i moltiplicatori di Lagrange con g(x,y) = z?+y*—1. Si ha quindi
il sistema
yet = \2x
{ e’ = N2y

2 +y?—1=0.
Dato che £ = y = 0 non e soluzione possiamo eliminare \ e ottenere

x = 1?
2> +x—1=0,

che da le soluzioni

{ T = —*1;‘/5 { r= *1;”/5
y =1/ =52 y=—y/ =2,

) —1—1-\/3i\/5 —1+\/3M
mlnf:—\/Te z maX:ﬂTe 7.

(Si potrebbe notare che per il teorema di Weierstrass ci devono essere massimo e
minimo, e dato che sia f che g sono regolari questi si possono trovare con i molti-
plicatori di Lagrange. Dato che si trovano solo due punti non c¢’e alcuna discussione
ulteriore da fare).

e quindi

6. Sia D = {(z,y) : y* < |z| <2+ 2|y|}. Disegnare D e calcolare
(|z| + 2* siny)dx dy.

D
(Suggerimento: disegnare prima D nel quadrante x > 0, y > 0. Usare le simmetrie
di D e dell’integrando)

Il primo suggerimento consiste nel fatto che D & simmetrico sia rispetto a = che
y. Dunque basta disegnarlo nel primo quadrante, dove si riduce alla condizione

VP<r<242



che e soddisfatta per 0 <y <1+ V3 (00<z <4+ 2\/5)

Il secondo suggerimento ci dice che, dato che la funzione sin y e dispari, 'integrando
¢ antisimmetrico rispetto all’asse = e quindi il suo integrale ¢ nullo. Dato che |z|
¢ simmetrica sia rispetto all’asse x che quello delle y, U'integrale diventa D™ sia
I'intersezione di D con il primo quadrante)

1+V3 242y
4// (|x|+x28iny)dxdy:/ (/ xdx)dy.
D+ 0 y?

Questo integrale si calcola facilmente. Non includo i conti.

9] _
n$2n 1

7. Calcolare dominio di convergenza e la somma della serie Z o

n=1

Per quanto riguarda il raggio di convergenza, trascurando il termine polinomiale

n, ¢ lo stesso di ) %o che ¢ una serie geometriva di ragione 22 /9 che converge per

2?/9 < 1, ovvero per
-3 <z <3

Inserendo x = +3 nella serie si ha
. n
+ i

che diverge.
Per calcolare la somma, scriviamo (invertendo sommatoria e derivazione)

im%—l_ﬂ"dx2n_1d§:(x2>n_1d 1 1d 9 9
o 24=dr 9" 2dr4=\9)  2de1-%  2dr9—a?  (9-a?)?

n=1

8. Calcolare la retta tangente all’insieme C' = {(z,y) : y* + log(y;) = 1} nel punto
(1,1).

Sia f(z,y) = y* + log(%) = e*lo8Y 4 2]ogy — log z. Allora I'equazione della retta
cercata e

of af

—(1,1 —1 —(1,1)(y — 1) = 0.

L@ =)+ F -1 =0
Dato che

of 1 of  ,x 2

==y logy—~, - =y"=+-,

ox x dy y oy



si ha

of B of B
S L1 =1 a_y(l’ 1)=3

e la retta cercata e 3y —x — 2 = 0.

9. Classificare i punti stazionari di f(z,y) = 2* + 2xy + log(x — 3y).

Dato che f e infinitamente derivabile nel suo dominio z — 3y > 0 dobbiamo prima
risolvere V f = 0, ovvero

(Of 1 1
e T+ y+x_3y 7 —3y (27 + 2y)
g:Zx— 3 —0 o anche 4r +3y =0
dy x— 3y
Lz —3y >0 x—3y >0
X : 3 4 /3 .
che da la soluzione x =/ —, y = —=1/ —. Le derivate seconde sono
10 3V 10
82f_2 1 o0 f 94 3 ’f 9
or? (x — 3y)?’ oxdy (x — 3y)?’ o> (z— 3y)?

Dato che I'hessiano e negativo nel punto trovato, si ha un punto di sella.

3 2
10. Calcolare /w, dove w = —>0— ° dy ey : [-m,7] — R? ~(t) =
gl

dx —
lL‘Q + yQ 132 + y2
(—cost,sint).
Basta applicare la definizione, con dx = sintdt, dy = costdt per cui si deve
calcolare

/ (3sint + 2cos? t) dt.

—T

Il calcolo si effettua per esempio usando le formule di duplicazione o ricordando che
T T2 L[ 2
sin“tdt = cos tdtzi (sin®t + cos®) dt = .

Il risultato e quindi 5.

11. Dire per quali o € R Uinsieme {(z,y) : (2* — ay®)(2® — y + a) = 0} definisce
implicitamente una curva regolare nell’intorno di ogni suo punto.



Dobbiamo esaminare separatamente gli insiemi definiti da
z? — ay? =0, 2 —y+a=0

e quindi la loro unione.

L’insieme 22 — y + a = 0 & una parabola con asse 1’asse delle y.

L’insieme x? — ay? = 0 & dato da:

1) due rette trasversali che si incontrano in (0,0) per a« > 0 (quindi in questo
caso gia questo insieme non ¢ una curva regolare in (0,0))

2) lasse delle y per o = 0 (che interseca la parabola y = 22 in (0,0) e quindi non
& una curva regolare in questo punto)

3) il punto (0,0) per a < 0 (che ¢ esterno alla parabola 22 — y + a = 0, e quindi
I'insieme non ¢ una curva regolare in (0,0)).

Dunque l'insieme in questione non definisce mai una curva regolare nell’intorno

di (0,0).

12. Trovare massimo e minimo assoluti di f(x,y) = x> + y* + 2z + 2y sull’insieme
{(z,y) « [al+ ]yl < 1}.

Eventuali punti stazionari interni si trovano ponendo Vf = 0. Questo da la
soluzione x = y = —1 che ¢ esterna all’insieme. Dunque massimi e minimi, che
esistono per il teorema di Weierstrass, sono sulla frontiera, che e composta dai quattro
lati del quadrato di vertici (£1,0) e (0, £1).

Possiamo parametrizzare la frontiera quindi con

(a) T quattro vertici, su cui la funzione assume i valori 3 e —1.

(b) T quattro lati:

(bl) y=1—2, 0 <z < 1, su cui la funzione diventa f(x,1 —x) =2+ (1 — z)* +
2z +2(1 — x) = 22* — 2z + 3, che ha un minimo in z = 1/2, che vale 5/2;

(b2) y =2 —1,0 <z < 1, su cui la funzione diventa f(x,z —1) = 2% + (z — 1)* +
22 + 2(x — 1) = 222 4+ 2z — 1, che non ha punti stazionari;

(b3) y =1+, =1 <z < 0, su cui la funzione diventa f(z,1+z) = 2>+ (1 +z)* +
22 + 2(1 + x) = 22? + 62 + 3, che non ha punti stazionari;

(b4) y = —z — 1, —1 < 2 < 0, su cui la funzione diventa f(z,—z — 1) = 2? + (x +
1)2+ 2z — 2(x + 1) = 22* + 22 — 1, che ha un minimo in z = —1/2, che vale —3/2.

In conclusione il minimo ¢ —3/2, ottenuto nel punto (—1/2, —1/2), e il massimo &
3, ottenuto nei punti (0,1) e (1,0). La stessa conclusione si ottiene facilmente usando
i moltiplicatori di Lagrange.



13. Calcolare // Va2 +y2dedy, dove D = {(z,y) : 22 +y? < 4, 2> +2x+y* > 0}.
D

Il dominio ¢ costituito dai punti esterni alla circonferenza di centro (—1,0) e
raggio 1 e interni alla circonferenza di centro (0,0) e raggio 2. In coordinate polari
il domino diventa:

—— <0< -, 0<p< 2, e <0< —m, —2cosf < p< 2,

b |
b |
b |
N W

per cui I'integrale ¢

5 2 3 p2 3
/2/ depd9+/2 / depdez§w+§/2(1+cos39)d6.
-5 Y0 5 —2cos 0 5

L’ultimo integrale si svolge con la sostituzione s = sin #. Tralascio i dettagli.

14. Calcolare l'area della parte della superficie cilindrica x* + y* = 2x interna alla
sfera 2 + y* + 22 < 4.

La superficie in questione ha come base sul piano xy la circonferenza 224y? = 2z e
altezza data da 22 < 4—x2—y? (= 4—2z sostituendo I'equazione della circonferenza),
ovvero 2y/4 — 2z. Se 7 indica una parametrizzazione della circonferenza ?+y? = 2x
I’area e quindi

/2\/4 — 2.
Y
Una parametrizzazione di 7y e
xr=1+cosf, y=sinf, 0<6<2r7

per la quale ||7/|| = 1 e l'integrale diventa

2 2m
2/ \/4—2(1—0089)d9:2/ V2 +2cosfdf.
0 0

L’integrale si risolve con la sostituzione cos# = 2 cos?(6/2) — 1. Tralascio i conti.

0 —1)» 2n
15. Clalcolare il dominio di convergenza e la somma di Z —< 5 )+x1
n



Dato che la serie di Taylor dell’arcotangente converge per |z| < 1 (per z = £1 si
puo usare Leibniz) e si ha

o 2n+1
= arctanx,
; 2n +1

la nostra serie converge anch’essa nello stesso dominio e si ha, per z # 0

n 2n n 2n+1 1

I e P e | SR
2n+1 - 2n+1 I e A A

n=1

Per = 0 la somma della serie ¢ 0.

16. Calcolare, se esiste, il limite  lim 5
(@y)—(0,0) 2 + y*

Esaminiamo I'andamento della funzione sugli assi:
e sull’asse delle = (ovvero per y = 0) si ha

1 2?2+t oyt — 8 1 r? + z* 1 )
r? 4yt 10g< x? + yt >:x2lg< x? )z;log(l—i—x).

) x2_|_y4 :

Per il limite notevole
. log(1+2)
lim —=——+~%
z—0 z

=1
abbiamo ]
lim — log(l + xz) =1
x—0

o sull’asse delle y (ovvero per x = 0) si ha

1 o (:v2+a:4+y4—y8>_110 <y _y>—1lo (1_ 4>
x2+y4 g x2+y4 - & _y"‘ ) UK

che tende a —1 per y — 0.
Dunque sull’asse delle y il limite € —1 mentre sull’asse delle ¢ 1, quindi non
esiste.

17. Scrivere l’equazione del piano tangente al grafico della funzione
f(z,y) = (cos(x — )@Y nel punto x =y = 1.
Si ha

Vf = (cos(z—y))los@ D) (W —tan(x—y)log(z+1), tan(z—y) log(x+ 1)) ,



per cui
fA,ny=1%2=1, Vf(1,1)=(0,0),
e quindi il piano tangente ¢
z=1.

18. Calcolare /((:c2 + 2y +ysin(zy)) de + 2z +x sin(xy))dy) dove v : [0,1] — R?,
vy
v(t) = (12, et sintr).

Un potenziale ¢ dato da

3

flz,y) = % + 2xy — cos(xy),

per cui I'integrale vale

FG) =~ F(0) = £(1,0) - £(0,0)= 3.

19. Dire se l'equazione (z*+y?)(cos(x —y) —e*¥) = 0 definisce implicitamente una
funzione ¢ = ¢(y) in un intorno di (0,0), e, se tale ¢ esiste, calcolarne lo sviluppo
di Taylor di ordine 1.

Dato che f(z,y) = cos(z —y) —e* ¥ =0 perz —y =0 (e z*> + y* = 0 solo in
questo punto) questa equazione e equivalente alla prima. Il gradiente di f &

Vi(z,y)=(—sin(z —y) —e" ¥ sin(z —y) + ")

per cui

Vf(0,0) = (=1,1),

da cui, per il teorema di Dini la ¢ cercata esiste e, dato che la retta tangente
all’insieme delle soluzioni in (0,0) & y = z, questo & lo sviluppo cercato.

20. Trovare massimi e minimi assoluti di f(x,y) = ye® sulla circonferenza di centro
0 e raggio 1.

Per il teorema di Weierstrass massimo e minimo esistono. Usiamo i moltiplicatori
di Lagrange per trovare i punti stazionari (tra i quali cercare massimo e minimo): si
deve risolvere il sistema ,
2rye” = 2x\
e’ = 2y\
>+t =1



2

Una soluzione ¢ z = 0, y = +1 (e A = £1/2). Altrimenti si ha A = ye* e,
sostituendo,

da cui x = +1v/2 and Yy = +1/2.
Sostituendo i valori ottenuti:

1 1
€2 = 44 /=

1 1
£(0,£1) = 1, f(iﬁ,jzﬁ> = et =2 5.

Dunque, dato che e > 2, massimo e minimo sono £,/%.

21. Sia D = {(z,y,2) : 2> +y*> <1, y*> + 2% < 1}. Calcolare // ly|dx dy d=.
D

Possiamo integrare per fili e usare la parita di |y| e /1 — 2

// ]y\dxdydz:// \y[2\/1—y2d:cdy:2// 2/ 1 — y2dx dy
D {z2+y2<1} {z2+y2<1,y>0}

1 /192 1
:2/ / dx2y\/1—y2dy:4/ 2y(1 — ) dy = 2[—(1 —y*)%; = 2.
0 Joy/1-y2 0
Si puo anche integrare prima in dy:
1 pvV1-a? 4 1 . 4 ' |:c]3
2 [ [ i Rayde =5 [0 - e =g [ (51w
-1Jo 1

-1

e quindi si conclude (qui bisogna fare attenzione che (22)%? = |z|> e non 2?%).

rarctan(zy) — ylog(1 + z?)

22. Calcolare, se esiste, il limite  lim n
(2,9)—(0,0) yx

II punto (0,0) & di accumulazione per la funzione in esame, quindi possiamo
calcolare il limite. Usando gli sviluppi di Taylor

rarctan(zy) = z(xy + o(z3y)) = 2%y + o(z'y)

1 1
ylog(l+2?) = y(a? = J2* +o(a")) = ya® = Jya’ + olys*)

Dunque
zarctan(zy) —ylog(l +22?)  Syz* +o(yz*) 1

= = - 1
yx? yx? 2 +o(1)




e il limite ¢ %

23. Discutere il dominio e classificare i punti stazionari di f(z,y) = xlog(y + yx).
I1 dominio & dato dalla relazione y(1 + z) > 0 e quindi consta di due quadranti
{z>-1,y>0}e{zr <—-1,y <0}
Il gradiente di f e

(lo(+ )+ < x)
g\Yy T yxr 1+$7y

che si annulla per x =0 e y = 1. Le derivate seconde sono
f 2 x o0 f 1 Pf —x

02 14z (1+a)% 0x0y 2 g2

Per + = 0 e y = 1 il determinante della matrice hessiana ¢ —1 e quindi si ha un
punto di sella.

Y+ 2? + y? T
24.  Calcol ( dr — d)d . 0,2 R2, ~(t) =
acoaw“e/7 P x PR y) dove v : [0,27] — v(t)

(sint, cost).

Possiamo applicare direttamente la definizione:

2w : 2m
cost sint
/ ((%—i—l)cost—i—#smt)dt:/ (14 cost)dt = 2.
0 sint? + cos t? sin 2 + cos t? 0

25. Dire per quali valori di o Uinsieme {(z,y) : (ax —y? — 1)(2? + 3* — a?) = 0}
definisce una curva regolare nell’intorno di ogni suo punto.

Per simmetria possiamo discutere solo il caso o > 0, dato che se (x,y) appartiene
all’insieme per un certo «, allora (—x,y) appartiene all'insieme per —a.

Per o = 0 'equazione ax — y*> — 1 = 0 non ha soluzione e 22 + y?> — a? = 0 & un
punto, dunque non si ha una curva regolare.

Per o > 0 I'equazione ax —y? —1 = 0 rappresenta una parabola di vertice (1/a, 0)
e 22 +y? — o = 0 & una circonferenza di centro 0 e raggio o. L’insieme ¢ regolare
se le due curve non si intersecano, ovvero se il vertice della parabola e esterno alla
corconferenza, ovvero

1
— > qQ,
o
che da o < 1.
Per o < 0 si ha invece la condizione o > —1.



In conclusione, la risposta € |a| < 1e a # 0.

26. Trovare massimi e minimi assoluti di f(x,y) = xty—x3y? sul triangolo di vertici
(0,0), (1,0) e (0,1) usando i moltiplicatori di Lagrange ove possibile.

I punti stazionari liberi di f sono dati da

43y — 32%y? =0
xt — 223y = 0.

Eventuali punti stazionari interni al triangolo verificano

dr —3y =0
x—2y=0.

Questo sistema ha la sola soluzione x = y = 0 quindi non vi sono punti stazionari
interni.
Vediamo i punti del bordo. Dato che la funzione ¢ 0 su due lati, basta esaminare

il lato tra i punti (1,0) e (0,1), di equazione = +y = 1 e normale (1, 1). Il sistema &
dunque

43y — 3%y = A

zt — 223y = \

r+y=1 0O0<z,y<l1

da cui

4

4oy — 32%y? = 2t — 223y

e (semplificando per z?)
4oy — 3y* = 2 — 2y, 2 — 6zy + 3y* = 0.

Dunque

{wz(?)i\/é)y

r+y=1

da cui si ottengono i due punti cercati.

27. Sia D = {(z,y) : (|z| + 1)? + (Jy| + 1)*> < 5}. Disegnare D e calcolare // (1+
D
lyl)dz dy.

L’insieme ¢ simmetrico rispetto a x e y. Basta disegnarlo nel primo quadrante,
dove ¢ la parte del cerchio di centro (—1,—1) e raggio v/5.



L’integrale & 4 volte 'integrale su D, = DN {x > 0,y > 0}, ovvero

1 py/5-(y+1)2-1 1
4/0/0 dx(y+1)dy:4/0( 5 (1) — 1)y + 1)dy

2 10
—2[-S(6- (+ DI -+ 1)) ==
SO—+D))T =+ 17 =
2y
28. Dire se ¢ differenziabile in (0,0) la funzione f(z,y) = 72 1 2 se (z,y) # (0,0),
0 sex=9y=20

Dato che le derivate parziali sono entrambe nulle, si deve vedere se f(z,y) =
o(|(x,y)]), ovvero se ¢ nullo il limite
I =y
im —.
(@y)—0 (22 + y?)3/2
Passando in coordinate polari (o considerando la restrizione a x = y) si vede che il
limite non esiste, e f non e differenziabile.

29. Disegnare il dominio della funzione f(x,y) = \/(x — y2)(z +y).

Si divide il piano in quattro regioni tracciando i grafici della parabola x —y? = 0
e la retta x —y = 0. Per determinare quale regione ¢ nel dominio ci si deve ricordare
di tenere conto della regola dei segni.

30. Trovare i punti di massimo e minimo relativi della funzione f(x,y) = /(y% — z)(z + y).

Dato che f & una radice (e quindi non negativa), i punti di minimo assoluto sono
il bordo del dominio, dove f(x,y) = 0. Basta quindi esaminare i punti interni, dove
possiamo porre V f(z,y) = 0, per cui si ottiene (si semplifica, di poco, il calcolo se
si nota che basta cercare i punti stazionari di g(z,y) = (y* — z)(z + y))

{gxz—(w+y)+(y2—w)=0
9y =2y(x +y) + (y* —2) =0,

ovvero (sottraendo la prima equazione alla seconda)

{2x:—y+y2 {yz—%
2y +y)+(@—y)=(r+y)(2y+1)=0 T =3

Questo punto sta nel dominio di f. Calcolando la matrice Hessiana di g in questo
punto, si vede che ¢ definita negativa, ovvero si ha un massimo relativo.

o|w



