Esercizi su serie numeriche - svolgimenti

1) Osserviamo che vale la doppia diseguaglianza
1 <2+sinn <3,

e quindi la serie € a termini positivi. Dunque la somma della serie esiste finita o
uguale a +oo. Inoltre valgono le diseguaglianze

i (n+1) 2+smn SSi(n—i—l)
n=1 n=1

Applicando due volte il criterio del confronto si ottiene che il carattere della serie in
questione ¢ lo stesso della serie
i (n+1)
S .

5
n=1 n

oo

n=1

A sua volta, applicando il criterio del confronto asintotico, possiamo sostituire a (n+1)

: . .on+1 . .
semplicemente n (ovviamente lim —— = 1), ottenendo cosi la serie
non

Z Z n2/3

n=1

. . . . . 2 .
Questa serie € una serie armonica generalizzata di parametro 3 e diverge perche

2
- <1
3

2) La serie non & a termini di segno definito, quindi non si possono applicare i relativi
criteri. Possiamo cercare di applicare il teorema della convergenza assoluta. Si ha

(n41)cosn| (n+1)|cosn]
‘ 3/n7 ‘ - '

3
n’

Alla serie

oo
Z | cosn|
b

ora a termini positivi, possiamo applicare il criterio del confronto, ricordando che
|cosn| <1 e quindi
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Per il criterio del confronto asintotico quest’ultima serie ha lo stesso carattere della
serie

Z 3w Z 173"

n=1 n n=1 n /

2
che € una serie armonica generalizzata di parametro 3’ ed e convergente poiche % > 1.

Dunque la serie di partenza & assolutamente convergente, e quindi converge.

3) Osserviamo che vale la diseguaglianza
0 <n?—1<n?+sin(e"), per ognin > 1

e quindi la serie & a termini positivi. Dunque la somma della serie esiste finita o
uguale a +00. Notando che si ha

2 : n
lim ™ + sin(e™)

=1
n n2

)

si ha, per il criterio del confronto asintotico, che la nostra serie ha lo stesso carattere

della serie
20?2 SR 2\,
Y= (5)
n=1 n=1

Applichiamo il criterio della radice n-ima asintotico. Ricordando che

. .2 . 2
lim Vn2 = lime» 98" = lim e 8% =0 =1,
n n r— 400

otteniamo

2\ 2 n 2
L =1lim ¢ (§> n2:§lim\/n2:§<l;

n

quindi la serie & convergente.

Proponiamo uno svolgimento alternativo. Possiamo confrontare questa serie con
una serie geometrica di ragione o con 1 > « > %, per esempio o = %. Si ha

Y Y NS
5 T3y = hﬁ“(s) FUAR

quindi per il criterio del confronto asintotico, la nostra serie converge, convergendo la
3

serie geometrica di ragione 4.
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4) Ricordiamo che vale il limite

. 1—cosx 1
lim —— = —,
x—0+ .CL‘2 2

. 9 1 1
lim n°(1-— cos(7> = —.
n—-—+o0o n 2

Si puo quindi applicare il criterio del confronto asintotico tra le due successioni

a(i-as(D)) e L

ottenendo che la serie in esame ha lo stesso carattere della serie armonica

=1
>
n=1

quindi

ovvero ¢ divergente.

5) Come nell’esercizio 4, otteniamo

1 1
i (1-eos()) = 5

Ora si puo applicare il criterio del confronto asintotico tra le due successioni

1 1
n?(1-— cos(—z) e =3
n n
ottenendo che la serie in esame ha lo stesso carattere della serie armonica generalizzata

di parametro 2
o0

1
>
n=1

ovvero € convergente.

6) La serie & evidentemente a termini positivi, per cui o converge o diverge posi-
tivamente. Applichiamo il criterio del confronto asintotico con la serie relativa alla
successione

15—-6

Si ha infatti

y %7n6+n3_1. 7n9(n6+n3)_1. 771154_”12_1' J1+n3
VR T a5+l on Vel a VItn

Quindi il carattere della serie in questione & lo stesso della serie
>

9/7°
n=1 n /

N -1 9
che ¢ convergente poiche = > 1.
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7) Analogamente all’esercizio precedente, applicando il criterio del confronto asin-
totico, si vede che la serie ha lo stesso carattere della serie

51
n=1 n
che diverge (positivamente).

8) La serie & a termini positivi. Possiamo applicare il criterio del confronto asintotico,
notando che

1 cosr — 1 1
li 2( = _1): lim ———— = ——,
imn cos(n) N 1151+ = 5

Dunque
1 2 1
(cos() = 1) =~ g

1
e il carattere della nostra serie & uguale a quello della serie Z —, e quindi positiva-
n

n
mente divergente.

9) Esaminiamo il segno del termine n-imo della serie. Si ha
sin(n®) — ns <l-n%<0 per ogni n > 1,
mentre, dato che n”™ +n! > 1 |
log(n" +n!) >0 per ogni n > 1,

quindi la serie ¢ a termini negativi e dunque o converge o diverge negativamente.
Applichiamo il criterio del confronto. Dato che si ha

3
5

sin(n3) —n

lim o g
n —n5
e
n | n | /;mm n 1 /nn
lim log(n™ + n!) ~ lim log(n™(1 4 (n!/n™))  lim log(n™) + log(1 + (n!/n™))
n nlogn n nlogn n nlogn

| n
— lim nlogn + log(1 + (n!/n™))
n nlogn

:]_7

il carattere della serie in questione ¢ uguale a quello della serie

00 3
—nt
E : I . = E :
s ninlogn nzo logn
Possiamo applicare il teorema del confronto . Dato che % < 1 possiamo fare il
confronto con una serie armonica generalizzata divergente del tipo — > n~%, con
13 . 3 .
50 < a <1, per esempio o = %. Si ha
3 1
ni nio
lim — = lim = 400,
n nz logn n log

e quindi la nostra serie diverge (negatlvamente).
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10) Procedendo come nell’esercizio precedente si vede che la serie ¢ a termini positivi,
e che, per il criterio del confronto asintotico, ha lo stesso carattere della serie

= 1
nZ::znlogn’

e quindi diverge positivamente.
11) Dobbiamo calcolare la somma della serie

e 2n—1 3n+2

2T

n=1
Tenendo presente che si ha
> n ) ’
(3.11.1) nz:%ﬁze per ognia € R

cerchiamo di trasformare la nostra serie in questa forma. Per prima cosa scriviamo

2%—1 37L+2 — 2n2—13n32 — g6n
2 )

per cui
n! T2 n!’
n=1 n=1

Sommando e sottraendo la quantita

9_96
2 20!
si ottiene
96" 96" 9 9 N6" 6
52 T =520 T 5 =50 =51
n=1 n= n=0

12) Dobbiamo calcolare la somma della serie

& on—2

nl3n+2

n=2

Come nell’esercizio precedente cerchiamo di modificare la serie in modo da ritrovare
una somma del tipo



Riscriviamo

= w ()
3n+2 T 36\3/ 7

per cui
;2 nl3n+z %nz_2(3) n!

Sommando e sottraendo la quantita

GRCEIE

si ottiene
= /2\n 1 = /2\n1 5 2 5
>(5) w=2G) 5=
n=2 n=0
e dunque
=, on—2 1 e</2yn1  1/:2 5
Yo wna(s) wo w5

13) La serie ¢ evidentemente a termini positivi. Dal limite notevole

sinx
lim =1
z—0 X
abbiamo il limite
) . (2) 2
im —sin(—) = =.
n—+oo 7 n 7
Fissato € > 0, esiste m numero naturale tale che si ha

2—¢ n . 2 24 ¢
7 =)=

per ogni n > m. Si ha allora per ogni n > m

) 2te ) ) %sin(%) < ) 2-e
n3logn ~ \ n3logn ~ \ n3logn '

24

o0 7 o0
1 1
Z n3logn = Z 3(2+e) P

n=2 n=2T 7 (logn) v

La serie

diverge se 3(277“) <1, ovvero € < %, quindi prendendo per esempio € = i dalla prima

delle diseguaglianze sopra e dal teorema del confronto si ha che la serie in esame
diverge.
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14) La serie ¢ evidentemente a termini positivi. Si ha, come nell’esercizio precedente,
n 2
lim —sin(—) = =.
n 9 ( n ) 9

Confrontiamo la serie con quella relativa alla successione

2
1o\ 1
ntlogn T nd (log n)% '

Il limite del rapporto tra le due successioni vale

ngin(2)—-2
lim 1 " (”) 9 lim e (n Sin(2) 2) lo ( 1 )
B = X — —) - = — .
n—+oo \ ntlogn ntee “P A g n 9) B\ logn

Il limite dell’esponente si calcola facilmente, per esempio ricordando lo sviluppo del

seno 9 9 4 1
sin() =5~ g olg)

ottenendo

n 2 2 1 4 1
lim (5 5in() = 5) 108 (rog) = ~lim gm o )=
e 98m<n) 9) 8 ntlogn w273 g<n4logn 0

Dungque il rapporto tra le due successioni tende a e® = 1, e per il criterio del confronto
il carattere della serie in esame € uguale a quello della serie

Questa serie diverge, per confronto con una serie armonica generalizzata di ragione «
con g <a<l.

15) Si deve calcolare la somma della serie

i(_l)n+1 (IOg 1O)n
o n!
Basta riscrivere (ricordando (3.11.1))
i(_l)nﬂ (log10)" _ i (—log10)" — _e—logl0 _ _ log(1/10) _ _i_
o n! o n! 10

16) Lo svolgimento & analogo all’esercizio precedente. Si ottiene come risultato —%.
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17) Dobbiamo calcolare la somma della serie

oo nt1
Z(—l)n+1272~
o (n—1)!

Cerchiamo di ottenere un’esponenziale. Prima di tutto cambiamo variabile ponendo
k=n—1, per cui

o) n+l 0 k+2 e’} k e’}

272 272 22 z : (*\@)k
j : _1 n+]7: E -1 k‘+27:2§ -1 k7:2 .
n:2( ) (n—1)! k:l( ) k! k:l( ) k! Pt K

quindi sommando e sottraendo 1 = (—+/2)° si ottiene

> (—y/2)k > (—y/2)k /s
Z(k')zz( )_1:ef_1

! k! ’
n=1 n=0
e infine
[o'e) 27%2#1 \/5
—D)MHl o = 9(e7 V2 - 1).
S gy =2 -

18) Lo svolgimento & uguale a quello dell’esercizio precedente, ottenendo come risul-

tato
11(e~ V1 — 1),

19) La serie ¢ a termini positivi. Notiamo che
log(1 +3") ~ log 3™ = n log 3,

log 3n = log 3 + logn ~ logn,

per cui
log(1+3") 1
n2log3n  nlogn
Dato che 3 3
limnsin(—) = lim ST 3,
n n z—0+ xT

3
si ha per n sufficientemente grande nsin(f) > 2, e quindi anche
n

(log(l—&—?’”))"sm(i) z( 1 )nsin(i) S( 1 )2< 1

n?log 3n nlogn nlogn/ — n?’

Dunque per il criterio del confronto (applicato per n sufficientemente grande) con la

: 1 :
serie) , — la nostra serie converge.
n
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20) Come nell’esercizio precedente si ha

log(1+3") 1
n2log3n ~ nlogn’

1
Inoltre limnsin(g—) =g per cui, per n sufficientemente grande
n n
1 1
)y <1
nsin( 3n) <3

Si ha quindi

v

(1og(1+3”)>”si“(3fn) N ( 1 )nsin(gln) S ( 1 )% 1
n2log 3n - nlogn ~ \nlogn n’
Dunque per il criterio del confronto (applicato per n sufficientemente grande) con la
serie armonica, la nostra serie diverge positivamente.

21) La serie & a termini positivi. Applichiamo il criterio del confronto asintotico,

ricordando che | | )
im B" _ g, i 0BT
n  n? n log n

= ]_7
e quindi il carattere della serie in questione € lo stesso del carattere della serie

1
> n? T & 1
Z (n‘ﬂogn) :Z o2

n=2 n=21 2 |10gn|%

> 1 (per confronto con la serie > n(2=®)/2),

N «
Questa serie & convergente se

oo

-2 1
mentre diverge per a < 1 (per confronto con la serie Z —— ). Dunque si
“— n|logn|>
ha )
E={acR: 0‘2 <1} =] - o00,4],
esup F =4.

22) Come nell’esercizio precedente si deve studiare il carattere della serie (equivalente
alla serie data, per il criterio del confronto asintotico)

i —_— 1
=T (logn)t
Procedendo come sopra si ha

-5
E={acR: aT>1}:]7,—|—oo[,

einf £ =17.
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23) Possiamo riscrivere la serie come

s 2n+lxn—l s 2n—1xn—1 s (233‘)”
A N -
712::2 (n—1)! 712::2 (n—1)! ; n!

quindi dobbiamo risolvere ’equazione
1
4(exp(2z) — 1) = -3, OVVero exp(2zx) = T

da cui 1 ] 1
2x:10g1, e infine x:§logi:—log2.

24) Si procede come nell’esercizio precedente, ottenendo 1’equazione

4(exp(2z) — 1) =1,

_ 1 (?)
z = log{7).

ovvero
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