ANALISI MATEMATICA II (Braides) 2011-12 - Primo appello del 9/2/2012

Traccia delle soluzioni

<x2+x4+y4—y8>

1. Calcolare, se esiste, il limite  lim
z? + yt

(2.9)—(0,0) ° + y*
Esaminiamo 'andamento della funzione sugli assi:
e sull’asse delle x (ovvero per y = 0) si ha

1 22 4ot 4yt — 8 1 z? + 2t 1 9
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Per il limite notevole
. log(1+2)
lim ———~
z—0 z

=1
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e sull’asse delle y (ovvero per z = 0) si ha
8

1 | (a:2+a:4+y4—y8> 1 | (y4—y> 1 | (1 4)
o = log(+—L) = = log(1—vy").
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che tende a —1 per y — 0.
Dunque sull’asse delle y il limite ¢ —1 mentre sull’asse delle z ¢ 1, quindi non esiste.

2. Scrivere l'equazione del piano tangente al grafico della funzione
f(z,y) = (cos(z — y))'8@=D) nel punto x =y = 1.
Si ha

log cos(z — y)

Vf = (cos(z — y))log($+1)< 11

—tan(z — y) log(z + 1), tan(z — y) log(x + 1)),
per cui
FL1) =182 =1, Vf(1,1) = (0,0),

e quindi il piano tangente e
z=1.
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3. Determinare gli insiemi dove é convessa o concava la funzione f(x,y) = %—i—arctan(g).

Si ha
0% f B 2xy 0% f B 2 —y? 0% f B 2y
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per cui il determinante della matrice hessiana e

((2* 4+ ¢*)? = 2zy)2zy — (¢® —y*)* (@ +9°)°QRay—1)  (2ay—1)

(1-2 + y2)4 - (.’E2 + y2)4 - (562 + y2)2 ’
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La funzione & convessa se questo determinante & positivo e % > 0, ovvero per

2zy > 1,2y 2 0,
2
cioe 2xy > 1. La funzione e concava se questo determinante ¢ positivo e 8—; < 0, ovvero

dy
per
22y > 1,2y <0,

che non ¢ mai verificata.

4. Calcolare /((ac2 + 2y + ysin(zy)) dz + 2z + xsin(xy))dy) dove v : [0,1] — R2?,
y(t) = (t2, el sintr).
Un potenziale & dato da
3

flz,y) = % + 2zy — cos(zy),

per cui l'integrale vale

FG) — F(0)) = £1,0) ~ F(0,0)= 3.

5. Dire se l'equazione (x?+12)(cos(x—y)—e*Y) = 0 definisce implicitamente una funzione
© = @(y) in un intorno di (0,0), e, se tale ¢ esiste, calcolarne lo sviluppo di Taylor di
ordine 1.

Dato che f(z,y) = cos(x —y) —e* ¥ =0 per z —y = 0 (e 22 + y? = 0 solo in questo
punto) questa equazione ¢ equivalente alla prima. Il gradiente di f e

Vi(z,y) = (=sin(z —y) — e, sin(z —y) +e7Y)

per cui

V£(0,0) = (=1,1),

da cui, per il teorema di Dini la ¢ cercata esiste e, dato che la retta tangente all’insieme
delle soluzioni in (0,0) ¢ y = x, questo ¢ lo sviluppo cercato.

6. Trovare massimi e minimi assoluti di f(x,y) = ye*" sulla circonferenza di centro 0 e
raggio 1.



Per il teorema di Weierstrass massimo e minimo esistono. Usiamo i moltiplicatori di
Lagrange per trovare i punti stazionari (tra i quali cercare massimo e minimo): si deve
risolvere il sistema

Za:yem2 =2\
et = 2y
2y =1

Una soluzione & # = 0, y = +1 (e A = £1/2). Altrimenti si ha A = ye” e, sostituendo,

1 =2y
da cui z = +1v/2 and Y= +1v/2.
Sostituendo i valori ottenuti:

1

1 1 e
£(0,£1) = £1, f(i\ﬁ,iﬁ) = t=eh =4y /2.

Dunque, dato che e > 2, massimo e minimo sono :l:\/g .

7. Sia D = {(z,y,2) : 22 +y? <1, y?> + 22 < 1}. Calcolare // ly|ldx dy dz.
D

Possiamo integrare per fili e usare la parita di |y| e v/1 — y?

// ly|dx dy dz = // ly|2+/1 — y2dx dy = 2// 2y\/1 — y2dx dy
D {z2+y2<1} {a?+y2<1,y>0}

1 /142 .
:2/0 /\/%da:Qy@dy:zl/ 29(1—y2)dy:2[_(1_y2)2](1):2‘

0

Si puo anche integrare prima in dy:

1 pV1-22 4 L o
2/1/0 QQMdydl‘:_3/1[(1_y2)3/2](\]/mdx:/1(_H> d

3 3 3

e quindi si conclude (qui bisogna fare attenzione che (22)3/2 = |z|3 e non 23).
uW=v+1
. . v =—2u
8. Trovare la soluzione del problema di Cauchy .
u(0) =0
v(0) =1



Possiamo considerare questo come un sistema non omogeneo, oppure cambiare variabili,
ponendo w = v+ 1. In questa variabile abbiamo il sistema omogeneo (uguale all’omogeneo
inuew)

u =w

w = —2u
u(0) =0
w(0) = 2.

che ha soluzioni della forma u = acos /2t + bsin \/ﬁt, w = Acosv2t + Bsiny/2t. Sos-
tituendo nel sistema abbiamo
—av/2 =R

hW2=A
a=20
A=2,

ovvero u = /2sin V/2t, w = 2 cos v/2t, da cui {u = V2sin V2t
v=—1+2cos2t.

9. Disegnare il sostegno della curva v(t) = (u(t),v(t)) dove u e v sono le soluzioni
dell’esercizio 8.

- . 2 2 . .
Nelle variabili v e w si ha % + “- = 1, ovvero un’ellisse con centro in (0,0). Nelle
- . 2 2 . .
variabili u e v si ha % + @ = 1, ovvero un’ellisse con centro in (0, —1).

10. C’al(a;lare la dimensione dello spazio affine delle soluzioni di y™® —y = 1 che verificano
£ — .

lim
X

r——400

L’equazione caratteristica ¢ z2—1 = 0 di soluzioni %1 e +i; la soluzione generale dunque
ey(x) = —14cie’+coe * +c3sinx 4 ¢4 cosx. La condizione a 400 da solo ¢; = 0, quindi
le soluzioni che verificano la condizione sono

y(z) = =1+ coe”* + cgsinx + ¢4 cos .

che & uno spazio affine di dimensione 3.



