23 INVERTIBILITA E CONTINUITA

Ricordiamo che se A, B sono insiemi e f : A — B & una funzione INIETTIVA, ovvero
a1 # aa=f(a1) # f(a2), allora la relazione g(b) = a <= f(a) = b definisce una funzione
g :Imf— A (Im f'immagine di f). Questa funzione g si chiama la FUNZIONE INVERSA
di f e viene denotata con f~'. Una funzione iniettiva si dice anche INVERTIBILE.

NOTA: a volte si richiede anche che I'immagine di f sia B (si dice in questo caso che
f & SURIETTIVA, o surgettiva), di modo che I'inversa sia f~!: B — A. Questo in generale
non e richiesto nei problemi di Analisi, mentre ¢ una questione fondamentale in altri tipi
di problemi.

Esempi. (1) arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] & l'inversa del seno (o meglio della sua re-
strizione a [—7/2,7/2]);

(2) arctan : R — [—7/2,7/2] ¢ l'inversa della tangente (o meglio della sua restrizione a
[—/2,7/2));

(3) log, : (0,+00) — R ¢ l'inversa di a® (a >0, a # 1).

In tutti questi casi notiamo che la funzione f € una funzione strettamente monotona.
Vediamo che questo non € un caso: per le funzioni continue (definite su un intervallo!) dire
invertibile o strettamente monotona e la stessa cosa. Questo sara importante in seguito,
quando vedremo che per certe funzioni ¢ facile determinare la stretta monotonia tramite
le derivate.

Teorema. Siano I un intervallo e f : I — R una funzione continua. Allora f é invertibile
<= [ & strettamente monotona. In tal caso domf~' & un intervallo e f~' & continua

DiMOSTRAZIONE L’implicazione f strettamente monotona = f invertibile ¢ sempre
valida (anche quando f non & continua), perche una funzione strettamente monotona &
chiaramente iniettiva.

Proviamo I'implicazione inversa, ovvero che se f non & strettamente monotona allora
f non é iniettiva. Se f non e strettamente monotona allora possiamo trovare tre punti z,
X9 e xg con xry < xo < xs e tali che f(xa) < f(x1) e f(z2) < f(x3), oppure f(z2) > f(z1)
¢ f(x2) > flus).

Prendiamo il primo dei due casi: f(z2) < f(z1) e f(z2) < f(x3). Se una delle due
diseguaglianze € un’uguaglianza allora la funzione non ¢ iniettiva e quindi la dimostrazione
¢ finita. Altrimenti si ha f(x2) < f(z1) e f(z2) < f(x3). Consideriamo allora un punto y
tale che

f(z2) <y < min{f(x1), f(z3)}.

Dato che f(x2) < y < f(x1) possiamo applicare il teorema dei valori intermedi all’intervallo
[x1,z2] e trovare un punto z’ € (r1,x2) tale che f(z') = y. Dato che f(x2) < y < f(x3)
possiamo applicare il teorema dei valori intermedi all’intervallo [z9, 23] e trovare un punto
" € (xq,x3) tale che f(2") = y. Questo mostra che f non & iniettiva.
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Dato che f ¢ continua e definita su un intervallo la sua immagine (ovvero il dominio
dell’inversa) & un intervallo per il teorema dei valori intermedi. Vediamo che f~! & continua:
dobbiamo vedere che se y,, — y allora x,, = f~*(y,) — = = f~!(y). Se cosi non fosse allora
(a meno di estrarre sottosuccessioni) x,, — 2’ con x # 2’ (o x,, diverge) e allora y,, = f(z,)
tende a ¢y’ = f(2') con 3 # y (similmente, se x,, diverge y,, non tende a y).

Esempio. arcsin, arctan, log sono funzioni continue.

Domanda. Il teorema resta vero per funzioni che non siano continue, o che, pur essendo
continue non sono definite su un intervallo?

La risposta ¢ NO: entrambe le condizioni sono necessarie. Infatti ci sono funzioni con-
tinue (non definite su intervalli) invertibili ma non strettamente monotone. Per esempio:

fla) =~ R\ {0) — R\ {0},

che ¢ 'inversa di se stessa.
Ci sono anche funzioni definite su intervalli (non continue) invertibili ma non stretta-
mente monotone. Ne costruiamo facilmente una: f : R — R data da

f(z) = {x sex € (—1,1),

—x altrimenti.

Anche questa & I'inversa di se stessa.

LIMITT DI FUNZIONI CON DOMINIO QUALSIASI

In generale le funzioni che incontriamo sono definite su intervalli o unioni di intervalli, per
cui la definizione di limite ha un chiaro significato in termini di proprieta del grafico. Per
funzioni definite su insiemi pitt complessi ci si puo porre il problema di quando ha senso
definire 'operazione di limite.

Sia A C R; ricordiamo che zp € R & un PUNTO DI ACCUMULAZIONE per A se c’e’ una
successione {z,} con x, € A\ {zo} che tende a xg, e che un punto di A che non sia un
punto di accumulazione per A si dice un PUNTO ISOLATO di A.

ESEMPI: 1) A = {(1/n) : n € N, n # 0}. 0 & I'unico punto di accumulazione per A.
Inoltre A ¢ composto solo di punti isolati. 2) I punti di accumulazione per Z sono +oo e
—o0o. Naturalmente, anche Z ¢ composto solo di punti isolati.

Definizione Sia f: A — R e zg di accumulazione per A. Allora diciamo che f(x) tende
a L € [—00,+00] per z — x (e scriviamo ancora lim f(z) = L) se per ogni x, — z¢ con

2n € A\ {z0} si ha f(za) — f(z0). o
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NOTA: questa definizione puo venire riscritta con la terminologia degli ¢ e ¢, distinguendo

i vari casi. Per esempio se xg, L € R lim f(z) = L significa che
T—xo

Ve>030>0: Ve #x9: x€domfel|r—mxo| <e, siha|f(z)— Ll <o
(PER ESERCIZIO: riscrivere i vari casi).

ESEMPI: 1) ogni successione ¢ una funzione con dominio N, e quindi +o0 & I'unico punto per
cui si possa applicare questa definizione (che naturalmente coincide con la solita definizione
di limite di una successione). 2) A= {(1/n): ne N, n#0}, f: A — R sia data da
flz)=(1+ (IZ)% per x € A. Allora si ha ilir(l) f(z) =e.

Teorema. (Unicitd) Sia zo di accumulazione per domf. Se f(x) — L e f(z) — L' per
T — xq, allora L = L’

7
DIMOSTRAZIONE (supponiamo zg, L e L’ numeri reali) Supponiamo L # L’. Sia | |
e>0.Allora 3§ > 0: 29 # 2 € domf e |x — x9| <0 = |f(x) — L| < e, ed esiste &' > 0:
xo #x € domf e |z — x| <0 = |f(z) — L'| <e. Quindi x # ¢ e |z — x| < min{d,d'}
siha |[L—L'| <|L—z|+|z—L'| <2 <|L—L|. Assurdo. O

PER ESERCIZIO: dimostrare il teorema negli altri casi, anche usando la definizione me-
diante successioni.

NOTA (funzioni continue con dominio qualsiasi): se il dominio contiene punti isolati
(ovvero punti che non sono di accumulazione, come per esempio tuuti i punti di N) allora
la funzione & continua in ogni punto isolato del dominio. Per convincersene, basta pensare
che provare che una funzione non € continua in xg significa trovare una successione di punti
xn, — g tale che f(x,) 4 f(xo). Ma non esistono successioni di punti x,, — zo tranne
quelle per cui z,, = zg da un certo n in poi, e quindi f(z,) — f(zo).
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24 ALCUNI ESERCIZI

Confronti tra funzioni

1. Calcolare il limite
9% 4 268
im —— .
z—oo 12 3% 4 gt 47

All’infinito sono le funzioni esponenziali che hanno il “carattere dominante” e inoltre
8% << 9% e 3* << 4%. Questo suggerisce di ignorare i termini con 8% e 3*. Vediamo
comunque tutti i passaggi:

1'4 9% 1 1.6 ] . 134 935(1 + $2(%)x)
1741’1}’100 2237 4 gi4gz - IEEI}OO 4 Az 1 /3\x
x*4 (1 + 172(1) >

Si ha L 3e
Jim o (3) =0

(entrambi i fattori tendono a 0), ed anche

lim $2<§>x =0

T——400

(perché 22 << (2)"), quindi il limite diventa

zt 97 . 9\
mﬂlJroo x4 mﬂlrfoo<7) = oo

2. Calcolare il limite
zt 97 + 20 8”
a;_1>11100 r2 3 + xdqe
A —o0 sono ancora le funzioni esponenziali che hanno il “carattere dominante”, ma
adesso 9% << 8% e 4* << 3”. Questo suggerisce di trascurare i termini con 9% e 4*. Vediamo
comunque tutti i passaggi:

= lim

m ————-——-—

Si ha
lim <9>$ —0

z——oc0 2 \ 8
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(entrambi i fattori tendono a 0), ed anche

4N\ x
lim x2<§> =0
r——00
(perché z? << (%)m a —00), quindi il limite diventa
6 Qx

lim v 8 = lim $4(§>x:0

z——00 2 3% T——00 3

N
perché x4 << (%) a —oo. Un altro modo per calcolare questo ultimo limite (utile, perché

siamo abituati a pensare agli andamenti a +00) & cambiare variabile y = —z, per cui il
limite diventa
8\ ¥ 4
lim y4(7> = lim ‘Z— =0,
y—~+00 3 y——+o00 (g)y

perché y* << (%)y per y — +o0.

3. Calcolare il limite
log(z* 9% + 26 87)
im .
z——oo log(x? 3% + x4 47)

Possiamo procedere come sopra mettendo in evidenza gli andamenti dominanti a —oo,
oppure direttamente cambiare variabile y = —x e considerare gli andamenti a +o00. Seguiamo
questa seconda strada. Il limite diventa

IS
[=)

g+ (K04 E )
yggloo log(ﬁ + ﬁ) - yE{EOO log (22 2 (3\Y
L+% og(H(1+12 (")
. log % — log 8 + log(1 + y% (%)y)
T S log y? — log 3¢ + log(1 + 32 (2)¥)
6logy — ylog8 + log(1 + y% (%)y)
Ty 2logy — ylog3 + log(1 + y2 (3)")
Dato che zEToo y? (3 = xEToo y% (3)V = 0, abbiamo
log(l + y12 (g)y) << 1<<6logy << ylog8
e
log(l + 92 (%)y) << 1 << 2logy << ylog3.
Dunque, gli andamenti dominanti sono ylog8 e ylog3, e il limite e igig
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Asintoti

1. Calcolare I’asintoto a —oo di

N 3zt + 323 + 22 log || + 2

f(z) =log(e® + 2%) 34 22

Consideriamo separatamente le due funzioni

32t 4 32% + 2% log || + 2

@) =log(e* +2),  fa(a) e

Per f; notiamo che I'andamento dominante a —oo € quello di 2% per cui
fi(z) = log<2‘r (1 + (g)x)): log 2” 4 o(1) = 2log x + o(1).

Dunque f; & asintotica a 2logx per x — —o0.
Per f5, possiamo ‘eliminare’ tutti i termini al numeratore che sono o(z3), ovvero scrivere

() 3z + 323 2%log x| + 2
xTr) =
2 x3 4 22 z3 + a2

=3z +o(1).

Dunque fy € asintotica a 3x per x — —oo.
Sommando le due funzioni si ottiene 'asintoto obliquo y = (3 + log 2)z.

2. Calcolare 'asintoto a —oo di
f(x) = log(e32” + 3°4%).
Possiamo scrivere

log(e?2” + 3°4") = log(632x (1 + 3—32"’3)>
e

= loge® + log 2% + log<1 + 3—32$>
e

= 3loge+ xlog2+o(1)

= 3+xlog2+o0(1),

e quindi l'asintoto € y = 3loge + z log 2.

3. Calcolare 'asintoto a —oo di
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Dato che non ci riduciamo direttamente ad una funzione affine eliminando dei pezzi
trascurabili come abbiamo fatto nei due esercizi precedenti, cerchiamo un asintoto della
forma y = mx + ¢q, calcolandoci prima

322 — 13 /2 + 43
m = lim —— =— lim ——~—
T——00 X Yy—+o00 Yy
T A
Yy——+00 y3
(abbiamo fatto il cambio di variabile y = —x per avere un limite a +00).

La formula per il calcolo di ¢ da

g = lim (Va2 —2a3+x)= 111}_1 (Vy2+ 93— ),
y—too

r——00

che ¢ una forma indeterminata +oo—oo. Possiamo razionalizzarla. In questo caso vorremmo
ottenere una differenza di cubi. Per capire come ottenere una differenza di cubi dobbiamo
dividere a® — b® per a — b, ottenendo

a’ — b3

= a2 +ab+ b2,
a—1b

cioé il “prodotto notevole”
(a —b)(a® 4+ ab+b?) = a® — V>,
Questo ci dice che dobbiamo moltiplicare e dividere per
(V@ + ) +yV? + P+ 07
Il limite (tenendo conto del prodotto notevole) diventa quindi

(V2 +3)° — o oyt 1

q = im = lim — = -,
vt (/PP +y VP bRy vt 3yt 3

dove abbiamo usato che

P+ +yV P+ P +y? ;
! _3

lim
y—+oo y
Dunque l’asintoto obliquo a —co ¢ y = —z + %

4. Calcolare 'asintoto a —oo di
_ 202 + 3
23+ Va2t + 25
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Dato che non ¢ chiaro quale sia ’andamento di questa funzione, cerchiamo un asintoto
della forma y = mx + ¢, usando la formula

22243 1 , 21
m = lim = lim

Tr——00 T :c3+~/x6+x5 T——00 $3+‘/1’6+$5

Il denominatore da una forma indeterminata —oo + oo, quindi ci conviene razionalizzare,
moltiplicando e dividendo per ® — /26 + 5. 11 limite diventa

. 2x(x3 — Vab + 2h) . 4ot
m = lim 5 = lim —
r——00 ° — (xG + x5) r——00 —xP

=0,

dove abbiamo usato il fatto che

I3—‘/$6+$5 —t3— 6 — 45 ) t3—|—‘/t6—t5_2
8

lim ————— = lim ———— = lim
T——00 3 t——+o0 —t3 t——+o0
(t = —x). Dunque non esite un asintoto obliquo.
Dato che il calcolo ci da m = 0, vediamo se esiste un asintoto orizzontale y = L. Il
calcolo ¢ molto simile
, 222 + 3 , 2z2
L = lim ———= lim ——————
z——00 g3 + /b + 25  @——o0 g3 4 \/ab 4 2°
222 (a3 — Va0 + 19)
T——00 6 — (xG -+ ;c5)

45
e ——

L’asintoto orizzontale & quindi y = —4.
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