Foglio di esercizi N. 5

1. Per calcolare il polinomio di Taylor di ordine 5 e centro 0 di f(x) = cos(3tanz) — cos(3sin z).
calcoliamo per prima cosa T°(cosy) = 1 — %yQ + 21—4y4.

Notiamo che basta usare i polinomi di Taylor di ordine 3 di sinz e tanx (perche’ i termini di

grado 5 verrebbero sempre elevati a qualche potenza o moltiplicati per un altro monomio e quindi
darebbero termini di grado maggiore di 5). Quindi consideriamo

1 1 1
T3(3sinz) = 3<x - 61‘3) =3z — §m3, T3(3tanz) = 3(1‘ + gm?’) =3z + 3.

Sostituendo nello sviluppo del coseno si ha

1 1 1
T5(cos(3tanz)) = T° (1 - 5(336 + 23)? (3x + x3)4) =1- 5(91'2 + 62%)

T

(ho eliminato tutti i termini di grado maggiore o uguale a 6), e anche

1 1 1 1 1 1
T5(cos(3sinz)) = T° (1 — 5(3:0 - 51‘3)2 + ﬁ(3x — 53:3)4) =1- 5(9952 — 32%) + ﬂ(3x)4

Facendo la differenza di questi due polinomi si ha

1 1 9
T5(cos(3tanz) — cos(3sinz)) = —56934 - §3x4 = —5354.

2. Il polinomio di Taylor di ordine 3 e centro 0 di log(1+y) ¢ y — y—; + % Dunque

(—x + 22)? N (—z + 332)3)

T3log(l — z + 2°) = T3((—x + %) — 5 3

2 3 3
(pagt) T v L2 2
= (—z+2z°) 5 7 = :C—i—Qx —i—3x.



3. Dato che il coseno ¢ una funzione pari si ha cos |2z| = cos 2z, e
T3(cos2z) =1 — £(2z)? = 1 — 222
Dato che siny = y — %yg’ + o(y?), si ha
o] sin 3] = [a] (|3] — %\3@3 to(a)) =82 - é(3x)4 +o(a) = 322 + o(z?),

e quindi 73(|z|sin |3z|) = 322

Dunque T3(cos [2z] + |z|sin [3z|) = 1 + 22,

4. Siha T3cos(V2z) =1 — §(v2x)? =1 — 22, e T3log(1 + V3z) = 3z — 5(V3z)? + §(V32)? =
V3zx — %xQ +v/323; dunque

T3(cos(v2z) log(1 + v/3z)) = T3<(1 —2?) (\/gx _ %Iz N \/5553))

= :UTQ((l —3:2)(\/5— ngr \/3332)) =3z — ng.

5. Notiamo che sinz% + 2% — 22* = —22% + o(2*) e quindi dobbiamo calcolare il limite

cos T (cos(3 tanx) — cos(3sin x)) + 324
lim
z—0 —2x4

Dobbiamo calcolare il polinomio di Taylor di grado 4 del numeratore. Nell’esercizio 1 abbiamo

visto che T"(cos(3 tanz) — cos(3sinz)) = —J*, quindi (usando il polinomio di Taylor di cos )
1 1 9
T*(cos z(cos(3tan z) — cos(3sinx)) + 3z1) = T4<<1 - §$2 + ﬂ:ﬁl) (—§m4> + 3:1:4)
9 3
= f§x4 + 324 = 75334.

Dunque

cosx(cos(3 tanx) — cos(3sin x)) + 324 _324 3
lim = lim —2— = -.
z—0 —2z4 z—0 —2z4 4

6. Notiamo che z —sinz = = — (z — $23 4 o(2?)) = 223 + 0(2®), e quindi il limite &

lim xlog(l— =z +1562) fsinztanz 6 lim

rlog(l — x + 22) +sinztanz
x—0 6333 z—0 $3 ’

Calcoliamo il polinomio di Taylor di grado 3 del numeratore. Dall’esercizio 2 sappiamo che
T3log(l — z 4 22) = —z + 322 e quindi T3(zlog(1 — z + 22)) = —2% 4 323; inoltre

1 1
T3(sinztanz) = T3(T3sinz - T3 tanx) = T3<<x — gmg’) (ac + gx?’)) = 22

2



Dunque

1
T3 (:c log(1 — = + 2%) + sinxtana:) = §x3

)

e il limite diventa .

. 3w
6 lim £ = 3.
x—0 {L’?’

7. 11 limite & nella forma 0/0. Usiamo la regola dell’Hospital:

ix*3/4+2
log (& 2 — 2 4 — Lio 1
. og(vr + 2z ):(H):hm Vet2r -2 g+ _ L
z—1 10g(ﬂ§+4$2—4) z—1 1+ 8x 1+8 4
r+4x2 — 14

8. Cambiamo variabile ponendo y = 1/x per cui il limite diventa

1 11 — (1= y
lim (—2 cos(3y) — 5(5 — 1)ey) — lim cos(3y) 2( y)e

y—0T \Yy y—0+ Yy
_ ] Yy o 1 _ Yy
_ 0 — () = lim 3sin(3y) +e¥ — (1 —y)e
0 y_>0+ 2y
—3sin(3 y 1
y—0+ 2y y—0t 2 2 2

In alternativa possiamo usare i polinomi di Taylor di ordine 2 di cos3y e e €Y per cui il limite
diventa

lim cos(3y) — (1 — y)e¥ 1- %(33/)2 -(1-y)(+y+ %92)

= lim
y—0t y? y—0+ y?
—  lim L— 59" — 14 3y° +o(y’) _ 4
y—07+ y2 '



