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1 Compito

Si consideri l’equazione

∆u(x, y) = x2 , r =
√

x2 + y2 ∈ (1, R) , R > 1

u(x, y) = 0 , r = 1

∂u

∂n
(x, y) + αu(x, y) = 0 , r = R , α ∈ R

1) Fare vedere che il problema ammette una soluzione unica, se α ≥ 0
(cosa che peraltro sappiamo essere vera in generale per domini limitati
regolari e condizioni al bordo miste), e calcolarla.

2) Discutere, ancora nel caso α ≥ 0, il comportamento asintotico di v(r, θ)
per R → ∞, ad r fissato, se v(r, θ) è la soluzione scritta in coordinate
polari.

3) Far vedere che, per alcuni valori di α < 0 e R, la soluzione non esiste,
oppure esiste, ma non è unica.

2 Soluzione

1) Come sappiamo, v(r, θ) deve essere della forma

v(r, θ) = a0(r) +
∞∑
n=1

[
an(r) cos(nθ) + bn(r) sin(nθ)

]
(2.1)

dove le funzioni an(r) e bn(r) soddisfano le equazioni

a′′n(r) +
1

r
a′n(r)−

n2

r2
an(r) =

r2

2
(δn,0 + δn,2) , n ≥ 0 (2.2)

b′′n(r) +
1

r
b′n(r)−

n2

r2
bn(r) = 0 , n ≥ 1 (2.3)

dove si è tenuto conto del fatto che x2 = [1 + cos(2θ)]/2. Bisogna inoltre
imporre le condizioni al bordo:

a0(1) = 0 , a′0(R) + α a0(R) = 0 (2.4)

e, se n ≥ 1

an(1) = bn(1) = 0 , a′n(R) + αan(R) = b′n(R) + αbn(R) = 0 (2.5)
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Come sappiamo, la soluzione generale della (2.3) è della forma

bn(r) =
Cn

rn
+Dnr

n

e le condizioni (2.5) implicano le identità

Cn +Dn = 0 , − nCn

Rn+1
+ nDnR

n−1 + α

(
Cn

Rn
+DnR

n

)
= 0

equivalenti a

Cn = −Dn , Cn[−n(1 +R2n)− αR(R2n − 1)] = 0 (2.6)

Se α ≥ 0, la seconda di queste identità può essere verificata solo se Cn = 0, in
quanto R > 1; quindi bn(r) = 0, per ogni n ≥ 1. Lo stesso calcolo permette di
dimostrare che an(r) = 0, se n ̸= 0, 2. Ci rimangono da studiare le equazioni
per a0(r) e a2(r).

Consideriamo l’equazione per a0(r). In tal caso la soluzione della (2.2) è
della forma

a0(r) = A0 +B0 log r + ā0(r)

dove ā0(r) è una soluzione particolare, che si intuisce facilmente possa pren-
dersi della forma ā0(r) = K0r

4. É facile verificare che ciò è vero e che
K0 = 1/32; le condizioni (2.5) implicano pertanto le identità:

A0 +K0 = 0 ,
B0

R
+ 4K0R

3 + α[A0 +B0 logR +K0R
4] = 0

equivalenti a

A0 = −K0 > 0 , B0

[
1

R
+ α logR

]
+ 4K0R

3 + αK0(R
4 − 1) = 0 (2.7)

Quindi, se α ≥ 0, 1/R + α logR ≥ 1/R, in quanto R > 1; ne segue che

a0(r) = K0(r
4 − 1) +B0 log r , B0 = −4K0R

4 + αK0R(R4 − 1)

1 + αR logR
(2.8)

Consideriamo infine l’equazione per a2(r). In tal caso, se si sceglie la
soluzione particolare come nel caso precedente, la soluzione generale della
(2.2) è della forma

a2(r) =
A2

r2
+B2r

2 +K2r
4 , K2 =

1

24

e le condizioni (2.5) implicano le identità:

A2 +B2 +K2 = 0 , −2A2

R3
+2B2R+4K2R

3 +α

[
A2

R2
+B2R

2 +K2R
4

]
= 0
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equivalenti a

B2 = −A2 −K2

A2

[
− 2

R3
+

α

R2
− 2R− αR2

]
+ 4K2R

3 + αK2R
4 −K2(2R + αR2) = 0

(2.9)

Il coefficiente di A2 non può annullarsi, se α ≥ 0 e R > 1. Ne segue che

a2(r) = A2

[
1

r2
− r2

]
+K2(r

4 − 1) (2.10)

con A2 definito dalla (2.9).

2) Per R → ∞, le costanti B0 e A2, che compaiono nella (2.8) e nella (2.10)
sono divergenti. In particolare, se α = 0,

B0 ≃ −4K0R
4 , A2 ≃ 2K2R

2 ⇒

v(r, θ) ≃ −4K0R
4 log r + 2K2R

2

(
1

r2
− r2

)
cos(2θ)

mentre, se α > 0,

B0 ≃ −K0R
4

logR
, A2 ≃ K2R

2 ⇒

v(r, θ) ≃ −K0R
4

logR
log r +K2R

2

(
1

r2
− r2

)
cos(2θ)

c) Se α < 0, si procede esattamente come prima, in quanto la soluzione, se
esiste, deve necessariamente essere della forma (2.1). Tuttavia, ora può succe-
dere che le equazioni (2.6), (2.7) e (2.9) non ammettano soluzione o la ammet-
tano, ma lasciando indeterminato il valore di Cn, B0 o A2, rispettivamente.
In particolare, ciò succede per la (2.7), se

1

R
+ α logR = 0 , 4K0R

3 + αK0(R
4 − 1) ̸= 0

nel qual caso non c’è soluzione, mentre se

1

R
+ α logR = 0 , 4K0R

3 + αK0(R
4 − 1) = 0 (2.11)

esistono infinite soluzioni, indicizzate dal valore di B0. Si noti che questa
situazione non può in realtà verificarsi, in quanto le (2.11) sono ambedue
soddisfatte se e solo se

F (R) := logR− 1

4
+

1

4R4
= 0
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e questa condizione non è mai verificata per R > 1, poiché F (1) = 0 e
F ′(R) = 1/R− 1/R5 > 0, se R > 1.

Un discorso analogo può farsi per la (2.9), che non ammette soluzione se

− 2

R3
+

α

R2
− 2R− αR2 = 0 , 4K2R

3 + αK2R
4 −K2(2R + αR2) ̸= 0

Inoltre è possibile dimostrare, con un po’ di calcoli banali, che le equazioni

− 2

R3
+

α

R2
− 2R− αR2 = 0 , 4K2R

3 + αK2R
4 −K2(2R + αR2) = 0

non sono mai ambedue verificate per R > 1.
Rimane da considerare la (2.6), con n ̸= 2, e l’analoga equazione per la

funzione an(r). La (2.6) è verificata per ogni valore di Cn, se

α = αn := − n(R2n + 1)

R(R2n − 1)

Per tali valori negativi di α, la soluzione esiste, ma non è unica; l’insieme
delle soluzioni è indicizzata da due parametri reali, una per a2(r) e una per
b2(r).
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