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1 Esercizi sull’equazione del calore
1.1 Esercizi risolti

Esercizio 1.1 Si consideri ’equazione

du 0*u
E@j’t) = D@(:c,t) +u(x,t), ze(-L,L), t>0

u(—=L,t)=u(L,t)=0, Vt>0

u(z,0) = f(z) € C*(R),  [f(x) #0, suppf S [=L/2,L/2]

Si supponga infine che

/LL dx f(x)sin [1(:10 + L)] #0

2L
Si dimostri che, fissati D > 0 e L, esiste v. > 0, tale che
lim max |u(x,t)] = o0 iy >
t—oo ze[-L,L) ’ 0 if v <7

Cosa si puo affermare riguardo limy o u(x,t), se vy = .7
Soluzione - Se poniamo
u(x,t) = ev(x + L, 1) (1.1)

la funzione v(y, t) soddisfa ’equazione:

ov 9%

v(0,t) =v(2L,t) =0, Vt>0
v(y,0)=f(y) = fly— L), suppf C[L/2,3L/2]

/0 " dyf(y) sin (F2) #0 (1.3)

Le ipotesi su f(x) garantiscono che la funzione f(y) puod prolungarsi dal-
I'intervallo [0,2L], nei cui estremi si annulla insieme a tutte le sue derivate,
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a tutto l'asse reale, come funzione periodica di periodo 4L, dispari e C*.
Pertanto f(y) puo svilupparsi in serie di Fourier di soli seni:

fly) = icn sin (%) (1.4)

e questa serie converge uniformemente, insieme alle serie delle derivate di
ogni ordine, in quanto i coefficienti vanno a 0, per n — oo, piu rapidamente
di ogni potenza. Inoltre

Cn = %/OQL dy f(y) sin (%) (1.5)

Ne segue, come sappiamo, tramite il metodo di separazione delle variabili,
che la soluzione della (L2)) ¢ data dalla serie (uniformemente convergente e
derivabile infinite volte termine a termine)

v(y,t) = icneD(J)gt sin (%) (1.6)

‘ 3
™~

n=1

Usando la (L)), si trova pertanto che

- L
u(z,t) = che(%%"%t sin (%) (1.7)
n=1

con ,
Dr

%=z (1.8)

Si noti che
o0 o0
lu(z, t)] < Z |Cn|e(v—wcn2)t < e(v—wc)tz el
n=1 n=1
Pertanto, se v < 7.,
lim ||u(t)||eo =0
t—o0

dove ||u(t)||oo = maxgej—r 1) Ju(z,t)].
Supponiamo ora 7y > 7, e riscriviamo la soluzione nella forma:

r.t) = e’ (w4 L 2 . [(nm(x+ L
u( 7t) et [Cl Sin (%) + n§:2 Cnt Ye(n? =1t ¢ip (%)
(1.9)

Per l'ipotesi (L3)) su f(z) e la (LH), |c1] > 0. Inoltre la serie al secondo
membro della (L9) si puo stimare con

D enle N < e Bt N e | (1.10)
n=2 n=2
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ed & pertanto minore in modulo di |¢;]/2, se ¢ & abbastanza grande, diciamo

per t > T. Ne segue, usando la (L9), che, se t > T

o
_ 2 . nim
tlep — E cpe e =Dl gip (—)
2
n=2

[lu(®)]loo = [u(0,2)] = e
> e(v—%)t|cl|/2
da cui segue subito che
lim ||u(t)||eo = 00

t—o00

Supponiamo infine che v = ~.. Per la (L9,
L
s )) (1.11)

. (7m(x+ L) e . [nm(
—Ye(n?—1)t 7
(a:t)—clsm( )+E Cpe 1n( 57
da cui, usando la stima ([LI0) per la serie a secondo membro, segue che

. . (m(x+ L
lim u(z,t) = ¢y sin (%)

t—o00
|

Esercizio 1.2 Si calcoli la soluzione (nella classe di Tychonov) dell’equazio-

ne
0
a_?;@’t) = Au(@,t), TER?, t>0
=) =2
u(z,0)=1—-2
Soluzione - Come sappiamo, I'unica soluzione nella classe di Tychonov
e data da:
1 @E=9?
T, t dy o (1—
(7,t) = zm/ ge  w (1-47)
Seponiamo?zgj—f,g'z:(y—x+x) = Z* + 7* + 27 - Z. Pertanto
2
poiche fdz e~ =1:
1 72
7’ — dZ e (2 427 - 7)

u(@,t)=1-1 yy



-2
. . , _Z . N . . . . .
Tuttavia, poiché z;e” %, ¢ = 1,2, & una funzione dispari rispetto a z;, l'inte-

grale del termine proporzionale a z- 2’ € nullo. Inoltre, se usiamo le coordinate
polari per 'integrale rimanente:

B T 2”d9/°°d 2
47Tt R2 o 47Tt 0 0 pp p o
1 o0 o0 o0
=_ wAaﬁzq/cuMﬂ:q/ A(—e ) =
4t 0 0 0
= 4t / e N =4t
0
Pertanto

uw(Z,t) =1— 1% — 4t

Esercizio 1.3 Si consideri l’equazione

ou 9%u

E(x,t) = F(w,t) + sin(wt) sin*(z) , 2 € (0,7),t>0 (1.12)
T

ou ou

- = = >

8x(0’t) a:]C(ﬁ,t) 0, Vt>0

u(z,0) = sin*(z)
a) Calcolare la soluzione.

b) Fare vedere che esistono tre funzioni A(x), B(z) e C(x), tali che

lim [u(z,t) — A(z) — B(x)sin(wt) — C(z) cos(wt)] = 0

t—o00

c) Calcolare la quantita

q(t) = /Oﬂ dx u(z,t)

usando la soluzione della (I.13) e controllare il risultato usando so-
lo l'equazione di continuita, cioe l’equazione che si ottiene integrando
ambedue i membri dell’equazione differenziale (I13) fra 0 e 7.



Soluzione -

a) Come sappiamo (vedi I’equazione (2.35) delle note aggiuntive, con L = 7),

la soluzione puo scriversi nella forma

[e.9]

t
u(z,t) = Z [ane”% —i—/o ds e"Q(ts)bn(s)] cos(nx)

n=1

dove a,, sono 1 coefficienti di Fourier della serie di soli coseni della funzione
sin(z), mentre b, (s) sono gli analoghi coefficienti della funzione sin(ws) sin?(x).

Si noti ora che
4

sin'(z) = (ﬂy _ %Z (:) () ()i —

21
k=0

4 ‘ 1 4 . ‘ ‘ .
( )(_1)k<€zx)2k4 _ |:( ) + 67411 + 642:1: . 46722:1: . 46211 —

2 k T2t [\2
k=0
3 1 1
=373 cos(2x) + 3 cos(4x) (1.13)
Pertanto
(10—37 (12_—%7 a4y = 3
a, =0, sen#0,24
Inoltre 11
sin(ws) sin?(x) = sin(ws) [— b cos(Qx)}
Pertanto
bo(s) = 3 sin(ws), ba(s) = —1sin(ws)
b(s) =0, sen#0,2
Ne segue che
3.1 [
u(z,t) = [g + 5/0 ds sin(ws)}
1 t
—— [e“ —i—/ ds e 4= sin(ws)] cos(2x) (1.14)
0
L
+ 3¢ cos(4x)
Si noti ora che .
(1.15)

ds sin(ws) = 5[1 — cos(wt)]
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e che, se si pone
t
F(t)= / ds e** sin(ws)
0

allora, operando due integrazioni per parti,

Py =~ [ dse L contws) =~ Lot costen) — 11+ - [ dsetcosfs
=—— se*— cos(ws) = ——[e" cos(wt) — — se* cos(ws
w Jo ds w w Jo
1 4 16 [*
= ——[e* cos(wt) — 1] + —e* sin(wt) — —/ ds e** sin(ws)
w w? w? J,

Ma T'ultimo integrale & proprio la funzione F'(t), per cui

16 Loy A g
(1 + E) F(t) = —;[e Peos(wt) — 1] + ol tsin(wt)

da cui segue, con pochi passaggi, che
w ol
F(t) =
O =167 " 672

Se si inseriscono le (LIH) e (LI6) nella (LI4), si trova

3 1 1
u(z,t) = = + —[1 — cos(wt)] + ge’wt cos(4x)—

8 2w
1 —4t w 4 Sin(wt) —w Cos(wt) (1'17>
— —cos(2x) |e 14+
2 16 4+ w? 16 + w?

[4 sin(wt) — w cos(wt)] (1.16)

b) Nel limite ¢ — oo, i termini nel secondo membro della (ILI7) proporzionali

a e % e 715 vanno a zero, mentre gli altri sono costanti o oscillano. Pertanto
tlgélo[u(x, t) — A(z) — B(z) sin(wt) — C(x) cos(wt)] =0
con
3 1
Alx) = 3 + %0
B(x) = —ﬁ cos(2x)
Cz) = ! PR A cos(2x)

2w 2(16 4+ w?)

c) Si noti che

DO | —

T 2
/ dx cos(nzx) = / dx cos(nx) =0, sen#0
0 0
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Pertanto, dalla (LI7) segue che

T 3m
q(t) = / dru(z,t) = — + —[1 — cos(wt)] (1.18)
0 8 2w
Questo risultato puo essere ottenuto direttamente dall’equazione di con-
tinuita. Infatti, se integriamo la (LI2) in = fra 0 e 7 ed usiamo le condizioni
al bordo, otteniamo.

™ azu ™
q(t) = / dx F(w,t) + sin(wt)/ dx sin®(z)
0 xz 0
0 0
- a—Z(w, t) — a—Z(O,t) + g sin(wt) = gsin(wt)
da cui segue che
T [! v
q(t) = q(0) + = / ds sin(ws) = q(0) + —[1 — cos(wt)] (1.19)

2 Jo 2w

D’altra parte, usando la (LI3), si vede che ¢(0) = 3%, Quindi la (TI9)

coincide con la (TIS). |

Esercizio 1.4 Si consideri l’equazione

ou 0%u

E(.T,t):@<.§L’,t)—u<l’,t)—|—€ktg(l’), $€(0,1>,t>0
Mo =20n=0. vz (1.20)
u(z,0) = p(z)

dove k € un parametro reale fissato.
a) Calcolare la soluzione nel caso in cui

g(z) = sin*(2nz) , @(z) = cos(mx) (1.21)
b) Studiare il comportamento asintotico della soluzione al variare di k.

Soluzione - Se si pone u(z,t) = e 'v(z,t), & facile vedere che v(z,t) &
la soluzione del problema

2
(et = S St + e () e (0,1),6>0
%(o,t):g—;(u):o, vt >0 (1.22)
o(,0) = (z)



Pertanto, usando la Prop. 2.3 delle Note, la funzione v(x,t) puo scriversi

nella forma
o0 t
v(z,t) = Z {an e~ ™ 4, / ds e_(”")Q(t_S)e(kH)s] cos(mnx)
0

n=0
purché le successioni a,, e b,, definite dagli sviluppi

a, cos(mnx) , g(x)= Z by, cos(mnx)
n=0

p(r) =

n=0

vadano a 0 abbastanza velocemente per n — co. In tal caso la soluzione

della (L20)) e uguale a

00 t
[ane(”2"2+1)t + bne(”2”2+1)t/ ds e(”2”2+k+1)s] cos(mna)
0

u(z,t) = Z

n=0
(1.23)
a) Si noti che:
1— 4
sin?(27x) = M

Pertanto, se g(x) e ¢(x) sono date dalle (L21]), allora

1 _

1 sen=1 2 sen =0

ay, = b,=¢ —% sen=41
0 sen#1l 2 ) )
0 altrimenti

e la (IL23) diventa
t

1
w(z,t) = e cos(ra) + éet/
0

t
- geoslima)e 10510 [ g otk
0

ds e(Ichl)s_

b) Si noti che

t —at
t k=—
Gk,a<t> = eat/ ds e(k+a)s = iti —at i . a
0 — :a altrimenti
Pertanto, se k < 0, lim;_, ;. u(z,t) = 0, per ogni x € [0, 1]. Se k > 0, invece,
si ha:
tkinoo [u(z,t) — a(z,t)] =0
con X .
cos(4mx)

i, 1) = e lQ(k: +1) 2(16m2+k+ 1)




Esercizio 1.5 Si consideri l’equazione

0 0?
“ Qa—g(x,t)jLu—l—ektg(:c), re(0,m),t>0
T

w(r,t)=0, Yt>0 (1.24)

= ¥

S

= 8

~ ~
N—

Il Il

dove k € un parametro reale fissato.
a) Calcolare la soluzione nel caso in cui

g(x) =sin(2z)cos’*z, @(r) =sinw (1.25)
b) Studiare il comportamento asintotico della soluzione al variare di k.

c) Generalizzare l'analisi del punto b) al caso in cui g(x) e ¢(x) sono due
qualunque funzioni C* con supporto contenuto in (0, ).

Soluzione - Se si pone u(z,t) = e'v(x,t), & facile vedere che v(z,t) & la
soluzione del problema

v v
_ (k—1)t
5 (x,t) ZaxQ(x,t)+e g(x), ze(0,m),t>0
v(0,t) =v(m,t)=0, Vt>0 (1.26)

Pertanto, usando la Prop. 2.2 delle Note, la funzione v(x,t) puo scriversi
nella forma

o0 t
v(z,t) = Z [ane%% +/ dse2”2(ts)e(k1)sbn] sin(nx) (1.27)
n=1 0
purché le successioni a,, e b,, definite dagli sviluppi
o(x) = Z apsin(nz) , g(x) = Z by, sin(nx) (1.28)
n=1 n=1

vadano a 0 abbastanza velocemente per n — oo. In tal caso la soluzione
della (T24) e uguale a

n=1

0

t
ds 6(2"2%1)5} sin(nx) (1.29)
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a) Si noti che:
. .. 9 1. . 92
sin(2z)(1 — sin“x) = 5 sin(2z)(1 + 1 — 2sin” z)
1 1
sin(2z)[1 4 cos(2x)] = 3 sin(2x) + 2 sin(4x)

Pertanto, se g(z) e ¢(x) sono date dalle (L2H]), allora

1 _
1 sen=1 2 Sen= 2
a, = b, = i sen =4
0 sen>1 . .
0 altrimenti

e la (L29) diventa

1 t 1 ¢
u(x,t) = e 'sing + 5 sin(2x)e_7t/ ds e*+7s 4 ) sin(4x)e_31t/ ds e+ F31s
0 0

b) Si noti che

t tfat k,:_
Gm@;gm/dwwwz{i W T (1.30)
0

e —e 3 3
- altrimenti

Pertanto, se k < 0, limy_, o u(x,t) = 0, per ogni x € [0, 7]. Se k > 0, invece,
si ha:

lim w(z,t) = lim e"Fj(z)
t—-+oo t——+o00

con

Fk‘(x) = 2(k+7) 4(]€—|—31) 2<k+7>

sin(2x) | sin(4x) _sm@w{ AT os(20)

N k+31

avendo usato il fatto che sin(4x) = 2sin(2z) cos(2x); quindi il segno e gli zeri
di Fy(x) coincidono con quelli di sin(2z), in quanto 1+ % cos(2x) > 0, per
ogni x. Ne segue che, se k > 0

+oo sex € (0,7/2)
lim wu(z,t) =40 sex=0,7/2,7
t—-+oo
—00 sex € (m/2,7)

mentre, se k = 0,
lim u(x,t) = Fy(x)

t—+00

c) Le ipotesi su g(x) e p(z) garantiscono che esse, oltre ad essere C'™, sono
nulle in due intorni di 0 e 7, quindi sono nulle in 0 e 7 insieme a tutte le loro
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derivate. Pertanto le successione a,, e b, vanno a 0 per n — oo piu rapida-
mente di ogni potenza, per cui la serie (L29) ¢ differenziabile quante volte
si vuole rispetto a t e = termine a termine, se t > 0, e lim;_,o u(x,t) = ¢(x),
uniformemente in z. Ne segue che la ([L29)) risolve effettivamente ’equazione
).
Usando la (L30), si trova allora che, se k < 0, lim;_, o, u(z,t) = 0, per
ogni x € [0, 7]. Se k > 0, invece, si ha:

lim w(z,t) = lim e F(x)

t—+o0 t—+o00
con
< bn :
Fk(l’) = Z m Sln(nl’)
n=1

e si procede come al punto b), con la ovvia differenza che nulla puo essere
detto sul segno di F(x), che dipende (in modo complicato) dalla successione

b,. i

1.2 Esercizi non risolti

Esercizio 1.6 Si consideri ’equazione

2
%(x,t):%(:p,t)—yu(x,t)+sin2x, ze (0,m), t>0
x
Ju ou
o = — = >
8x(0’t> 3:6<7T’t) 0, Vt>0
u(z,0) =0
con vy > 0.

Calcolare la soluzione ed il suo limite per t — oo.

Esercizio 1.7 Calcolare la soluzione dell’equazione

ou 0%u ou
E(%t) = @(%t) + 28_90

(x,t) + ku(z,t), z€(0,2), t>0
u(0,t) =u(2,t) =0, Vt>0

T

u(z,0) = e “sin <7> cos (mx)
dove k é un numero reale fissato.

Calcolare quindi limy_,o, u(1,t), al variare di k.
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Esercizio 1.8 Si consideri l’equazione

ou 0%u

e - _ —L. L
8t(:c,t) 8x2<x’t> yu(z,t)+a, z€ (=L, L), t>0
ou ou

—(=L,t) = —(L,t) = t >

=2 =0, =0

u(z,0) = sin (%)

cony>0eackR.
Calcolare la soluzione ed il suo limite per t — oc.

Esercizio 1.9 Clalcolare la soluzione dell’equazione

ou 0*u
0n=0, an=o0, w>o0
U ) - ) 837 ) - I -

u(z,0) = sin (%) [1 — 9gin2 (%)]

dove k é un numero reale fissato.

Calcolare quindi limy_, o u(z,t), al variare di k.

Esercizio 1.10 Risolvere l’equazione

ou d%u
— =2 — 1
=2 Then), re D). 150

u(0,t)=0, wu(l,t)=1, Vt>0

u(z,0) = z + sin(mx) — 2sin(37z)

Esercizio 1.11 Risolvere l’equazione

ou 0%u ou

u(0,t) =u(l,t)=0, Vt>0
u(z,0) = e “[sin(mx) + 2sin(37z)]
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Esercizio 1.12 Scrivere, in funzione di o € R, la soluzione dell’equazione

ou 0*u 3 [T\ o

E(w, )—@(x,t)Jrcos (5) e, ze(0,m), t>0
@(Ot)—o u(m,t) =0, Vt>0

8.1’ ’ - ) T, - ’ -

u(z,0) =0

e calcolare
u(x) = lim u(z,t)
t—o0
al variare di a in R.

Esercizio 1.13 Si consideri l’equazione

ou J%u /T 1 . [3z
E(x,t) = ﬁ(x,t) — yu(x,t) 4 sin <§> — 5 sin (7> , xe(0,m), t>0

9
u(0,t) = 8—Z<m) =0, V>0

u(z,0) =0

con vy > 0.
Calcolare la soluzione ed il suo limite per t — oo.

Esercizio 1.14 Risolvere l’equazione

ou ou 0%u
E(x,t)JrZa—x(:p,t):@(x,t), ze0,m), t>0

w(0,t)=0, w(mt)=1, V>0

u(z,0) = u(x) + o(x) (1.31)

dove u(z) & la soluzione stazionaria dell’equazione e p(x) é una funzione C*
con supporto in un intervallo [a,b], con 0 < a < b < 7. Si dimostri quindi
che

lim u(x,t) = u(x)
t—o00

Suggerimento: si calcoli prima u(zx) e si ponga u(z,t) = u(z) + v(z,t); si
risolva quindi [’equazione per v(x,t).
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Esercizio 1.15 Scrivere, in funzione di o € R, la soluzione dell’equazione

2 1
%(x,t):2a—g(x,t)—l—cos[i(x—z)} te® xe(—m/2,7/2), t>0

ot Ox 2
@( /2,t) =0 (—m/2,t) =0, Vt>0
axﬂ b=, Wmmey =0 -
u(z,0) =0

e calcolare

u(r) = tlg?o u(z,t)

al variare di a in R.

Esercizio 1.16 Si consideri l’equazione

ou 0*u
E(.T,t)—@(l’,t)—’}/lb(l’,t), .TE(O,’YT), t>0

w(0,t)=0, w(mt)=1, Vt>0

con vy > 0.
Si calcoli la soluzione stazionaria u(x) dell’equazione e si dimostri che,
se il dato iniziale ¢ della forma

u(z,0) = u(z) + ¢(z)
p(r) = Z cp sin(nx)
len| < Ain_4

allora la soluzione u(x,t) ¢ una funzione di classe C? in [0, +00) x [0, 7|, tale
che

tlim u(x,t) = u(x)

2 Esercizi sull’equazione di Laplace-Poisson

2.1 Esercizi risolti

Esercizio 2.1
1) Risolvere l’equazione
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Au(z,y) =0, 0<r=+224+y><R

0

a—Z(az,y)+au(az,y):x2y2, r=R, a>0 (2.1)
) ou(r,0) ¢ _ .

71"1_>I% T = g v(r,0) = u(rcosf,rsinb) (2.2)

2) Fissati r e 0, calcolare

o limp o v(r,0)

ov(r,0)
ar

[} llmR*)w

o lim, , v(r,0) (a quali condizioni al bordo corrisponde il limite?)

3) Fissato R, calcolare la "carica” contenuta nel cerchio B, di raggio
r € (0, R) e centro nell’origine, definita dalla

ou
Q——/ dSa—n

dove ds ¢é l’elemento di linea e n indica la normale esterna alla circonferenza
0B, di raggio r, che si considera orientata in senso antiorario.

Soluzione - 1) Come sappiamo la soluzione in coordinate polari ¢ della
forma

v(r,0) = ao(r) + Z ay, (1) cos(nb) + by, (1) sin(nh)] (2.3)

ag(r) = Ao+ Cologr
an(r) = A" +Cpr ™" (2.4)
by(r) = Bur"+ Dpr "

Si noti che, se n > 1,

d
lmr—r "= —nlimr " = —c0
r—0 T r—0

—n

limr—r"=nlimr" =0
r—0 dT r—0

16



e che lim,_, Td% logr = 1. Pertanto, la condizione (2.2)) in » = 0 impone che

Co=-L  C,=D,=0,¥n>1 (2.5)

21’
Ci rimane da imporre la condizione al bordo (21). Se r = R, si ha:
4 4

2*y? = R*cos® Osin? 0 = RZ sin®(26) = %[1 — cos(46)]

Poiché Ou/On = Ov/0r nei punti di una circonferenza con centro nell’origine,
questa equazione, insieme alle (2.4]) e (2.5), implica che

R4

a()(R) +aay(R) = _—Q;JR + « (AO — % log R) = <
R4
dy(R) +aay(R) = AR +aRY) =

a'(R)+aa,(R) = A,(4R*+aR*) =0, ¥n#0,4
V.(R)+ab,(R) = B,4R*+aR*) =0, Vn>1

Pertanto

4

_ 9 A T
o) = T S Ra T 2r 8 (R) 8(4+ aR)

cos(40)

In coordinate cartesiane

R4 q q x2+y2
- _ 1 py
wey) =50t o ke 47r0( R? ) i, y)
Rr* x> R
U =— (11— S [ e 2\2 _ Q.2,.2
(@, y) 8(4+aR)< 8 ) 8(4+aR)[(x +y7)" 827y ]

2) Fissati comunque r > 0 e 0, limg_,o, v(1, ) = +00. Tuttavia, se si deriva
rispetto ad r, prima di fare il limite, si ha
ov(r, 6) q r3

}%grolo or  2mr 2« cos(49)

Se, invece, si fissa anche R e si manda « a 400, si trova

lim o(r,0) = - log <£>

a——+00 21 R

cioe la soluzione del problema con la stessa condizione in r = 0 e condizioni
di Dirichlet nulle per r = R, come era facile aspettarsi.
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3) Ser € (0, R), si ha:

2m 2
Q:_/ deraw,e):/ ar- L —,
0 or 0 2mr

in quanto fo% df cos(46) = 0. i

Esercizio 2.2 Trovare tutte le soluzioni dell’equazione

Au(z,y) =0, r=+22+y>>1

u(z,y)=y*, r=1 (2.7)
lim [?(T, 0) — rcos(20) + rsin(26)| =0 (2.8)
r—00 r

dove v(r,0) ¢ la soluzione scritta in coordinate polari.

Soluzione - Come sappiamo, v(r,f) deve essere della forma

v(r,8) = ag + b logr + Z [(@nr™ + byr™") cos(nf)+

— (2.9)
+ (cur™ 4 dpr ™) sin(nd)]
Inoltre, poiché y? = r2sin?(6) = 72[1 — cos(26)]/2, la (27) implica che
v(1,0) = ag + i [(an + by) cos(nb) + (¢, + dy,) sin(nf)] = 1 1Cos(29)
’ vt 2 2
Pertanto
ap = 1/2
by =—1/2
az+ bz =—1/ (2.10)

an+b,=0, n#0,2
cn+d,=0, Vn>1

Notiamo ora che, per la (2.9)),

18



La condizione (2.8)) implica quindi che

lim {@(r, 0) — rcos(20) + rsin(20) | =

r—oo | Or

lim {Z [na,r™ " cos(nf) + nc,r" " sin(nb)| — rcos(26) +r sin(29)} =0
n=1

r—00

da cui segue che

2(12 =1
2, = —1 (2.11)
ap=c¢, =0, Vn+#0,2

Le (2I0) e (Z11) implicano che
wW=1/2, m=1/2, =1, o=-1/2, d=1)
ap=¢,=b,=d, =0, Vn#0,2

La soluzione generale del problema e pertanto

1 1 2 1 1
v(r,0) = 5 + clogr + 5 <T2 — —) cos(26) — 5 (T2 — —) sin(26)

r2 r2

dove ¢ € una costante arbitraria. |

2.2 Esercizi non risolti

Esercizio 2.3 Risolvere [’equazione

Au(z,y) = e Y , r=+vVr2+1y: <R

u(z,y) =y, r=R

Suggerimento: risolvere l'equazione in coordinate polari, quindi riscrivere il
risultato in coordinate cartesiane.

Esercizio 2.4 Risolvere [’equazione

Au(z,y) =0, 0<r=+224+y><R

2%y
u(z,y) = 75 r=R

. ou(r,8) ¢ _ :
71"1_>n% T = 5 v(r,0) = u(rcosf,rsinb)



2) Sia 0 <r <R, 0 ¢eR ewvg(r,d) la soluzione del problema precedente in

coordinate polari. Calcolare impg_,o vr(r,0) € limpg o 81;%(:70) al variare di

q, fissato indipendentemente da R.

3) Fissato R, calcolare la "carica” contenuta nel cerchio B, di raggio r < R
e centro nell’origine, definita dalla

ou
Q——/aBTdSa—n

dove ds ¢ [’elemento di linea e n indica la normale esterna alla circonferenza
0B, di raggio r, che si considera orientata in senso antiorario.

Esercizio 2.5 Risolvere [’equazione

Au(z,y)=a, r=+2>+y><R

2

)
u(x,y):ﬁ, r=R

2) Sia (zo,y0) un punto fissato del piano, R > +/x3+y2 e ur(zo,y0) la
soluzione del problema precedente in (xo,yo). Calcolare imp_, o ug(xo, o) al
variare di a, fissato indipendentemente da R.

3) Dimostrare che, dato comunque b € R, é possibile scegliere a in funzione
di R, in modo che

lim UR(.T(), yo) =b
R—o0

Esercizio 2.6 Risolvere [’equazione

Au(z,y) =z, r=+a2+y><2

u(z,y)=ay, r=2

Suggerimento: risolvere l'equazione in coordinate polari, quindi riscrivere il
risultato in coordinate cartesiane.

Esercizio 2.7 Risolvere l’equazione

Au(z) =0, = (z;,12) €ER?, 23>0

1— |z , T <1
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e calcolare 5
in
lim —(0
1’25%+ al’2< 73:2)

Esercizio 2.8 Si dimostri che, se u(x,y) ¢ una funzione armonica in R?
della forma

u(z,y) =zyf(r), r=+a2+y?,

allora f(r) & una funzione costante.

Suggerimento: scrivere Au(x,y) in funzione di z, y e le derivate di f(r)
e sfruttare il fatto che Au(x,y) = 0 per ogni scelta di x e y.

Esercizio 2.9 Si dimostri che l’equazione
23 —3xy? =22 =0
non ha soluzioni all’interno del quadrato di vertici (0,0), (0,1), (1,0) e (1,1).

Suggerimento: sfruttare il fatto che la funzione di cui si cercano gli zeri
e armonica, applicando il principio di massimo forte.

Esercizio 2.10 Verificare che la funzione
u(z,y) =32’y —y* +a® —y* —2(x +y)

¢ armonica in R? ed usare questa proprietd per calcolarne il massimo e il
minimo nel triangolo con vertici nei punti (0,0), (0,1) e (1,1).

Esercizio 2.11 Risolvere l’equazione

Au(z,y) =0, r=+22+y>>2
u(:c,y):x2+y, r=2

. ou 1
impr—=——
r—oo  Or 2

Suggerimento: risolvere l’equazione in coordinate polari, quindi riscrivere il
risultato in coordinate cartesiane.

Calcolare la ”carica” contenuta nel cerchio B di raggio 2 e centro nell’origine,

definita dalla
ou
—— | ds=
Q /aB ° an

dove ds ¢é l’elemento di linea e n indica la normale esterna alla circonferenza
OB di raggio 2, che si considera orientata in senso antiorario.
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Esercizio 2.12
1) Risolvere in coordinate polari l’equazione

2
Au(az,y):%, r=+vx>4+y><R

2
ry
u(l‘ay):ﬁa r=R

e scrivere il risultato in coordinate cartesiane.

2) Sia (xo,y0) un punto fissato del piano, R > \/x3+y2 e ug(zo,yo) la
soluzione del problema precedente in (xo, ). Calcolare limp o ur(xo, yo)-

Esercizio 2.13 Si calcolino gli autovalori e le corrispondenti autofunzion:
del Laplaciano nel rettangolo Q = [0, L] x [0, Ls] con condizioni di Dirichlet
nulle al bordo, limitandosi alle autofunzioni che possono scriversi come pro-
dotto di una funzione di x1 per una funzione di xs, se x = (1, xs) indica il
generico elemento di (). Bisogna cioé calcolare i numeri reali \ e le funzioni
u(x), definite in Q, tali che

Au(z) = du(z), , x €int Q
w(0,29) = u(Ly,x9) =0, Vay €0, Ly]
U(l‘l, O) = U(l‘l, LQ) =0 s \V/l’l € [0, Ll]
)

u(z) = uy(21)us(w2)

Esercizio 2.14 Trovare tutte le soluzioni dell’equazione

Au(z,y) =2, r=+a22+y2>1

u(z,y) =y, r=1

Esercizio 2.15 Calcolare il massimo ed il minimo della funzione

ulz,y) =R +2%), 2=zt

nel cerchio di raggio 1.

Esercizio 2.16 Si consideri [’equazione

Au(z,y) = y* r=\r2+y? <2

0
%(:ﬂ,y)zx”ayz r=2
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Trovare il valore di a per cui esiste una soluzione, definita a meno di una
costante, e calcolare la soluzione stessa.

Esercizio 2.17 Clalcolare il massimo ed il minimo della funzione
wz,y) =R +2), z=z+iy

nel cerchio x* +y? < R?.

Esercizio 2.18 Risolvere l’equazione

Au(z) =0, z=(21,72) €ER*, 25>0

_ I- SL’% ) |.T1‘ S 1
U({L‘l,O)—{ 0 ’ |l‘1| >1
e calcolare 5
in
l —(1
125%+ 81’2( ’xQ)

3 Esercizi sull’equazione delle onde
3.1 Esercizi risolti
Esercizio 3.1 Calcolare la soluzione dell’equazione

2 2
aatZ(xt) ggb(:ct)eru(xt) 0, 2€(0,L), t>0

w(0,t) =u(L,t)=0, Vt>0

(27 ou 3 (TT
u(z,0) = sin (T) D 5 —(2,0) = sin (f)

Soluzione - Poiché i dati iniziali sono la restrizione all’intervallo [0, L]
di due funzioni dispari, C* e periodiche di periodo 2L, la soluzione, come
sappiamo, puo scriversi come una serie, derivabile infinite volte termine a
termine, della forma

ch ) sin(knz) | k:n:E (3.1)

n=1

con i coefficienti ¢, (t) soluzioni dell’equazione

Cnt+wie, =0, w,=+k2+m?
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la cui soluzione generale ¢ della forma
cn(t) = ay, cos(wnt) + by, sin(wy,t) (3.2)
con
an = cy(0),  wpby, = ¢,(0) (3.3)
Le condizioni iniziali su u(z,t) implicano che

oo

u(z,0) = ch 0) sin(k,z) = sin(kqx)

n=1

%(%0) = ch 0) sin(k,z) = sin®(k,z)

n=1
D’altra parte,

(eik:l:v _ efiklm)?; 63iklm _ 36ik1x + 3671']?11' _ 673@’]?11’

.3 _ _ _
) =T T @y -
. 1.
=1 sin(kyz) — 1 sin(ksz)
Ne segue subito che
. 3 1
Cn(O) = n,2 9 Cn(O) = Z n71 — Z(gnﬁ (34)

Mettendo insieme le (B.1]), (3.2), (3.3)) e (B.4), vediamo allora che

1
u(z, t) = 3 sin(kyx) sin(wit) + sin(ksx) cos(wat) — — sin(ksx) sin(wst)
4&)1 4&)3

Esercizio 3.2 Sia u.(x,t), € > 0, la soluzione dell’equazione

0%u 82u
ou e*%
=i.(v) =
u(z,0) =0, o —(z,0) (x) N
Calcolare
hn%ue(:c 3)
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Soluzione - Usando la formula di D’Alembert, la soluzione puo scriversi
nella forma

1 x+2t 1 +00
uet) = [ i) =5 [l @500)

—2t 00

avendo indicato con Ij4)(y) la funzione caratteristica dellintervallo [a, b],
cioe la funzione eguale a 1 in [a, b] e 0 altrove.

D’altra parte, poiché d.(y) € una “delta approssimata”, sappiamo che, se
©(y) & una funzione limitata e continua in y = 0, allora

lim o dy ¢(y)o:(y) = ¢(0)

e—0 PN

Dati z e t > 0, la funzione Ij;_9 ;424 (y) € continua in y = 0 se e solo se
r # £2t e, in tal caso, Iz 9 542q(0) = 1, se x — 2t < 0 < x + 2¢, altrimenti
Iip—ot2124(0) = 0. Ne segue che

. [ 1/4 if xe(=2t,2)
lﬁ%ue(x’t)_{o if x> 2t

Se x = +2t, dobbiamo calcolare direttamente il limite. Se, per esempio,
T = 2t,

' 1 . 4t 67% . 1 2t/ o,
ll_I)I(l)ws(Qt,t) = le_{% ; dy\/R :ll_%m/o due ™ =
1 [HE . 1 [T . 1
= lim ——= du €7u S du efu [
e=0 Sﬁ —2t/+/e 8ﬁ /—oo 8
Lo stesso risultato si ottiene per x = —2t. Ne segue che

1/4 if |x| <6
lin%ue(x,?)) =< 1/8 if |z|=6
- 0 if |z|>6

Esercizio 3.3 Risolvere ['equazione
q

+2

U (1, 1) — gy (z,1) = sinz, xeRt>0

e
u(z,0) = uy(x,0) =0

dove ¢ e € sono costanti positive, e calcolarne il limite per € — 0.
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Soluzione - Usando il metodo di Duhamel, la soluzione puo scriversi
nella forma

t
u(z,t) = / dsw(x,t —s,s)
0
dove w(z,t — s, s) & la soluzione del problema

wy (2, — 5,8) — CWep(x,t —5,5) =0, wERt>s

e e
\TTE

Usando la Formula di D’Alembert, si ha allora

x4c(t— s) x+c(t—s)
u(x,t):/ds—/ smy——/ / dysiny
z—c(t—s) vt

22 c(t—=AVe)
d\e” / dy siny
20\/_ / z—c(t—A/€)
e x+ct ) 1
—3 20\/_ / d\e / dy siny = 4—6[005(:5 —ct) — cos(z + ct)]

w(z,0,8) =0, wyx,0,s)= sin x

L sinet
o sin x sin(ct)

Si noti che lim,_,g u(x,t) coincide con la soluzione dell’equazione omoge-

nea con condizioni iniziali u(z,0) = 0, w(z,0) = sinz. i

3.2 Esercizi non risolti

Esercizio 3.4 Scrivere la soluzione dell’equazione

2 2
gtg(x t) = gg(x t), ze€(0,00), t>0
w(0,6)=0, Vt>0

u(z,0) =0, %(:p,O) = (1)

dove ¢(x) € una funzione continua, tale che p(x) # 0, se e solo se x € (0,1).
Determinare il supporto della funzione u(x,t), al variare di t.

Esercizio 3.5 Risolvere ['equazione
q
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ﬁ(l‘,t)_élﬁ(l',t), .I’>O, t>0
u(0,t) =0
z(l—2z) 0<z<1
u(z,0) { 0 z>1
ou

e dire per quali valori di t, u(2,t) # 0.

Esercizio 3.6 Si consideri I’equazione

0%u 9%u

ﬁ(x,t) — @(x,t) = cos(wt) cos®*(mz /L), x€ (0,L),teR
ou ou

0_x<0’t) = %(L,t) =0, VteR

u(z,0) = g—?(x,()) =0

St scriva la soluzione e si dimostri che esiste w, tale che, se w > 0 e
w # w, la soluzione ¢ limitata per ognit € R.

Esercizio 3.7 Calcolare la soluzione dell’equazione

2 2
%(az,t) :2%(@«,@, re(0,00), t>0

u(0,t) =0, Vt>0

u(z,0) =z, —(x,0)=

Esercizio 3.8 Risolvere ['equazione
q
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2 82
%(m) :48—;;(90,15), £>0, t>0

u(0,t) =0

x
(e, 0) =
ou

e calcolare esplicitamente il valore della soluzione nel punto x = 2 al tempo
t=1/2 e al tempo t = 3/2.

Esercizio 3.9 Risolvere [’equazione

2 2
%(x,t)Jng—?(x,t)—%(x,t):O, re(0m), t>0

u(0,t) =u(m,t) =0, t>0

u(z,0) =sinz %(az,()) =sin(3z), x€[0,7]

Esercizio 3.10 Risolvere l’equazione

o2 o2
8—g(x,t)—a—£(x,t):o, 2>0, t>0

u(0,t)=0, t>0

0 >
u(z,0) =sinz , —u(x,()):xe_x, x>0

ot

Esercizio 3.11 Risolvere l’equazione

2 2
%(w,t)—%(w,t)zo, 2>0, t>0

w0,t)=0, t>0

T 0<zx<1 ou
w(z,0)=< 2—z 1<z<2 | E(w,O):xe’”‘“Q, x>0
0 T > 2
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Esercizio 3.12 Risolvere l’equazione

0?u ou 0?u
w(%t) + 25(%75) -

u(—=1,t) =u(+1,t) =0, t>0

u(z,0) = sin(mzx) + 2 cos (%) , %(x, 0)=0 (3.5)

Esercizio 3.13 Si consideri la sequente equazione (modello di una corda di
lunghezza L, vibrante trasversalmente in un piano verticale, con gli estrems
fissi, soggetta ad attrito lineare ed al campo gravitazionale):

9%u 0%u

pw('rat):T— .’L‘,t)—pg, .TE(O,L), t>0

ou
(2.0) 22

u(0,t) =u(L,t)=0, Vt>0

ou
u(z,0) = f(z), 5(3:,0) = h(z)
dove p é la densita lineare della corda, T la tensione, A il coefficiente di
attrito e g laccelerazione di gravita. Infine f(x) e h(x) sono le restrizioni
all’intervallo [0, L] di funzioni dispari definite su tutto ’asse reale, regolari e

periodiche di pertodo 2L.
St scriva la soluzione generale dell’equazione e si dimostri che esiste una

funzione u(x), tale che, per ogni scelta dei dati iniziali,

tl}inoo u(z,t) = u(z)

Esercizio 3.14 Risolvere l’equazione

d%u d%u
ﬁ(l’,t):@(l',t), .I’>O, t>0
u(0,t) =0
T
u(z,0) = T2
ou

e calcolare imy_, o u(x,t), per ogni x > 0 fissato.
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Esercizio 3.15 Si consideri l’equazione

T . L
w(r,t)zQAu(r,t), reR’, ¢t>0

U(Fao):f(ma E(F,O):O

dove f(r) indica una funzione regolare con supporto nella sfera di raggio 1
con centro nell’origine, strettamente positiva nei punti interni di tale sfera.
Si dica per quali valori di t la funzione u(7,t) e diversa da 0 nel punto ¥ =
(2,1,1).

Esercizio 3.16 Scrivere la soluzione dell’equazione
0?u 0?u
w(m,t)zllw(x,t), .’,UE(0,00), t>0
uw(0,)=0, Vt>0

ou
0) = —(2,0) =0
u(r,0) = o), S (,0)
dove p(x) é una funzione regolare, tale che p(x) # 0, se e solo se x € (0,1).
Determinare il supporto della funzione u(x,t), al variare di t.

Esercizio 3.17 Clalcolare la soluzione dell’equazione

5 2
%(:c,t) B %Qc,t) +3u(r,t) =cosx, we(-m/2,7/2), teR

u(—m/2,t) =u(r/2,t) =0, VteR

u(z,0) = sin(2x) , %(m,O) =0

Esercizio 3.18 Scrivere la soluzione dell’equazione

O*u o*u
w(w,t):@(x,t), ZL’E(0,00), t>0

u(0,t)=0, Vt>0

u(x,0) =0, %(LO) = ¢(z)

30



dove p(x) € una funzione continua, tale che p(x) > 0 and p(x) # 0, se e
solo se x € (1,2).

Determinare il supporto della funzione u(x,t), al variare di t.

Esercizio 3.19 Calcolare la soluzione dell’equazione

> %
FE@ ) =250 1), we(00), >0

u(0,t)=0, Vt>0

T ou T
U(SU,O) = m s E(.T,O) =

Calcolare quindi, dati xo > 0 e tg > 0,

lim u(xo,t), lim wu(x,t)
t—+o0 T—-+00

Esercizio 3.20 Calcolare la soluzione dell’equazione
0u 0?u

5 (x,t) — 97 (w,t) — du(x,t) = e 'sine, x€(0,7), teR

u(0,t) =u(m,t) =0, VteR

u(z,0) = sin(2x) , %(az,@) = sin® x

Esercizio 3.21 Risolvere [’equazione

0*u 0%u
py(l’,t)—T@(ﬂf,t)——g, .TE(O,’TF), t>0

uw(0,t) =u(m,t) =0, Vt>0

u(z,0) = u(x) , %(w, 0) =sin®x

dove u(x) é la soluzione stazionaria dell’equazione.

31



Esercizio 3.22 Risolvere l’equazione

9 2
%(x,t)+3%(x,t)_%(@t)ZSiH(%)a ze(m), t>0

u(0,t) =u(m,t) =0, t>0

u(z,0) =sin’®z , g—?(az,()) =0, ze€l0,n]

e calcolare limy_, o, u(x,t).

Esercizio 3.23 Risolvere l’equazione

0%u J%u

ﬁ(l’,t):Zl@(x,t), .’,U>O, t>0

ot 0 x>1
(3.6)
e dire per quali valori di x, u(z,1) # 0.
Esercizio 3.24 Calcolare la soluzione dell’equazione
0%u 0%u
ﬁ(x,t) — @(x,t) —u(z,t) =tcosx, x€(—7n/2,7/2), teR

u(—m/2,t) = u(r/2,t) =0, VteR

Ou

u(z,0) = sin(2z) , T

(x,0) = —2cosx

Esercizio 3.25 Risolvere [’equazione
Uy — Mgy = cos(2t)sin®z, O<ax <7, t>0
u(0,t) = u(m,t) =0

u(z,0) =sinx cos’x, wu(z,0) =0
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4 Esercizi sulla trasformata di Fourier

4.1 Esercizi risolti
Esercizio 4.1 Calcolare la trasformata di Fourier della funzione
fl@y=aze Nl X>0 (4.1)

ed usare il risultato per dimostrare che

2\ [te° , k
—Alz| ikx
xe_E[wMeaiﬁﬁ (4.2)

Soluzione - La trasformata di Fourier f(k) di f(z) & data dalla funzione

" +o dx .
k) = ——e el = P(K) — F(—k 4.3
f(k) > (k) — F(=F) (4.3)
con
o do 1 T dr  d ,
F(k) = efzk:vxef)\m - : T _ef()\Jrzk)m
( ) 0 \/271' )\+2k 0 \/27‘( dl‘
Poiché z e~ %)% & nulla in 2 = 0 e tende a 0 per  — +00, integrando per

parti, otteniamo

“+oo
F(k) = b ﬁe*(/\ﬂ'k)r — L
A+ik J,  2m V2r (A +ik)?

Dalla (4.3]) segue allora che

p 1 1 —4iNk
Verf(k) = — =
TR = e T Bk 02t k)
D’altra parte, f(z) € Co(R)(L'(R); pertanto possiamo scrivere f(z)
come 'anti-trasformata di f(k) e otteniamo

oo dk

2 too dk k
o V2T B

i o V2r (N2 FR2)?

ze Mol =

b
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4.2 Esercizi non risolti

Esercizio 4.2 Si calcoli la trasformata di Fourier f(k:) della funzione

flz) = Vae ™ cosz, a>0

ed il limite di f(k) per a — 07, al variare di k.

Esercizio 4.3 Si calcoli la trasformata di Fourier della funzione

[V

x

f(x) =e 7 coshx

S7 ricorda che

+oo +o0o
/ dre” o) = / dze™ =/, VYaeC

Esercizio 4.4 Si calcoli la trasformata di Fourier f(k:) della funzione
f(x) = Vae ® sin(2z), a >0
ed il limite di f(k) per a — 07
Esercizio 4.5 Calcolare la trasformata di Fourier della funzione
f@)y=ze™, A>0
e dimostrare che

lim 2\ FR) = 1
g, 22 a7 )

Esercizio 4.6 Calcolare la trasformata di Fourier f(k) della funzione

x? z2

f(x)zmefﬁ, e>0

€ lim€_>0+ f(/{?) .

Esercizio 4.7 Si calcoli la trasformata di Fourier f(k:) della funzione

flx) = \/§e_xf cosx, A>0

ed il limite di f(k) per A — +oo.
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Esercizio 4.8 Sia f(k:) la trasformata di Fourier della funzione

f(:c):{”_2 o> 1

0 Jz| <1

Si dimostri che f(k) non appartiene a L'(R).
Suggerimento: fare vedere, tramite delle integrazioni per parti, che, per

|k| — oo,
A 2 sink 1
f(k):_\/; k +O<P)
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