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1 Moti unidimensionali

1.1 Moti unidimensionali conservativi

Il sistema meccanico piu semplice e quello costituito da un punto materiale
che si muove su di una retta (di ascissa z), sotto ’azione di una forza f(z)
indipendente dal tempo t, di classe C*° per x € R. Il suo moto e descritto
dall’equazione differenziale:
mi = f(x) (1.1)
Le soluzioni di questa equazione soddisfano un’importante condizione,
detta la conservazione dell’energia. Sia V(z) una funzione (individuata a
meno di una costante) tale che V'(z) = — f(z); questa funzione viene chia-
mata energia potenziale. Data una funzione x(t) regolare, si definisce energia
del moto corrispondente la funzione del tempo:

1
E(t) = 5m:‘c(t)2 + V(z(t)) (1.2)
E facile verificare che, se z(t) ¢ una soluzione della (II), E(t) & costante;
infatti: _
E =mii+V'(x)z =i(mi — f(x)) =0
La costanza di E(t) (il cui valore indicheremo pure con F nel seguito),
permette di ricavare una notevole stima a priori nel caso in cui ’energia
potenziale sia inferiormente limitata.

Proposizione 1.1 Se V(x) > M, allora:

2
()] < |2(0)] + [t/ —(E = M)
e pertanto tutte le soluzioni sono definite per ogni t € R.

Dim. - Dalla (L2]) segue subito che, se z(t) & una soluzione della (ITI),
allora, per tutti i valori di ¢ del suo intervallo di definizione:

0 =\ 218 -V < 215 - M)

m

da cui segue facilmente I'asserto, usando la z(t) = z(0) + [ dsi(s). |

Per proseguire nello studio qualitativo dell’equazione (I1l) & conveniente
riscrivere la (L)) come un sistema del primo ordine, assumendo v(t) = @(t)
come incognita, insieme a z(t). Si ha:

r = v

0= L@

1

(1.3)



Il sistema ([3]) & un sistema autonomo; pertanto per ogni punto (zg, vg)
del piano (z,v), detto spazio delle fasi, passa una ed una sola traiettoria
(di cui la soluzione della (I3]) con condizioni iniziali (xg,vy) € una rappre-
sentazione parametrica particolare). Il moto del punto materiale puo essere
utilmente rappresentato nello spazio delle fasi da un punto che si muove
lungo la traiettoria, assumendo al tempo t la posizione (z(t),v(t)); questo
movimento deve avvenire in senso orario, in quanto & = v (vedi la successiva
Fig. B)). T punti dello spazio delle fasi saranno talora chiamati stati della
particella.

Fra tutte le traiettorie possibili, un ruolo particolare hanno quelle costi-
tuite da un solo punto, dette stati di equilibrio; le soluzioni corrispondenti
sono in tal caso soluzioni costanti. Gli stati di equilibrio possono essere si-
tuati esclusivamente sull’asse z; infatti, se x(t) ¢ costante, v(t) = &(t) = 0.
Inoltre, se (z,0) ¢ uno stato di equilibrio, V'(z) =0

La conservazione dell’energia implica che ogni traiettoria e interamente
contenuta nel sottoinsieme dello spazio delle fasi:

Dg = {(z,v) : ;va +V(x)=FE}

essendo F 'energia del moto corrispondente. Di qui segue subito in partico-
lare che, se I'insieme Dg € un insieme limitato, tutte le soluzioni di energia
E sono limitate e quindi globali (cioé sono definite per ogni t € R). In realta
questa stessa conclusione puo raggiungerai anche se il punto iniziale (g, vg)
appartiene ad una componente connessa limitata di Dg; infatti la traiettoria
deve necessariamente appartenere tutta a tale componente, per continuita.

Un’altra rappresentazione conveniente del moto si puo ottenere associan-
do allo stato della particella un punto del piano, in modo che ascissa e ordi-
nata rappresentino, rispettivamente, la posizione e I’energia della particella.
Si noti pero che non tutti i punti del piano (z, E') sono utilizzabili per questa
rappresentazione, in quanto, per ogni z, deve essere £ > V(x); pertanto
solo i punti al di sopra del grafico di V' (z) corrispondono a stati permessi.
Risulta inoltre definita una trasformazione che associa ad ogni punto dello
spazio delle fasi un punto del piano (z, E), in modo che E = %va + V(x);
questa trasformazione non e invertibile, in quanto ci sono due punti dello
spazio delle fasi, simmetrici rispetto all’asse x, corrispondenti ad uno stesso
punto del piano (z, E).

Esaminiamo ora le diverse caratteristiche che puo assumere una traietto-
ria, considerando un esempio particolare, quello del potenziale

V(z) = 2%

il cui grafico & rappresentato in Fig. [0 come il sottoinsieme dei punti del
piano (z, ), tali che £ = V(z) (cioe i punti corrispondenti all’asse = dello
spazio delle fasi).



Figura 1: Esempi di traiettorie nel piano (x, E).

Si noti che ad ogni insieme Dpg, dello spazio delle fasi corrisponde, nel
piano (z, E), l'intersezione della retta EF = Fy con la regione {(z, F) : E >
V(z)}. In Fig. 2 sono disegnati gli insiemi Dg corrispondenti a tre valori
E1, Es, E5 dell’energia ed in Fig. [[lsono disegnate le immagini corrispondenti.

TN
P
T

Figura 2: Esempi di traiettorie nello spazio delle fasi.

I punti (0,0) e (2,0) sono gli unici stati di equilibrio; le traiettorie per
questi due punti coincidono pertanto con i punti stessi. Tutte le altre tra-
iettorie sono invece delle curve regolari nello spazio delle fasi, che devono
essere contenute completamente in un sottoinsieme Dg, come abbiamo gia
osservato. Si possono presentare solo tre casi con caratteristiche qualitati-
vamente differenti, caratterizzati dal fatto che I'energia del moto sia minore,
uguale o maggiore al valore del potenziale nel suo punto di massimo relativo,
B, = V(2) = 4e~2.

Cominciamo con il considerare il caso E < Fs; ¢ questa la situazione per
Ienergia Fy di Fig. 2 In tal caso si presentano due situazioni differenti, a
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seconda che la traiettoria sia contenuta nella componente limitata di Dg, o in
quella illimitata , che indicheremo rispettivamente con D}sl e D%I. Facciamo
vedere che ambedue questi insiemi contengono una sola traiettoria.

Se la traiettoria e contenuta in D}El, che e un insieme limitato, l'intervallo
di definizione del moto corrispondente coincide con R, come abbiamo gia
visto. E inoltre facile vedere che la traiettoria coincide necessariamente con
D};y Infatti, se cosi non fosse, esisterebbe un punto (z, v) appartenete a D}zl
ma non alla traiettoria, tale che lim; . (x(t),v(t)) = (z,v). Cio ¢ tuttavia
impossibile, in quanto la traiettoria corrispondente alla soluzione con dati
iniziali (Z,7), non potendo coincidere con (Z, ) (su D, non ci sono stati di
equilibrio), deve contenere (Z,v) al suo interno e deve pertanto intersecare
la traiettoria precedente.

Il ragionamento precedente implica anche che la curva chiusa D}Sl e per-
corsa completamente in un tempo finito; la soluzione della (L3) & pertanto
una soluzione periodica.

Passiamo a considerare il caso F/ = E5. Ora l'insieme Dp, contiene uno
stato di equilibrio ed e facile rendersi conto, con argomenti simili a quelli
usati precedentemente, che tale insieme contiene, oltre lo stato di equilibrio,
tre altre traiettorie (vedi Fig. [2). La prima di queste traiettorie descrive
un moto limitato, che si svolge nellintervallo (z_,2), essendo z_ il valore
negativo di x tale che V(z) = Ej; la traiettoria tende al punto (2,0) sia per
t — 400 che per t — —oo. Le altre due traiettorie descrivono due moti
illimitati che si svolgono nell'intervallo (2, +00); quella situata nel semipiano
v > 0 tende al punto (2,0) per ¢ — —oo, mentre 'altra tende verso lo stesso
punto per ¢ — 400.

Anche il caso FF = Fj3 si analizza con lo stesso tipo di argomenti e si
arriva alla conclusione che Dp, contiene una sola traiettoria, corrispondente
ad un moto x(t) che tende a +oo per t — +o0, la cui velocita cambia segno
nell’unico punto z tale che V(z) = Ej.

La traiettoria limitata di energia Fy ¢ un esempio di separatrice, cioe di
una traiettoria che separa una regione dello spazio delle fasi in cui i moti
sono periodici da un’altra in cui cio non e vero.

La conservazione dell’energia permette di ottenere in modo molto sempli-
ce anche informazioni quantitative sulle soluzioni della (ILT]). Basta osservare
che la (L2)) puo risolversi rispetto a z(¢):

2
(t) = £/ —[E — V(z)] (1.4)
m
dove va scelto il segno + nei tratti di traiettoria contenuti nel semipiano v >
0, il segno — altrimenti. Pertanto, in ogni intervallo di tempo corrispondente
a tratti di traiettoria con segno costante di v(t) si puo integrare la (I4]) per

separazione delle variabili.



Consideriamo, per esempio, la traiettoria periodica di energia F;, indi-
chiamo con z_ e z le sue intersezioni con ’asse x e supponiamo che 1’origine
dei tempi (la si puo fissare arbitrariamente, perche il sistema (3] ¢ auto-
nomo) sia scelta cosi che z(0) = x_. Allora, detto T il tempo necessario
a percorrere il tratto di traiettoria situato nel semipiano superiore, si ha, se

t<T,:

=1t
V2B = V()]

Poiché I'integrale a primo membro della ([L3]) ¢ una funzione crescente del suo
estremo superiore, la ([LH) e certamente solubile rispetto a x(t), che quindi &
definita implicitamente in tutto I'intervallo [0, 7 ]. In modo analogo si ottie-
ne la soluzione corrispondente al tratto di traiettoria situato nel semipiano
inferiore, definita per ¢ € [T, T, dove T ¢ il periodo del moto; si ha:

/I+ do — T, (1.6)
o) \JZ[E - V(2)]

La (IH) e la (@) implicano immediatamente che i tempi di percorrenza
dei due tratti di traiettoria sono eguali e che il periodo del moto e dato
dall’espressione:

(1.7)

ot dx
T =2
Aviw—vwn

1.2 Isocronismo delle piccole oscillazioni e stime del
periodo

Se V(z) = Lka® + ba + ¢, con k > 0, la (7)) permette di calcolare esplicita-
mente 1" ed il risultato dipende solo da k:

T— QWﬁ (1.8)

Ritroviamo cosi il risultato ben noto che tutti i moti unidimensionali che si
svolgono sotto la sola azione di una forza di richiamo elastica sono periodici,
di un periodo che non dipende dall’ampiezza delle oscillazioni.

Questa osservazione suggerisce delle stime molto semplici, anche se in
generale molto grossolane, di 7.

Supponiamo di aver trovato due polinomi di secondo grado V;(z) e Va(x)
tali che (vedi Fig. B):

Vi(z) < V(z) <V(x) a2 <z<uy (1.9)
Vi(ze) = V(ze) =Vo(oe) =F



Figura 3: Rappresentazione grafica delle relazioni (L.9]).

Allora:
o | =T < T < Ty =21, | 2 (1.10)
kl k2

ki=V' =12 (1.11)

Questa semplice osservazione ha alcune interessanti conseguenze. Supponia-
mo che:
0<hky <V"(x) <k r_.<x<mz, (1.12)

Vogliamo provare che esistono due polinomi di secondo grado Vi(x) e Va(z)
che soddisfano le (IL9), tali che
Vi=ke V/=hk (1.13)

Cio segue dalla seguente proposizione e dall’osservazione che, dati due pun-
ti del piano e k > 0, esiste certamente una parabola passante per essi di
prefissata curvatura k.

Proposizione 1.2 Se le funzioni V(z), Vi(z) e Va(x) soddisfano le condi-
210N

(1) Vi(rs) = V(rs) = Va(z)
(@) V3'() <V7(x) <V'(x)  a-

IA
8

IA
8

+

allora

Vi(z) < V() < Va(x)
Dim. - Dimostriamo che V3(z) > V(x). Poniamo pertanto ¢(x) = Va(x) —
V(z) ed osserviamo che, per la (i)

p(-) = p(zs) =0
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Inoltre, per la (i7), ¢”(x) < 0, il che implica che ¢'(z) ¢ non crescente.
Supponiamo ora che esista  tale che ¢(Z) < 0 e z_ < T < x,. Per il
teorema di Lagrange esisterebbero allora due punti x; e x5 tali che:

o< <x <1 <1y

p(z) — plz)

X — T_

90/<~T1) _ <0 ; QO/(ZEQ) _ gO(IL’_i_) - 970(1') >0
Xy — &
in contraddizione con il fatto che ¢'(x) & non crescente. Pertanto p(z) >
0,Vz € [z_,z4].
Analogamente si mostra che V;(z) < V(x) i

Da questa proposizione segue un importante corollario.

Proposizione 1.3 Se V(x) ha un minimo nel punto = e V"(z) = k > 0,
allora, se E — V() é abbastanza piccolo e x(0) é abbastanza vicino a T, il
moto & periodico ed inoltre, detto T(E) il suo periodo:

: m
Ell)gl(i) T(E) =2m,/ =

Dim. - Le ipotesi fatte garantiscono che esiste un intorno I di z, in cui
V(x) e strettamente decrescente a sinistra di Z e strettamente crescente a
destra; si pud quindi applicare I'analisi della sezione [Tl e concludere che
esiste un intorno dello stato di equilibrio (Z,0) nello spazio delle fasi, in cui
le traiettorie sono curve chiuse corrispondenti a moti periodici di energia
E > Ey = V(z). E inoltre facile provare con argomenti di continuita che,
dato comunque ¢ > 0, questi moti si svolgono all’interno dell’intervallo I5 =
[z — §,Z + 6], se E — Ey & abbastanza piccolo. In questo intervallo, vale la
stima:

min V" (z) = kos < V"(2) < k15 = max V" (z)

con ki € kos che tendono a k per 6 — 0. La Prop. e la (LI0) implicano
allora che limg_ g, T(F) = 271'\/%. |

Questa proposizione dice in sostanza che i moti periodici che si svolgono
nelle vicinanze dello stato di equilibrio (le piccole oscillazioni della particella)
hanno, a meno di un piccolo errore, lo stesso periodo, che ¢ esattamente quello
dei moti che si svolgerebbero sotto I'effetto di una forza elastica di costante di
richiamo k. E questo il fenomeno detto isocronismo delle piccole oscillazioni.

Passiamo ora a presentare alcuni esempi di applicazione delle considera-
zioni precedenti alla stima effettiva del periodo di particolari moti periodici.



Esempio 1.1 Si stimi inferiormente e superiormente il periodo del moto che
soddisfa ’equazione

Soluzione - Si noti che:

V(z) = /Om du

u

=z —In|l+ x|

1+u

1/8 /

Figura 4: Traiettoria del moto nel piano (z, E).

Si puo quindi applicare il metodo appena discusso. Poiché V”(x) € monotona

1 1

I VAl < - <<
(1+z,)% — (x)_(l—i-x_)2 Tm =T =%

Tuttavia, poiché x, e x_ non sono calcolabili esplicitamente, per avere delle
stime concrete bisogna trovare una stima inferiore per x_ ed una stima su-
periore per z,. Cio puo farsi banalmente per tentativi (& inutile cercare di
ottenere stime molto precise di x_ e x,, dato ’errore notevole introdotto dal
metodo usato per la stima di T'). Si puo verificare, ad esempio, che

1
V(0.59) = 5 > 0.001 >0

1
V(~0.43) — £ > 0.007 > 0



Pertanto 1 1
039 < ——— < V”(x) < — < 3.08

(14 0.59)2 — ~ (1-0.43)?
2 2
358 < —— < T < —— < 10.1
3.08 0.39
Si puo quindi affermare che
T =6.84+3.26

il che implica una precisione solo del 50% nella stima di 7.

Se i valori di x_ e x, sono calcolabili esplicitamente, si puo procedere
talora direttamente al calcolo di Vj(z) e Va(x), come mostra I'esempio se-
guente.

Esempio 1.2 Si stimi inferiormente e superiormente il periodo del moto che
soddisfa ’equazione

1
¥ = —2x — 423, 2(0) = —, #(0) =0
0= l0)
Soluzione - Si noti che
2 4 3
V(z) =242 E:Z

V(ieg) =E =24 =+—

E

3/4

,
\

_1/\/§ 1/\/§ T

Figura 5: Traiettoria del moto nel piano (z, ).



Vi(z) e Va(x) sono ovviamente due funzioni pari. Poniamo
1, 4
Vi(z) = §klm + ¢, 1=1,2
e osserviamo che deve essere verificata la diseguaglianza:

1
§k1$2 +eo <224 .7:4, 22 <

DO | —

Inoltre:
1 3 1 3 33—k
ﬁ)zzézkl—i—cl:iicl: 1
k1 deve pertanto essere scelto come il piu piccolo numero reale che soddisfa
la diseguaglianza:

Vi(

k ky — 1
p(t)Et2+t(1—§1)—|— 1=3 5 vt e [0, ]

Ponendo ¢t = 0, si vede che deve essere k; > 3. D’altra parte p(t) > 0 se
t e[t ty],dove

ke 1 kq
ty=— ——4+|——1
e=p —gElg -1
Pertanto ! 31
k1§4:>[t_,t+]:[17,§]
1 k-3
k 4 t_. 1| =|=
1> :>[ 7+] [27 9 ]

Perche 0, %] sia contenuto nella regione in cui p(t) > 0, deve allora essere
ki > 4; si sceglie ovviamente k; = 4.

Ragionando in modo simile, si trova che la scelta ottimale per Vi(x) ¢
quella per cui ks = 3. Pertanto:

Un altro metodo di carattere abbastanza generale per trovare due poli-
nomi di secondo grado che verificano le (IL9)), senza conoscere z_ e x,, &
utilizzato nell’esempio seguente.

Esempio 1.3 i stimi inferiormente e superiormente il periodo del moto che
soddisfa ’equazione

¥ =ux(x—1), z(0) =0, i(0) = =



Soluzione - Si noti che

22 23 1
Vie)=——— E=-
1 2?2 28 1
E—V(l’):g—?_}‘g:*(ZE—I'_)(JJ_F—Z‘)(J}?,—I)

Figura 6: Traiettoria del moto nel piano (z, E).

Il calcolo di x_,x,x3 sarebbe possibile ma laborioso. Lo si puo evitare
(perdendo ben poco in precisione, dato che la stima di 7" & in ogni caso
grossolana), osservando che

T3 — T—

3

T3 — Ty
3

da cui segue:

(0 -2 )(as —2) S E—V(z) <

(z =2 )(zy —7)

@ d
n=v2 [ —= <T
o \/T_(

r—z_)(ry —x)

T S \/i/:mr — dx — T2
T_ \/T(

r—x_)(ry —x)

Per l'osservazione fatta all’inizio del paragrafo, i valori di T} e T, di-
pendono solo dal coefficiente di z?; infatti gli integrandi sono della forma
[E; — Vi(2)]7Y2, con E; — Vi(x+) = 0. Pertanto

2 2
M gl
\/g($3—$—) 5(@3 —ay)
Per tentativi si puo verificare che:

r_ > —0.45; x4 < 0.68; 1.26 < 23 < 1.27 =
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= x3 — vy > 0.58; T3 —r_ < 1.72

Ne segue che
1.86m <T < 3.227

T = (2.54 + 0.68)

Nell’esempio 3 si puo ottenere una maggiore precisione della stima, pro-
cedendo nel modo seguente. Poiché la buca di potenziale non e simmetrica
rispetto al punto di minimo, ¢ conveniente dividere in due parti l'integra-
le che definisce T' e stimare separatamente i due integrali, riducendosi in
modo ovvio al caso del periodo di un moto in una buca simmetrica. Piu
esplicitamente, si scrive:

T:ﬁ/xﬁv+f/ [44?

T_:\/ﬁ/: V(z) sex<0

dx v B
JVE —V_(z) _(m)_{V(—@ sex >0

T+—\/_/ V(-x) sex <0

& Vi) = {
v JE—Vi(z) V. (z) * V() sex>0

Osserviamo che V”(z) = 1 — 2z, per cui V”(z) < 0 per x > 1/2. Cio
significa che il metodo utilizzato nell’esempio 1 non puo applicarsi per stimare
direttamente T, in quanto x; > 1/2. Tuttavia il metodo & applicabile a T_
in quanto

1
T_+5Te (L14)

1
2

1<V () <1—2zx_

Ne segue che
27

V1—2x_

Per quel che riguarda 7', , si puo procedere nel modo seguente. Cerchiamo

un polinomio di secondo grado della forma Vi(x) = koz?/2 + ¢y, tale che

Vo(zy) = V(zy) e Va(z) > V(z),Va € [0,24]. Per far cio, poniamo ¢(x) =

Vo(z) — V(x) ed osserviamo che, se ¢'(z) < 0 per z € [0,z4], allora p(z)

¢ una funzione non crescente fra 0 e x,. Poiché ¢(x) = 0, deve essere

o(x) > 0 per x € [0,24]. Per risolvere il problema della determinazione di
Vo(z) e allora sufficiente imporre che

<T_ <27

Va(x) = kow < V'(2) = 2 — 27, 0<z<uz,=

=k<l—-z 0<zlz,=>kh<1l-2,

12



In modo analogo, per trovare un polinomio della forma V;(z) = kjz?/2 +
c1, tale che Vi(z4) = V(xy) e Vi(z) < V(x), é sufficiente imporre che

V/(z) = kix > V'(2) = 2 — 27, 0<z<z, =

=k>1—2 0<z<lzx,=>k2>1

Pertanto
21

\/1—x+

Questo stesso procedimento puo applicarsi alla stima di 7", ottenendo il
seguente risultato, migliore del precedente:

2 < T, < (1.15)

2T
vi—x_
Mettendo insieme (LI4)), (LI5) e (LI6), si ottiene:

1 1
1821 <m(l4+ ———==) < T <m(1+

1—a_ V1—xy

<T <2 (1.16)

) <2.77m

1.3 Moti unidimensionali in presenza di una forza con-
servativa ed un attrito lineare

Si consideri una particella puntiforme di massa m soggetta alla forza conser-
vativa f(x) = —V'(z) ed alla forza di attrito lineare —A&, A > 0. L’equazione
del moto e:

mi+ A&+ V'(x) =0 (1.17)

cui corrisponde il sistema del primo ordine:

T = v
o= —1V'(2) - 2o (1.18)

La prima osservazione da fare e che I’energia non e piu conservata; infatti
E = muvi + V'(z)v = —\v? (1.19)

Questa equazione da tuttavia una importante informazione qualitativa: il
moto deve svolgersi in modo che E(t) sia una funzione non crescente del
tempo.

Un’altra osservazione importante e che gli stati di equilibrio sono gli stessi
del caso A = 0.

Vediamo come utilizzare queste informazioni, cominciando da un caso
particolarmente semplice, quello in cui V' (z) & un potenziale del tipo di quello
rappresentato in Fig. [7 (per esempio V(z) = kz?/2), quando cioe V(x)
presenta un solo minimo, diciamo in z = 0, diverge per + — oo ed ha
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Figura 7: Esempio di traiettoria in presenza di attrito.

derivata sempre diversa da zero, eccetto che in x = 0; supporremo anche che
V(0) = 0.
Vogliamo mostrare che per ogni soluzione della (LIT) risulta
fim x(t) =0
quali che siano A > 0 ¢ m > 0 e che la traiettoria nel piano (x, E) ha
I’andamento qualitativo indicato in Fig. [1, con un numero di oscillazioni che
puo essere infinito o finito, a secondo del valore di .

Supponiamo che il punto iniziale della traiettoria (nel piano (z, F)) sia
(2o, v0), con zg < 0 e vg > 0. Allora il punto (z(t), E(t) si spostera ini-
zialmente verso destra; facciamo vedere che si possono presentare due soli
comportamenti:

1) z(t) e E(t) tendono ambedue a 0 per ¢ — oo in modo monotono;

2) esiste un tempo finito t;, tale che (z(t), E(t)) tende, per t — t;, ad un
punto (z1, £y) della curva E' = V(x), tale che x; # 0 e E; < E(0).

Cominciamo con l'osservare che, se la traiettoria non incontra mai la cur-
va E = V(x), ©(t) &€ sempre positivo e pertanto x(¢) ¢ una funzione monotona
crescente; esiste pertanto il limite Z = lim;_,, 2(¢). Anche E(t) & una funzio-
ne monotona ( decrescente) pertanto esiste anche il limite £ = lim;_,, E(t).

Poiché i(t \/2 (x(t)]/m, esiste anche v = limy_,o, &(t). Si puo
anche affermare che v = 0 infatti, se una funzione converge per ¢t — oo in-
sieme alla sua derivata, il limite della derivata e necessariamente nullo, come
e facile dimostrare.

Facciamo ora vedere che deve necessariamente essere £ = 0. Infatti la
(LI7) implica che esiste anche il limite a = lim;_, &(t) e che a = =V'(z)/m.
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Ma a = 0, visto che convergono sia #(t) che Z(t), e cid & possibile solo se
x = 0. L’alternativa esposta precedentemente e pertanto dimostrata.

Supponiamo ora che la traiettoria raggiunga la curva E' = V/(x); possiamo
allora ripetere il ragionamento precedente, prendendo (x(¢;), 1) come punto
iniziale, e concludere che o (z(t), E(t)) — (0,0) per ¢ — oo oppure esiste un
tempo finito to, tale che (x(t), E(t) tende, per t — t5, ad un punto (xs, Es)
del ramo a sinistra dello 0 della curva E = V(z), tale che zo # 0 e Ey < Fj.

Questo ragionamento puo essere iterato e si arriva alla conclusione che
deve verificarsi una delle due seguenti situazioni:

1) z(t) e E(t) tendono ambedue a 0 per t — oo, dopo un numero finito di
oscillazioni di x(t) intorno all’origine;

2) E(t) converge decrescendo a E,, > 0, mentre z(t) compie un numero
infinito di oscillazioni.

Ci rimane da far vedere che anche nel secondo caso z(t) tende a 0. In-
fatti, se cosi non fosse, E,, sarebbe maggiore di 0, mentre x(t) oscillerebbe
asintoticamente fra gli estremi dellintervallo [x_,z.], con V(xy) = E; ci0
e tuttavia impossibile per la ragione seguente.

L’intervallo [x_, 2, | contiene certamente un intervallo [a, b], tale che E,, —
V(z) > v >0, Vx € [a,b]. Pertanto, mentre attraversa l'intervallo [a, b], la

particella ha certamente una velocita maggiore in modulo di v = /2v/m.

D’altra parte, V¢t > 0, ¢ certamente |&(t)| = \/Q[E(t) —Vi(z(t)]/m <

\/2E(0)/m = «; quindi la particella impiega ogni volta un tempo maggiore
o eguale a 7 = (b — a)/« per percorrere U'intervallo [a,b]. Ne segue, per la
(LI9), che, se t; e ty sono gli estremi di un intervallo di tempo in cui la
particella attraversa [a, b, si ha:

t2
|E(ty) — E(t)] =X | @(t)*dt > A\ro* > 0
t1

cioé in ogni attraversamento di [a,b] I'energia diminuisce di una quantita
finita e abbiamo supposto che ci sono infiniti attraversamenti. Cio e tuttavia
impossibile, in quanto E(0) — E,, € una quantita finita.

Passiamo ora a considerare un caso un po piu complicato, quale quello
del potenziale V (x) = z%e™*, rappresentato in Fig. Bl

La caratteristica rilevante di questo potenziale, da un punto di vista qua-
litativo, & che presenta due punti stazionari, uno di minimo x,, ed uno di
massimo x,;, corrispondenti a due punti di equilibrio, e che V' (z) diverge per
r — —o00, mentre tende a 0, per ¢ — oco. In una situazione del genere si suol
dire che nell’intorno del punto di minimo c¢’e una buca di potenziale con una
barriera di potenziale infinita sulla sinistra ed una barriera finita sulla destra.

Nel caso precedente la barriera di potenziale era infinita da ambedue i lati.
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Figura 8: Esempi di traiettorie con diversi valori di A.

La presenza di una barriera di potenziale finita sulla destra del minimo
comporta delle differenze qualitative notevoli rispetto al caso precedente,
differenze che possono essere facilmente messe in evidenza considerando le
traiettorie nel piano (x, E) che passano al tempo ¢ = 0 per un punto (z,,, Ey)
dell’asse F con velocita positiva.

Detta Ey = V(xp) Daltezza della barriera di potenziale, ¢ chiaro che,
se By < E), possiamo procedere esattamente come nel caso precedente;
infatti la traiettoria deve essere contenuta necessariamente all’interno della
buca di potenziale ed i valori di V() al di fuori della buca non hanno alcuna
rilevanza. Pertanto z(t) tende a z,, per ¢t — oo, dopo aver compiuto un
numero finito o infinito di oscillazioni.

Lo stesso risultato si ottiene ovviamente anche se Ey > E};, purché 'e-
nergia scenda al di sotto del valore Ej; prima che z(t) abbia raggiunto il
punto di massimo.

E anche chiaro pero che, se Ej ¢ abbastanza grande, la traiettoria riesce a
superare la barriera di potenziale. In questo caso la traiettoria prosegue verso
Iinfinito, non essendo possibile che converga verso un punto della curva £ =
V' (z), né in un tempo finito ne in un tempo infinito. Che non possa convergere
verso la curva del potenziale in un tempo infinito si dimostra come prima.
Per escludere che questa convergenza possa realizzarsi in un tempo finito,
supponiamo che esista ¢ > 0, tale che x(t) — = > xp e ©(t) — 0 per t — ¢
(ipotesi equivalenti per i soliti argomenti all’ipotesi che vogliamo escludere).
Se cio fosse vero, sarebbe anche vero che lim;, ;i(t) = —V'(z)/m > 0, in
contraddizione con il fatto che &(t) > 0 per t < t.

Per ovvie ragioni di continuita, esiste sull’asse E anche un punto da cui
parte (con velocita positiva) una traiettoria che converge asintoticamente ver-
so il punto di massimo della barriera, (zns, Enr). E anche facile convincersi
che c¢’e¢ un’altra traiettoria che converge verso questo punto e che proviene
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dall’infinito, cosi come ci sono altre due traiettorie che tendono asintotica-
mente verso il massimo della barriera per t — —oo, una verso destra ed
una verso sinistra. Puo essere istruttivo provare a disegnare qualitativamen-
te queste quattro traiettorie nello spazio delle fasi (vedi Fig. [); il disegno
che ne risulta da un’indicazione d’insieme molto chiara della situazione ge-
nerale, tenendo conto opportunamente che traiettorie diverse non possono
intersecarsi nello spazio delle fasi (cio non & vero nel piano (z, F)).

v

LM

Figura 9: Esempi di traiettorie nello spazio delle fasi.

Proviamo ora a ottenere delle stime esplicite sui valori di A in corrispon-
denza dei quali la traiettoria che parte da xo = 0 con vy > 0, anziche dirigersi
verso il minimo, supera la barriera di potenziale.

Come sappiamo I’energia e una funzione monotona decrescente del tempo.
Sia

0<t; <40
il primo istante di arresto del corpo ed x; la posizione occupata in tale istante.

Poiche z(t) € monotona in [0,%], la funzione inversa t(x) ¢ ben definita
in [xg, z1]; essa rappresenta l'istante in cui la particella passa per il punto z.
Possiamo allora definire in [z, 1] la funzione

E(z) = E(t(x))

che rappresenta l'energia posseduta dalla particella quando transita per il
punto z.

E(m) e una funzione decrescente; pertanto, se si riesce a provare che
E(x) < V(zy) per qualche z € [zg,2), la continuita di z(t) implica che
x1 < xpr; ne segue che limy o z(t) = xp,.

Talora si riesce invece a provare che E(x) > V(zy), Vo € [zg, 2r); cid
ovviamente implica che z; > x5 e pertanto il valore di lim; ., x(t) dipende
dall’andamento di V' (z) per z > x) (nell’esempio di Fig. B lim; .o z(t) =
+00).
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Vediamo come si possano ottenere informazioni del tipo di quelle appena
indicate sulla funzione E(zx). Si osservi che, per la (LI9):

dE(z) dE(t)dt dE dx . _
_ a _aBar — 1.2
dx G dv arl @ - M= A (1.20)

D’altra parte, per la definizione dell’energia e la positivita di &(t) per ¢t €
[07 tl]:

(t) = \/[E(t) = V(z(1))] (1.21)
Le (L.20) e (I.2I)) implicano che:

dE(r) AW[E@) V()]

m

Integrando fra xy e x < xq, si ottiene

E(z) = E(0) — A\/z/x: dy\/ E(y) — V(y) (1.22)

La ([22) implica immediatamente che esiste un wvalore critico A, di A,
tale che la traiettoria supera la barriera di potenziale se 0 < A < A, (even-
tualmente in seguito potrebbe riattraversarla in senso inverso), mentre viene
attirata asintoticamente verso il fondo della buca, senza mai attraversare la
barriera, se A > .. E facile convincersi che, se A\ = )\, la traiettoria tende
asintoticamente al punto di massimo.

La (L22) permette facilmente di ottenere una stima inferiore ed una
superiore di \., come vediamo subito facendo un esempio.

Esempio 1.4 Si consideri il moto che soddisfa la (1.17) con m = 1, poten-
ziale
V(r) = 2*(x — 1)°
e condizioni iniziali
z(0)=0  #(0)=1/2

Trovare una stima inferiore ed una superiore del valore critico \. del coeffi-
ciente di attrito

Soluzione - I potenziale ha I’'andamento mostrato in Fig. [0l
Ci troviamo pertanto in una situazione simile a quella di Fig. 8 con
xo=xm =0,z = 1/2, £(0) > 0. La (L22)) diventa:

Ble) = 5~ A3 [ ay/B(y) — 2y - 17 (1.23)
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Figura 10: Esempi di traiettorie nel piano (z, E).

Supponiamo A > \.; per definizione cio implica che esiste z € (0,1/2),
tale che ] ]
E(z) = — E(z) > — <r<7
(7) T (z)_16 se 0<zx<zT<m

Usando la (L23) e la monotonia di V'(x) in [0, 1/2], si ottiene:

=3 [Can By — - 17 2 AWER - V(@)

Pertanto

1

16v2z,/+ — V(z)

Poiche 7 nella (L.24) puo assumere qualsiasi valore fra 0 e 1/2, si ha:

1
Ae < Ag = inf

7€(01/2) 16122/ £ — V (2)

Supponiamo viceversa A < \.; perché cid accada deve risultare F(1/2) >
V(1/2) = 1/16 e quindi, per la (L23)):

> A >\, (1.24)

1/2 - 1 1 1
2 Ely) =y (y—12 < g — — = — 1.2
A\/_/O Ay E(y) — 2 (y <=1 (1.25)
Poiche
1/2 — 1 1 1
/0 dy\/E(y)—?ﬂ(y—l)?Si E0) - V(0) = 5y/3

la (T.25)) ¢ sicuramente soddisfatta se



cioe se A < 1/4. Pertanto
1
)\c > )\1 = 1

1.4 Un modello matematico di orologio

Il funzionamento di un orologio e basato sull’esistenza di un meccanismo che
¢ in grado di compiere un moto periodico sostanzialmente stabile rispetto
a piccole perturbazioni. In genere si puo schematizzare tale meccanismo
con un oscillatore armonico soggetto ad un debole attrito e ad una forza che
agisce su di esso in modo da permettergli di recuperare I’energia persa a causa
dell’attrito. Perché tale recupero di energia sia possibile, si fa in modo che tale
forza agisca in verso concorde a quello della velocita. Il modello matematico
piu semplice di un orologio, corrispondente alle osservazioni precedenti, e
pertanto descritto dalla seguente equazione differenziale:

mi + A\ + kx = F(&) (1.26)

dove F(n) & una funzione positiva e regolare, nulla per n < 0.
Per semplificare ulteriormente il problema, supporremo che F'(n) sia co-
stante per n > 0, cioe che:

) Fo sen>0
F(n)—{o se =0 (1.27)

Cio implica che F(n) ¢ discontinua in 7 = 0 e quindi che I'equazione diffe-
renziale deve essere opportunamente interpretata per i valori di ¢ tali
che #(t) = 0. Noi faremo ’assunzione che le soluzioni del nostro problema si
ottengono raccordando con continuita le soluzioni valide nella regione dello
spazio delle fasi {# > 0} con quelle valide nella regione {# < 0}. E ragione-
vole aspettarsi che i moti cosi definiti si possano ottenere anche come limite
per € — 0 delle soluzioni della con F' = F_, essendo F. una funzione
regolare e nulla per n < 0, che converge alla funzione per € — 0.
Supponiamo infine che il coefficiente di attrito A sia tale che

2N < dmk (1.28)
Cio implica che, data una costante ¢ qualunque, il problema seguente:
my + Ay + ky =c (1.29)

con condizioni iniziali
y(to) =a , 9(to) =0 (1.30)

ammette come soluzione la funzione
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1
y(t) = (a — %)e*(t*tO)/T[a sin(w(t — tg)) + cos(w(t — to))] + g (1.31)
dove
k A2
— 2m/\ Y 1.32
Y S e (132

Cio segue facilmente dall’osservazione che la soluzione generale dell’equazio-

ne si puo scrivere come somma della soluzione generale dell’equazione

omogenea associata e della soluzione particolare costante y(t) = ¢/k.
Consideriamo ora la soluzione della[I.26] che soddisfa le condizioni iniziali

2(0)=20>0 , #0)=0 (1.33)

e la cui traiettoria nello spazio delle fasi, all’istante ¢ = 0, attraversa 1’asse x
dall’alto verso il basso, vedi Fig. [Tl

x

SE(T1) P(xﬂ)

Figura 11: Esempio di traiettoria.

La soluzione del nostro problema deve pertanto coincidere con la soluzione
della [1.29] con ¢ = 0 e gli stessi dati iniziali, almeno per valori positivi di ¢
abbastanza piccoli; cio deve anzi essere vero fino al tempo 7} tale che @(¢) < 0
per 0 <t < Ty e i(Ty) = 0. Si ha pertanto:

1
z(t) = zoe " [—sin(wt) + cos(wt)] , 0<t<Ty (1.34)
TW

ed ¢ facile vedere che

T, = (1.35)

™
w
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Al tempo 77 la traiettoria attraversa l'asse x dal basso verso I'alto, nel
punto di ascissa z(Ty) = —zoe”™ %), in quanto #(T}) = —kz(Ty) > 0.
Pertanto, per T} < t < T5, la soluzione della deve coincidere con la
soluzione della [[.29] con ¢ = F{ e dati iniziali

y(h) = =(Th) , ¢(T1) =0 (1.36)

essendo 75 definito dalla condizione che &(t) > 0 per T} < t < Ty e #(T3) = 0.
Si ha pertanto:

x(t) = (z(Th) — @)e_(t_Tl)/T[i sin(w(t—1T1)) +cos(w(t—T1))]+ il (1.37)
k TW k
ed e facile vedere che T, = 27T].

Al tempo T5 la traiettoria interseca nuovamente ’asse = positivo dall’alto
verso il basso, per cui il procedimento precedente puo iterarsi. Pertanto la
soluzione della puo essere calcolata, in linea di principio, per ogni valore
positivo di ¢ (ed anche per ogni valore negativo, procedendo in modo simile),
anche se non e possibile dare una espressione esplicita che valga per tutti i
tempi.

Siamo tuttavia in grado, senza fare altri calcoli, di stabilire le proprieta
principali delle soluzioni, utilizzando solo le [[.34] e [L37l Queste equazioni ci
permettono infatti di determinare la relazione che intercorre fra I'intersezione
ro di una traiettoria con l'asse x positivo e l'intersezione successiva, che
chiameremo p(zy). Basta considerare la soluzione della con dati iniziali
ed osservare che p(zg) coincide con x(73); si ha pertanto:

p(xo) = f(1+0) +mo0® , f= ]ZO . o=e ™ (1.38)

Questa funzione, nel linguaggio della teoria dei sistemi dinamici, & chia-
mata la mappa di Poincaré del sistema dinamico associato alla rispetto
all’asse = positivo. Essa permette di evidenziare alcune proprieta notevoli
della [[.26, nel modo seguente.

Si osserva innanzi tutto che le soluzioni periodiche della SOno uni-
vocamente individuate dai valori di xy tali che p(zg) = xo; infatti, per tali
valori di xg, la traiettoria nello spazio delle fasi si chiude, il che & condizio-
ne necessaria e sufficiente per l'esistenza di moti periodici per un sistema
unidimensionale con forze indipendenti dal tempo, come e quello che stiamo
studiando. Dalla segue allora che c’e una sola soluzione periodica, che
interseca 1’asse x positivo nel punto z, con

f

l1—0

(1.39)

T =
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Figura 12: Mappa di Poincaré.

corrispondente in Fig. [[2 all'intersezione del grafico di p(z¢) con la bisettrice
degli assi (si noti che o < 1).

Inoltre, la funzione ha la proprieta (vedi Fig. [[2)) che, se zq > Z,
allora 7 < p(x) < xo, mentre, se xg < 7, allora T > p(zg) > x¢ (come nell’e-
sempio di Fig. [[1]). Cio significa che tutte le traiettorie tendono ad avvicinarsi
alla traiettoria chiusa corrispondente ad xq = Z; € anzi facile convincersi che
tutte le traiettorie convergono asintoticamente alla traiettoria periodica con
velocita esponenziale. Questa proprieta si suole di solito indicare dicendo che
l’orbita periodica é attrattiva; essa implica che il sistema, quali che siano le
condizioni iniziali, si muove asintoticamente secondo la soluzione periodica.
Ne segue anche che il sistema, una volta che abbia raggiunto la situazione di
moto asintotica a meno di una piccola residua differenza (che rimane sempre,
poiche le traiettorie non possono intersecarsi, ma ¢ praticamente irrilevante),
e sostanzialmente insensibile a piccole perturbazioni del suo stato; infatti tali
perturbazioni producono uno spostamento dalla traiettoria che il moto tende
ad annullare rapidamente.

Le considerazioni precedenti giustificano 1’affermazione che la € un
modello di orologio, cioé di un sistema che si muove di moto periodico di un
periodo fissato, sostanzialmente stabile rispetto a piccole perturbazioni.
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2 Sistemi vincolati

2.1 Equazioni di Lagrange

Consideriamo un sistema di N particelle soggetto ad un sistema di vincoli
bilateri ideali indipendenti dal tempo.

Se z(t) = (x1(t),...,x3n(t)) individua la configurazione del sistema al
tempo ¢, si ha:

miii(t) = Fi(x(t), £(t)) + Ri(z(t), 2(1)) (2.1)

dove F' descrive le forze attive e R le reazioni vincolari. Supponiamo che il
sistema di vincoli costringa il moto su di una superficie regolare ¥ C R3.
Allora, fissato un qualunque istante t, esiste un aperto U C R*" ed un
intervallo aperto I contenente ¢, tali che z(s) € XN U, Vs € I, ed un
diffeomorfismo @ : Q — U, tale che, indicando con « i punti di €,

Ci)_l(sz):{OlEQi 041:...:()53]\[_1:0}

se [ ¢ la dimensione della superficie.

Sia V =& (X NU) e sia ® la restrizione di & a V; ® & ovviamente un
diffeomorfismo di V' c R' in ¥ NU. Indichiamo con ¢ = (¢1,--.,q) un punto
di V; le componenti di ¢ si chiamano coordinate lagrangiane.

Sia ora M, l'insieme delle funzioni g(s),s € (t — 1,t + 1), tali che

i) q(s)eV Vs
it)  ®(q(t)) = =(t) (2.2)

e poniamo inoltre, Vq(s) € My, £(s) = ®(q(s)). &(s) rappresenta un moto
passante per x(t) e compatibile con i vincoli. La definizione di vincolo ideale
implica allora che:

ZR 1)E(t) = Vq(s) € M, (2.3)
Dalle [2.1)) e ([Z3)) si deduce che, Vg(s) € My:

Usando la definizione di &(s), la (24]) diventa:

S ma )G aw) - 3 A0 G i 0 29

24



E facile rendersi conto che arbitrarieta di d(s) in M, implica larbitrarieta
del vettore ¢(t) in R'. D’altra parte, per la (22, q(t) ¢ costante al variare in
M, della funzione g(s). La (2.0 ¢ pertanto equivalente all’equazione:

mez 8(1) (G =

dq;

avendo definito

ZF () 5, ) (27)

Q(t) e detta forza lagrangiana.

Indichiamo ora con ¢(s) = ®~!(z(s)) la legge oraria del moto del sistema
di particelle nelle coordinate lagrangiane. Questa funzione € ben definita
finché z(s) € U, il che avverra certamente per un opportuno intervallo di
tempo [ tale che t € I. Poiche il ragionamento precedente puo ripetersi per
ogni s € I, la (2.6) implica che

Y ) G ale) = Q) sEl (2.9

Cerchiamo ora di riscrivere la (2.8) come un sistema di equazioni diffe-
renziali nelle coordinate lagrangiane. Definiamo pertanto

- %W l f;f >a<r 29)
ed osserviamo che T(g(¢), g(t)) rappresenta Ienergia cinetica, poich®
(0 = G a) = 3 SN0
Notiamo ora che:
a4 = 1 S > - S oo | S <q<t>>} -
T at {Zm #ill Q. <t>>} N
- S G+ Lm0 3 S )i
o ). a(0) = zN:m > Sty )] [Z ol >>q'j<t>] -
- 30X Gt



Pertanto la (2.8)) puo riscriversi:

igz(Q(t), q(t)) — g(q'(t), a(®) = Q;(d(1), q(t)) (2.10)

avendo definito Q(a, q) cosi che Q(¢(t), q(t)) = Q(t). Le (ZI0) sono chiamate
equaziont di Lagrange.

In realta la validita della (ZI0) si estende al caso di vincoli dipendenti
dal tempo. In tal caso i moti compatibili con i vincoli si esprimono in termini
delle variabili lagrangiane tramite funzioni che dipendono esplicitamente dal
tempo:

z(s) = ©(q(s), s)

Ora, tuttavia, nella definizione di vincolo ideale non compaiono piu moti
di questo tipo, ma i cosiddetti moti virtuali. Fissato un istante ¢, un moto
virtuale passante per x(t) & una funzione £(s), definita in un intorno di t,
della forma

£(s) = ®(q(s),1)
tale che £(t) = x(t). Si tratta in sostanza di moti compatibili con i vincoli
presenti all’istante ¢ e supposti indipendenti dal tempo.
E immediato verificare che la (2.5), e quindi la (2.8]), sono ancora valide.
Cio che cambia ¢ invece la (2.9), che deve essere sostituita dalla

2

0P (g,1) (2.11)

13N l a(I)Z< t) N
©HX T 5y

T(&7Q>t) = igmz Zaj

j=1 94j

in modo da tenere conto della dipendenza esplicita dal tempo di ®(q,t), cioe
del contributo alla velocita del moto dei vincoli (quello che viene eliminato
nella definizione di moto virtuale). La (ZI0) rimane tuttavia inalterata, come
e facile verificare.

Supponiamo ora che le forze attive siano conservative, cioe che esista una
funzione V() tale che
oV

Fi= —5(a(t)

La (27) diventa allora:

avendo definito

V() =V(®(@q) g€V
In tal caso le (ZI0) assumono la forma:

c(li;ﬁj(q(t)&(t)) - g;j(Q'(t)&(t)) =0
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dove
L(a,q) =T(a,q) — V(q)

e vale inoltre la conservazione dell’energia:

T(q(t),q(t)) + V(q(t)) = costante (2.12)

2.2 Posizioni di equilibrio

Una immediata conseguenza delle (ZI0) ¢ la seguente proposizione ( Principio
dei lavori virtuali).

Proposizione 2.1 Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema si
trovi in equilibrio nella posizione di coordinate lagrangiane qo € che

Q;(0,90) =0 (2.13)
Dim. - Riscriviamo la (2.9) nella forma:
Z Z 9i3(@)cvicr;
i=1j5=1

Dall’osservazione che I'energia cinetica ¢ positiva, eccetto che nel caso in cui
tutte le particelle hanno velocita nulla, segue subito che, Vg € V|, T'(a, q) &
una forma quadratica definita positiva nelle variabili a. Pertanto la matrice
9i;(¢) € una matrice simmetrica e invertibile, Vg € V. Notiamo ora che:

aT
6% Z g5i(q())di( (2.14)

Combinando la (ZI0) con la (ZI4), la (ZI0) puo essere riscritta nella forma:

> 95i(a(1)di(t) = G;(4(t), (1)) (2.15)

con

0g;i or
Gjla,q) = —ZZ 9; ogkamta—q(oz,q)—i-Qj(a,q)
—1 k= j

Poiche g¢;;(¢q) € invertibile, la (2I5) puo riscriversi come un’equazione
differenziale ordinaria in forma normale (cioe risolta rispetto alle derivate di
ordine massimo):

= ; g5 (a(t)G;(d(t), a(t)) (2.16)

Alla (2.1I6) si pud applicare il Teorema di unicita della soluzione con dato
iniziale fissato. Cio significa in particolare che c¢’e una ed una sola soluzione
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tale che ¢(0) = qo, ¢(0) = 0. E d’altra parte immediato verificare che, se &
valida la (ZI3), ¢(t) = qo ¢ una soluzione della (ZI0). Pertanto gy ¢ una
soluzione d’equilibrio. |

E in generale importante sapere se una posizione di equilibrio ¢ stabile
o meno. L’idea intuitiva di stabilita e resa precisa in modo naturale dalla
seguente definizione.

Definizione 2.1 Una posizione di equilibrio qo si dice stabile se esiste g > 0
e due funzioni §(¢) e p(e), definite per 0 < € < g¢ e infinitesime per e — 0,
tali che, se T(4(0),q(0)) < e e |q(0) — qo| < d(e), Ve € (0,2¢), allora

lq(t) — qo| < p(e) VteR

Passiamo ora a discutere una condizione di stabilita delle posizioni di equili-
brio, valida nel caso in cui le forze attive siano conservative.

Proposizione 2.2 (Teorema di Dirichlet) Se qy é un punto di minimo iso-
lato del potenziale V(q), allora qo € una posizione di equilibrio stabile.

Dim. - Poiché, al solito, V(q) ¢ supposta di classe C* e ¢ ¢ un punto di
minimo isolato, esiste un intorno chiuso U di ¢q, tale che

V(g) > V(). Ya€Uq#q (2.17)

Inoltre, se poniamo £y = max e [V(q) —V(qo)] e, dato e < ep, K. ={q e U :
V(q) — V(qo) < e}, @ facile dimostrare che

ple) =max|¢g—qo| =0 , ife—0 (2.18)

qeK;

Cio segue dal fatto che, se questa proprieta non fosse vera, si potrebbe trovare
una successione ¢, € U, tale che lim,, . [V(g,) —V(q)] — 0 e |¢gn—qo| > 0 >
0, per qualche ¢, in contraddizione col fatto che il minimo di V(q) — V(qo) €
strettamente positivo sull’'insieme {q € U : |¢ — qo| > d}.

La continuita di V(q) implica poi che, dato e, esiste d(e) < p(e), tale
che, se |¢ — qo| < d(¢), allora V(¢) — V(q) < e. Supponiamo allora che
T(4(0), 4(0)) < /2 € g(0) — qo| < 6(2/2), cosi che T(§(0),(0)) + V(q(0)) —
V(qo) < e; la conservazione dell’energia e la positivita di 7" implicano che
V(q(t)) — V(qo) < € e quindi che |q(t) — o] < p(e). i

2.3 Linearizzazione

Consideriamo I’equazione differenziale normale del primo ordine

t=Fx) , zeR" |, FeC®R") (2.19)
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e supponiamo che 7 sia un punto di equilibrio, cioe che
F(Zfo) — 0

Possiamo allora scrivere (supponiamo Zy = 0 per comodita):

F(z) = Az + R(x) (2.20)
dove A ¢ una matrice opportuna (A;; = gf; (0)) e

sup |R(z)] < M,|z|? (2.21)

|lz|<p

con M, una funzione positiva di p, che possiamo supporre non decrescente.
Sia z(t) la soluzione della (2.19) che soddisfa la condizione iniziale:

x(0) = g
Vogliamo confrontare z(t) con la soluzione y(t) dell’equazione linearizzata:
j = Ay (2.22)
che soddisfa la stessa condizione iniziale:

y(0) = xo

Studieremo questo problema, facendo ricorso essenziale alla seguente pro-
posizione, nota come Lemma di Gronwall.

Proposizione 2.3 Se ®(t), t € [0,T], ¢ una funzione continua, tale che
¢
@(t)goz—l—ﬁ/ dsd(s) , 0<t<T (2.23)
0

con « e 3 costanti reali, 3 > 0, allora

d(t)<ae’ |, 0<t<T (2.24)
Dim. - Poniamo: .
J(t) =8 / ds B(s) (2.25)
0
Usando la (223) e la positivita di 3, si ottiene:
J(t) = BO(t) < af + BJ(t) (2.26)
da cui segue: .
e P [J(s) — BJ(s)] < aBe " (2.27)
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La (Z:27) puo riscriversi:

:li[eﬁsj(s)] < afe P (2.28)

Questa diseguaglianza, integrata fra 0 e ¢, da, usando il fatto che J(0) = 0:
t

e PLJ(t) < aﬁ/ e Pds = a(l — e (2.29)
0

cioe

J(t) < ae’ —a (2.30)
da cui segue la (2.24), usando la ([2.23]) e la ([2:25]). |

Siamo ora in grado di dimostrare la proposizione seguente.

Proposizione 2.4 Dati T >0 e 0 <1n < 1, esiste 6(n,T) > 0, tale che, se
|zo| < 0, allora x(t) e y(t) sono definite pert € [0,T] e

sup |z(t) —y(t)] < 5 (2.31)
0<t<T
Dim. - La soluzione della (2.19) puo scriversi nella forma:
¢
x(t) = xo + /0 ds[Ax(s) + R(z(s))] (2.32)

Supponiamo ora che |z < 1/2 e definiamo:
Ty =inf{t > 0: |z(t)] > 1} (2.33)

T, rappresenta il tempo necessario perche la traiettoria raggiunga il bordo
della sfera unitaria centrata nel punto di equilibrio (se questo non avviene,
Ty = +00). Vogliamo far vedere che, se |zy| ¢ abbastanza piccolo, Ty > T}
cio assicura, fra ’altro, che una soluzione con dato iniziale vicino al punto di
equilibrio ha un intervallo di definizione comprendente [0,7]. La (2.32) e la
(221) implicano che, se t € [0, T}]:

(t)] < |:c0|—|—c/0tds]x(s)| + M /Ot dsl(s)|? (2.34)

dove ¢ ¢ una costante opportuna dipendente dalla matrice A e si e usato il
fatto che |x(s)] < 1 per s € [0,71]. Questa osservazione implica anche che
lz(s)|> < |z(s)|, per s € [0,T}]. Pertanto:

[2(0)] < laol + e+ M) [ dsfa(s) (2.35)

30



Usando il Lemma di Gronwall, si ha:
()] < [woletM L 0<t<T (2.36)
La (236)) e la definizione di 7} implicano subito che 77 > T', purche:
|2geHMIT < 1 (2.37)

Consideriamo ora la soluzione della (2:22)). Si ha:

t
y(t) =0 + [ ds Ay(s) (2.38)
0
Pertanto
t
w0 < [0l + ¢ [ dsly(s)
0

e dal Lemma di Gronwall segue che |y(t)| < |xole” e quindi anche che y(t) &
definita per ogni valore di ¢.

La (232), la (23]) e la (237) implicano che, se t € [0, T]:

() ~ y(0)] < ¢ [ dsfa(s) = y(s)] + MLT sup [ (s)] (2.39)

0<s<T
Per il Lemma di Gronwall e la (2:36]):
2(t) — y(t)| < MyT|zo|?e2cHMIT+T <t < T (2.40)
Supponiamo ora che |z < d. Perche la (2:31)) sia soddisfatta basta che:
M, T§2eBet2M)T < sl

cioe che

1 ™
5 < MlTe_(BCHMI)T " =6(n,T)

La (Z31) & allora dimostrata, pur di definire:

(0, 7) = min{ 3, ¢T3, 7))} (2.41)

In generale le proprieta asintotiche delle soluzioni della (219) e della sua
linearizzazione ([2.22) sono diverse. C’¢ tuttavia un caso notevole in cui cio
non succede, cioe quello in cui gli autovalori della matrice A hanno tutti
parte reale negativa.
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Supponiamo, per semplicita, che gli autovalori di A, A{,...,\,, siano a
due a due distinti ed indichiamo con 1 una scelta qualunque degli autovet-
tori corrispondenti:

ApD =\ i=1,....n

La soluzione della (2.23)) puo allora scriversi:
y(t) = M (2.42)
i=1

le costanti ¢; essendo esprimibili in funzione di y(0) tramite una trasforma-
zione lineare.
Supponiamo ora che, Vi:

Rehi<—p , pu>0 (2.43)

Dalla (2.42)) segue allora immediatamente che esiste una costante v > 0 tale
che

()] < ~ve " y(0)] (2.44)

Vogliamo dimostrare che la stessa proprieta vale per le soluzioni della
(2Z19) con condizione iniziale vicina al punto di equilibrio.

Per farlo ci sara comodo utilizzare una rappresentazione delle soluzioni
della ([2.22)) diversa dalla (2.42]).

Data una matrice quadrata B di ordine n, si definisce esponenziale di B

la matrice
> 1
€B } : n

n=0

Usando la (2.45]) ¢ molto facile dimostrare che

] , B'=1 (2.45)

y(t) = e (2.46)

¢ la soluzione della (Z23]) con dato iniziale y(0) = x, Infatti ¢ facile provare
che la serie a secondo membro della (2.45)) ¢ derivabile termine a termine e
pertanto

ntn—l

n!

d X t"

Di qui segue, per verifica diretta, che la soluzione della (2.19]) con condi-
zione iniziale x(0) = xy soddisfa ’equazione integrale:

< 1
B"zg =B —B"z
n—0 n:

z(t) = elwg + /Ot ds e 4R (x(s)) (2.47)
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Definizione 2.2 Un punto di equilibrio Ty si dice stabile se, Ve > 0, esiste
d > 0, dipendente solo da e, cosi che sup,~ |x(t) —xo| < &, se |x(0)—xo| < 0.
Un punto di equilibrio T, si dice attrattivo se esiste un intorno U di x, tale
che, se x(0) € U, allora

lim z(t) = xg

t—o0
Un punto di equilibrio Ty si dice asintoticamente stabile se € stabile ed
attrattivo.

Siamo finalmente in grado di formulare la seguente proposizione, nota
come Teorema di Lyapounov.

Proposizione 2.5 Se gli autovalori della matrice A della (2.20) hanno tut-
ti parte reale negativa, allora lo O e un punto di equilibrio asintoticamente

stabile per l'equazione (219).

Dim. - Sia |zg| < ¢/2,cone <1, esiaT =inf{t > 0 : |z(t)] > e};
T ¢ ovviamente diverso da zero. Dalle (Z21)), ([2:44]) e (Z471) segue che, se
tel0,7]:

t
[2(t)] < e ao] + Myy [ dse I a(s)]?
0

Se poniamo z(t) = |z(t)|e” ed usiamo il fatto che |z(s)] < &, possiamo
scrivere

t
2(t) < 7|xo| + 5M17/0 ds z(s)

Questa diseguaglianza implica, per il Lemma di Gronwall e la definizione di
z(t), che
[ (t)] < y|wolem ¢ (2.48)

Se si sceglie € cosi che e My < p/2, si ha:
[a(t)] < | (0)]e 2 (2.49)

Di qui segue subito che, se |z(0)| ¢ sufficientemente piccolo, |z(t)| < € per
ogni t € [0,T]; cio & possibile solo se T' = oo. La (2.49) implica allora che
lim; o |2(t)] = 0. |

2.4 Equazioni di Lagrange: esempi

Esempio 2.1 Si consideri il sistema (normalmente chiamato bipendolo) co-
stituito da due sbarrette rigide OA e AB, di lunghezza rispettivamente 1y e lo
ed incernierate in A, vincolato a muoversi in un piano verticale con il punto
O fisso (vedi figura). Le due sbarrette, di massa rispettivamente my e mso,
sono supposte omogenee e le sole forze attive che agiscono sul sistema sono
le forze gravitazionali; © vincoli sono supposti ideali.
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a) Scrivere le equazioni di Lagrange.
b) Studiare le posizioni di equilibrio.

c) Studiare i modi normali del sistema linearizzato intorno all’unica posi-
zione di equilibrio stabile.

o)
X
_/Gl
Y N\ 4
Go

}/ B

Y

|
p

Figura 13: Coordinate lagrangiane per il bipendolo.

Soluzione - Indichiamo con [y e 5 le lunghezze delle due sbarrette, con
my e my le rispettive masse. Siano inoltre I; il momento di inerzia di OA
rispetto a O e Iy quello di AB rispetto al suo baricentro Gs.

Scegliamo come coordinate lagrangiane gli angoli ¢ e 1. L’energia cinetica
della sbarretta OA (dovuta al moto rotatorio intorno ad O) ¢ allora:

1.
T, = 511%02

e 'energia cinetica della sbarretta AB e (si usa il Teorema di Konig):

1. . 1 . .
T, = 512% + —ma(ig, + 2,)

2
con
Ta, = lisinyp + l;sinw
2G, =l cos ¢ + 12200877/1
Pertanto

Ly .
Ta, = lipcosp + §2¢ cos

I .
ia, = —lipsing — §2¢ sin ¢
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da cui segue:
1

B, 1 ., 1 i
Ty = S(L +ma )0 + omalip? + Smahilagi) cos(p — 1)

Per I'energia cinetica totale del sistema si ha allora l'espressione:

1 2 ., 1 1 .
T = 5(12 + m222>¢2 + 5(]1 + mgl%)gﬁQ + imglllgg.ﬁ@/} COS(QO — ¢) (250)
L’energia potenziale ¢ data dall’espressione:

V = —migzg, —magzg, =

l l
= —g(mlal + moly) cos p — ng§2 cos (2.51)

a) Equazioni di Lagrange.

oT o1 ;

9 = (L +mal})p + §m211121/1 cos(p — 1)
oT 2 . 1 .

% = (IQ + mgi)ib + §m2l1l2§0 COS(SO - ¢)
oT oT 1 L

% = —@ = —§m2l1l2(pw SlIl(gD - ¢)

Se si inseriscono queste espressioni nelle equazioni di Lagrange

aor_or v
dtdg 9dq  Oq =%

Si ottiene:

g+ gt eos(p —¥) + guisin(e —v) = —kising oo
92200 + G129 COS(@ - W - 912@2 sin(p — ) = —kysin

dove

/ﬁ = g(%mlll + m2l1)
ko = %ngZQ

(2.53)

g2 = %mzhlz

g1 =11 + mzl% {
goo = ]2 —+ imglg

b) Posizioni di equilibrio.

ov. oV

— =——=0=sinp =siny) =0

90~ v @ (0
Ci sono pertanto quattro posizioni di equilibrio, corrispondenti ai seguenti
valori della coppia (@, 1):

0,0) , (m0) , (O,7) , (m,nm)
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Per studiarne la stabilita, calcoliamo la matrice hessiana Hy (g, ) di
V(p,v). Si trova:

[ kicoso 0
HV((pvw) - ( ' 0 ]{EQCOS¢ )

L’unico punto in cui Hy sia definita positiva ¢ (0,0), che & pertanto un
punto di equilibrio stabile. Tutti gli altri punti di equilibrio sono instabili, in
quanto almeno un autovalore di Hy ¢ negativo.

¢) Linearizzazione intorno a (0, 0).

La linearizzazione delle equazioni (Z52)) si ottiene sostituendo nelle equa-
zioni di Lagrange T" e V con i corrispondenti sviluppi di Taylor troncati al
secondo ordine nelle variabili p, ¥, @, ¢ Se indichiamo con T e V i suddetti
sviluppi di Taylor, si trova, trascurando una costante additiva inessenziale in
V.

~ 1 ~ 1

dove < -,- > rappresenta il prodotto scalare usuale, q rappresenta il vettore

(¢, 1) e le due matrici G e K sono definite in termini delle costanti introdotte
nella (2.53) nel modo seguente:

gi1 912 ki 0
G - K =
( G2 G22 ) ( 0 ko )

Per diagonalizzare la lagrangiana, dobbiamo risolvere il problema agli
autovalori:

Kh = AGh

Gli autovalori si ottengono risolvendo ’equazione del secondo ordine
det(K — AG) = (k1 — Ag11) (k2 — Agaa) — Ngi, = 0

Indichiamo con A; e Ay le due soluzioni di questa equazione, che sono cer-
tamente reali e strettamente positive, in quanto le due matrici K e G sono
definite positive; indichiamo inoltre con h' e h? una scelta qualunque degli
autovettori corrispondenti, fatta in modo che essi siano reali. Poiche A; # A,
come ¢ facile verificare, h! e h? sono una base in R?; & pertanto possibile as-
sociare in modo univoco ad ogni vettore q un vettore Q = (Q1,Qs2), cosi
che:

q=Q:h' + Q:h* = 5Q (2.54)
dove S ¢ la matrice di elementi S;; = hl.

()1 e Qo possono essere assunte come nuove variabili lagrangiane e le
equazioni del moto corrispondenti si scrivono:
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Le soluzioni sono delle sinusoidi di pulsazione w; = /);, di ampiezza e fa-
se dipendenti nel modo ben noto dalle condizioni iniziali sulle variabili Q);;
queste ultime si ottengono facilmente da q(0) e q(0) invertendo le (254).

Esempio 2.2 Tre punti materiali A, B, C' di massa m sono vincolati a muo-
versi in un piano verticale I1 di origine O in modo che le distanze OA, OB,
BC, AC siano fisse e tutte equali a l. Il piano I1 puo solo ruotare intorno
all’asse z ed il punto C ¢é vincolato all’asse z. Tutti i vincoli sono da supporsi
1deali.

a) Scrivere la lagrangiana del sistema, usando come variabili lagrangiane
l’angolo 0 che il segmento OA forma con lasse z e [’angolo 1 che il
piano 11 forma con l'asse x.

b) Scrivere [integrale primo corrispondente alla variabile ciclica presen-
te nella lagrangiana, nel sequito chiamato J, e far vedere che esso
corrisponde al momento della quantita di moto rispetto all’asse z.

c) Usando il risultato del punto b) e la conservazione dell’energia, far ve-
dere che, se J # 0, la funzione 0(t) ¢ in generale periodica e, per un
particolare valore dell’energia dipendente da J, addirittura costante;
scrivere inoltre [’espressione integrale del periodo.

AZ ky
r
@) T
-6 @) Y T
B A
II
C

Figura 14: Coordinate lagrangiane del sistema.

Soluzione
a) Se indichiamo con 7p = (xp,yp, 2zp) la posizione del generico punto P,
dalla Fig. [[4] segue facilmente che

rpa=—xrp = rcosy =Ilsinfcosy
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Yya = —yp = rsiny =lsinfsiny

2a=z5 = —lcosb (2.55)
re=yc = 0
zo = —2lcosf

Si noti che, per § = m/2, queste condizioni non sono equivalenti ai vincoli
enunciati, che potrebbero essere tutti soddisfatti anche se i punti A e B non
sono alla stessa altezza; in tale configurazione, infatti, C' coincide con O e
appartiene alla retta passante per A e B, che potrebbe formare un angolo
arbitrario con la retta r. Tuttavia e evidente che nessun moto continuo
potrebbe passare per la configurazione corrispondente a = /2, violando
la condizione z4 = zp. Pertanto non e restrittivo immaginare che i vincoli
siano definiti in generale dalle condizioni (Z.53]).

Prima di proseguire, e utile osservare che le configurazioni delle particelle
A, B e C che soddisfano le condizioni (2.55]) non sono in corrispondenza biu-
nivoca con nessun aperto nelle variabili 6 e v, che contenga punti con 6 = 0;
cio segue dal fatto che, se tutte e tre le particelle sono sull’asse z, ’angolo
1 non ¢ definito in termini delle sole posizioni dei tre punti. Sembrerebbe
quindi che # e ¥ non possano essere assunte come variabili lagrangiane nel-
I'intorno di qualunque configurazione del sistema compatibile con i vincoli.
Tuttavia, il sistema che vogliamo qui considerare ¢ uno in cui tutti i punti
sono vincolati ad un piano assegnato, libero di ruotare intorno all’asse z;
pertanto I'angolo v ¢ definito indipendentemente da 6 ed i due angoli sono
sicuramente delle buone variabili lagrangiana nell’intorno di qualunque pun-
to del toro bidimensionale. Per risolvere 'apparente paradosso, bisognerebbe
aggiungere all’insieme di punti un punto qualunque D del piano II che non
sia sull’asse z ed allargare il sistema di condizioni (£37), aggiungendo le due
condizioni che fissano la posizione di D su Il e, per esempio, la condizione di
complanareita di A, B e D. Tuttavia, poiché il punto D ¢ privo di massa,
questa modifica non porterebbe alcun cambiamento nei calcoli successivi.

Le (£37) implicano che
G4 =—ip = l0coshcosth — [ysinbsine
ya = —yp = IlOcosOsiny + l1psinb cosp
Zp=2p = lOsinf (2.56)
to=yc = 0
2c = 2l0sind
L’energia cinetica T' del sistema ¢ allora data dall’espressione:
T = mi*(1 + 2sin® )8 + mi* sin? 64 (2.57)
Per I'energia potenziale V' si trova:

V =mg(za + 25 + 2¢) = —4mgl cos 0 (2.58)
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La lagrangiana L del sistema ¢ pertanto data dalla:
L = mi*(1 + 25sin?0)0% + mi*sin? 4> 4 4mgl cos § (2.59)
b) Poiche £ non dipende esplicitamente da v, dalla (2.59]) segue che

J = % = 2mi?sin® 04 (2.60)
o

€ una costante del moto.
Sia M, il momento della quantita di moto rispetto all’asse z. Poiche 7
¢ diretto come l'asse z, usando le (2.50)) si trova, se €5 ¢ il versore dell’asse z:

M, = m(FA/\?A—{-FB/\FB)'53:2m(7_”A/\7‘?A)'_'3:

= 2m(x 494 — Yata) = 2ml*sin® 01/') =J

c¢) Detta E lenergia del sistema, si ha, usando la (2Z57) e la (258)):

mi*(1 + 2sin®0)0* + V,5(0) = E (2.61)
dove
J’ 4 0 2.62
Ve () = ———5— — )
() Aml? sin® 0 g oos ( )

La funzione 0(t) soddisfa pertanto un integrale primo dello stesso tipo di
quello che si trova nello studio dei moti unidimensionali conservativi; I'unica
differenza & che il coefficiente di 62 non & costante, ma dipende esplicitamente
da #. Si noti tuttavia che

0<1<1+2sin?60<3

per cui questa differenza non ha alcuna rilevanza nell’analisi qualitativa dei
moti, che si puo pertanto effettuare come nel caso dei moti unidimensionali
conservativi. In realta c¢’e da verificare un’altra proprieta, che e essenziale in
questa analisi; ci riferiamo alla proprieta per cui, se all’istante ¢ si ha che

- o W -
e(ﬂ_e ) Ve (9)_E ’ 89 (0>7£O

allora, oltre alla §() = 0, & verificata anche la 6() # 0. Cio tuttavia segue
subito dall’equazione di Lagrange per (t), che ¢ della forma:

mi*(2 4 4sin? 0)0 + 2ml?sin(20)6* = —8535‘ ()

L’analisi qualitativa della funzione 0(t) si riduce pertanto a studiare il grafico
della funzione Vg ().
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Se J # 0, Vog(0) — +o0 se § — 01 oppure § — 7; cio implica innanzi
tutto che, per ogni valore dell’energia, esistono 6; > 0 e 6, < m, tali che, per
ogni t:

01 < G(t) < 82

Inoltre P )
CoS .
e/ﬁc(@) = —m + 4mgsm9 = 0
implica che
J2
tanf =

8ml2gsin® @

Se si disegnano i grafici dei due membri di questa equazione nell’intervallo
(0,7), si vede subito che essi possono intersecarsi solo in un punto, la cui
ascissa indicheremo con 6y; inoltre 0 < 6y < w/2. Ne segue immediatamente
che il grafico di V.z(6) € del tipo di quello disegnato in Fig. [15 pertanto
tutti i moti sono periodici rispetto alla variabile 6.

Ve (6)

Figura 15: Grafico del potenziale efficace.

Se E = Vg5(6o), si ha addirittura:
Dalla (2.60) si ha allora:

J(t) !

2mi2 sin? 6,
per cui il sistema ruota rigidamente (poiche 6§ & costante) intorno all’asse z
con velocita angolare costante.

Se E > V.z(6p), il moto del sistema ¢ invece in generale solo quasiperio-
dico e consiste in una oscillazione nel piano II, di periodo

2 mi2(1 + 2sin? )
E — V()

vt

9 0
T="29
UJl 61

(2.63)
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accompagnata da una rotazione non uniforme intorno all’asse z di velocita
angolare

B J
~ 2mi2sin®0(t)

11 secondo periodo del moto quasiperiodico puo essere dedotto dalla (2.64)
come nel caso del problema dei due corpi ed ¢ eguale a:

W (t) (2.64)

=T 1/0T1dt¢(t) (2.65)

% T,

Infatti la soluzione della (ZG4) si puo scrivere nella forma:
U(t) = 9(0) + wat + S()

dove

st) = | as—l )

2mi? sin? 0(s)
e una funzione periodica di periodo T}, in quanto primitiva di una funzione
periodica a media nulla.
Si consideri allora, ad esempio, la variabile x 4; la sua variazione temporale
¢ espressa dalla funzione

xA(t) =1sinf(t) cos(t) = F(wit,wat)

F(a, B) = Isin](-2)] cos[y(0) + 5 + S(-=

%1 w1

)]

che e evidentemente una funzione delle due variabili indipendenti a e [,
periodica di periodo 27 sia in « che in .

2.5 Esempio di vincolo approssimato ideale

Sia dato un arco di curva regolare C nel piano zy, di classe C'™°, passante
per lorigine O; se si sceglie 'ascissa curvilinea s (riferita all’origine) come
parametro, la curva e descritta da equazioni parametriche del tipo

V=0 260
con ¢(s) e 1(s) funzioni regolari tali che
P+ (s) =1, (2.67)

definite in un intervallo I, che non & restrittivo supporre della forma I =
—L, L].
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Sia ora Ug = I x [=R, R] e consideriamo ’applicazione ® di Ug nel piano
xy definita dalle equazioni:

r=¢(s) —r'(s),

¥ = (s) +rf(s) | (2.68)

Vogliamo far vedere che questa applicazione, la cui immagine ®(Ug) contiene
la curva C, ¢ invertibile, se R € abbastanza piccolo.

T
Y, P

ml

-

Figura 16: Asse dell’ascissa r.

Indichiamo con (s) il punto della curva di ascissa curvilinea s ed osser-
viamo che, essendo

7(s) = (¢'(5),¥'(5)) ,

il versore della tangente alla curva nel punto Q(s), il vettore

¢ il versore della normale in ()(s) orientata verso il semipiano superiore. Dati
s ed r, le (Z68) sono allora le coordinate di un punto P della normale, di
ascissa r (vedi figura).

Perche le (2.68)) siano invertibili in Ug con inversa regolare, ¢ sufficiente
che il loro Jacobiano J(r,s) sia diverso da zero in tutto Ug; si ha:

(@ = ") + ' (W +re") = 1+ = "y)
1— RM; ,

J(r,s) =
(r;s) N (2.69)

dove M & una stima delle derivate prime e seconde di ¢ e ¢ in [—L, L]. Basta
allora scegliere

M,
perche sia J(r,s) > 0 in Ug.
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Possiamo pertanto utilizzare s e r come coordinate lagrangiane per de-
scrivere i moti che si svolgono in ®(Ug) di una particella puntiforme di massa
m. Dalle ([2.68) segue che, per un moto generico,

b= (g — s —
. i i 2.70
v= ' +re")s+ 7. (2.70)
Pertanto I’energia cinetica, espressa in funzione di s, r, §, 7, assume la forma:
1 1
T = §m32[1 + ra(r, s)] + §m7*2 : (2.71)
avendo utilizzato il fatto che, per la ([2.67]),

d

1
/on o 12 2 —
Pl = o ) =0

ed avendo definito:

a(r,s) = 2¢"(s)¢'(s) = 2¢(s)9" (s) + [ (s)* + ¢"(5)*] . (2.72)
Ovviamente esiste My > 0 tale che, se (s,7) € Ug,
la(r, s)] < My . (2.73)

Supponiamo che la particella sia vincolata a muoversi lungo la curva C in
assenza di attrito, sotto 'azione di una forza attiva conservativa di potenziale
Vo(r, s), regolare in Ug. Il suo moto e allora descritto dalla funzione sq(t)
che soddisfa 'equazione di Lagrange associata alla lagrangiana

1
L(s, ) = §m$2 —V(0,s)

Si ha pertanto:

Vo

— : 2.74
20,5) (2.74)

Supponiamo ora che non sia presente alcun vincolo, ma che la particella
sia soggetta ad una forza conservativa di potenziale

Va(r,8) = Vo(r,s) + AW (r) , (2.75)

mis'o:—

dove W (r) & una funzione non negativa, che ha in » = 0 un minimo in senso
stretto, con
W(0)=0.

Il moto & allora descritto dalle funzioni r,(t) e s(f) che soddisfano le equa-
zioni di Lagrange associate alla lagrangiana

1 1
L(r,s,r,8) = §m$2[1 + ra(r, s)] + §mf2 —Vo(r,s) — AW (r) . (2.76)

Ci proponiamo di dimostrare che la terna (C, W, X) & un modello di vincolo
approssimato ideale, secondo la definizione introdotta nel cap. 3 del testo di
Gallavotti. Cio segue dalla proposizione seguente:
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Proposizione 2.6 Sianory(t) e s\(t), t € [0, T3], le soluzioni delle equazioni
di Lagrange associate alla lagrangiana (2.70), con condizioni iniziali:

m0)=0 , m(0)=n , 50)=5 , 50 =a. (2.77)

Le condizioni iniziali e Ty si suppongono scelti in modo che (r(t), sx(t)) €
Ug. FEsiste allora A > 0, tale che, se A > \:

a) E possibile scegliere T cosi che Ty =T > 0;
b) lim)\ﬂoo T,\(lf) = 0,’
c) se so(t) € la soluzione della (2.7]) con condizioni iniziali

SQ(O) =3 y 80(0) =,

allora
Jim ([sx(t) = so(t)] +[3x(t) = S0()]) = 0.
Dim. - Per la conservazione dell’energia:

E = ;mSQ[l +ra(r,s)] + ;me +Vo(r, 8) + AW (r) =
1
= §m(a2 + 1) 4+ Vo(0,5) . (2.78)

Pertanto
MW (r)<E+Ms , M;= —II[}iIlV()(T,S) :
R

Poiche E ¢ indipendente da A (grazie al fatto che r\(0) = 0) e la funzione
regolare W (r) ha in r = 0 un minimo in senso stretto, esistono A > 0 ed una
funzione positiva (), infinitesima per A — oo, tali che

IO <N <R, A=A, (2.79)

Cio prova il punto b).
Dalla (2.78]) segue pure che

1
imé?\[l +raa(ry, sa)] < E+ Ms . (2.80)
D’altra parte, usando la positivita dell’energia cinetica, si puo mostrare che,

se (r,s) € Ug,
1+ra(r,s) > My >0. (2.81)

Infatti, per la (Z70) e la (Z71),

L+ra(r,s) = (¢ = r¢")* + (@' +1r¢")* 2 0
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ed il segno = puo valere solo se ¢’ = r¢” e ¥/ = —r¢”, cioe se
PR ) = gy =1
In tal caso tuttavia, usando la (2.69) e la ([2.72]), si ha:
L+ra(r,s) =14 2[J(r,s) — 1] + r*(¢"* + ") = 2J(r,s) >0,

in contrasto con l'ipotesi che 1 + ra(r,s) = 0.

Dalle (2.80) e (2.81]) segue che

, 2(E + Ms)
) <\ ———— =M
sx(t)] = mMy °
e quindi che
t
sn(t) = 5 = | [ dra(m)| < 1At < L 15, (282
0

cioe che s, (t) € I, purche sia
L — 5]
-

La ([2.79) e la (2:82) provano il punto a).

Consideriamo ora l'equazione di Lagrange per la funzione s,(t). Usando

la (2.76), si ha:

1< T=

p —[msx\(1+rya)] = amé)\r,\—s - —. (2.83)

Integrando ambedue i membri della ([Z83)) fra 0 e ¢, si trova, dopo qualche
passaggio,

85(1) — 53(0) = A1)~ [[ar72(0,55(r) (2.84)
avendo definito:
AD) = =5 OR0alA 0, 5(0) + 5 [ drEEIn () aera(r),52(7) -
TN >>—%‘j’<o (7). (259

D’altra parte, per la regolarita di V,, esiste una costante Mg > 0 tale che, se
(T, S) eU R,
Vo Vo
155 (1:8) = 5,
Mettendo insieme le varie stime precedenti € molto facile verificare che esiste
una costante My > 0 tale che, se |t| < T,

— (0, s)| < Mgr .

|A(t)] < M7z6(A) - (2.86)
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Notiamo ora che la funzione so(t) soddisfa, per la (274)), I'equazione
: : L st 0V
So(t) = 50(0) = —— /O ar2(0,50(7)) (2.87)

Sottraendo la (Z8T) dalla (Z84]), si trova, usando il fatto che $,(0) = 5(0),

5(0) — solt) = A0) — [ dr[ DL 0,53(7) ~ DL s0(r))] . (2:88)

D’altra parte, per la regolarita del potenziale, esiste Mg > 0 tale che, se

S1,89 € 1,
1.0V, A%

~12%
m' Js (0,50) - Js
Questa diseguaglianza, insieme alla (Z80) e alla (2Z88]), implicano che

——(0,82)] < MS‘Sl - 52|

|sx(t) — $0(t)| < M76(N\) + Mg /Ot dr|sx(T) — so(7)]| (2.89)
Inoltre

|sx(t) — solt |—‘/d7'5,\ — So(T

</ 152(7) = 50(7)] , (2.90)

per cui, posto
2(t) = |sa(t) = so(t)] + [3x () = S0(t)] ,
si ha, usando la (289) e la (2290,

t
2(t) < MeS(A) + (My +1) [ dr(7)
0
Il lemma di Gronwall (vedi Prop. [23]) implica allora che
2(t) < Mzo(N)eMs+DT

da cui segue immediatamente il punto c). |

2.6 Teorema di Noether

Se ) = F(q) ¢ un diffeomorfismo regolare fra aperti di 'Rl e Q(t) e una
soluzione delle equazioni di Lagrange di Lagrangiana £(Q, @, t), allora ¢(t) =
F~1(Q(t)) ¢ una soluzione delle equazioni di Lagrange con Lagrangiana

L(q,q.t) = L(F(q), DF(q)d,t) (2.91)

Questa affermazione puo essere verificata facilmente con un calcolo diretto
e non dipende dal fatto che le equazioni di Lagrange siano associate ad un
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sistema meccanico. Essa si enuncia talora dicendo che le equazioni di La-
grange sono invarianti nella forma rispetto a una trasformazione arbitraria
delle variabili lagrangiane.

In presenza di particolari simmetrie puo succedere che la Lagrangiana sia
addirittura invariante rispetto a particolari cambiamenti di variabili. Voglia-
mo far vedere che, in tal caso, e possibile individuare degli integrali primi
per le equazioni di Lagrange.

Definizione 2.3 Si consideri un gruppo a un parametro di trasformazio-
ni fra aperti di R', cioé una famiglia di diffeomorfismi indicizzata da un
parametro s € R, Q = F(q, s), tale che

i) F(q,0) = ¢
i) Q. s) = F(Q, —s)
iii) F(F(q,s1),52) = F(q,$1 + $2)

La Lagrangiana L(q,q) si dice invariante rispetto al gruppo di trasfor-
mazioni QQ = F(q,s), se, detta DF(q,s) la matrice Jacobiana di F(q,s), si
ha

L(g,q) = L(F(q,s),DF(q,5)q) , VseR (2.92)

Una prima conseguenza di questa definizione ¢ che, se ¢(t) € una so-
luzione delle equazioni di Lagrange con Lagrangiana L(q,q), invariante ri-
spetto al gruppo di trasformazioni F(q, s), allora esiste una famiglia ad un
parametro di soluzioni, data da ¢(t,s) = F(q(t),s). Cio segue subito dalla
(292) e dall’osservazione che ¢(t,s) ¢ una soluzione delle equazioni di La-
grange con Lagrangiana L(F'(q, —s), DF(q, —s)q), per quanto detto all’inizio
del paragrafo.

Ancora piu interessante e tuttavia il fatto che, associato con ogni gruppo
ad un parametro di trasformazioni che lasciano invariante la Lagrangiana,

esiste un integrale primo, come descritto nel teorema seguente, detto Teorema
di Noether.

Teorema 2.1 Se F(q,s) ¢ un gruppo ad un parametro di trasformazioni che
lasciano invariante la Lagrangiana L£(q,q), allora la funzione

oL, . 0F(q,s)

(g, q) =)

=1

(2.93)

)

5H

s=0

e una costante del moto.
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Dim. - Sia ¢(t) una soluzione delle equazioni di Lagrange. La (2.92))
implica che

aasﬁ (F(Q(t), s), M%W) = 0 (2.94)
per cui
2 B;WWWW 5 <q<t>,q‘<t>>jtwgf)””] e

Se si usano le equazioni di Lagrange e la definizione (2.93)), ¢ allora immediato
verificare che p

S(a(0), (1) = 0 (296)
|
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3 Cinematica relativa

3.1 Cambiamenti di riferimento e trasformazioni orto-
gonali.

Cominciamo questo paragrafo richiamando alcune definizioni e proprieta ben
note dei cambiamenti di riferimento, pit che altro per fissare la notazione.

Un sistema di riferimento S ¢ definito dando un punto O dello spazio
ed una terna ordinata di assi cartesiani ortogonali passanti per O; un punto
P dello spazio ¢ allora individuato da un elemento ¢ = (q1,¢2,q3) € R,
le cui componenti rappresentano le ascisse delle proiezioni di P sui tre assi
(normalmente dette coordinate di P in ). Ad ogni sistema di riferimento
e associato un orientamento nel modo usuale: si dice che l'orientamento e
positivo, se ad un osservatore in piedi sul piano (q;, ¢2) appare come antiorario
il verso della rotazione intorno all’asse g3 di una semiretta di origine O che
vada dall’asse ¢, all’asse ¢o descrivendo un angolo convesso; in caso contrario
si dice che l'orientamento e negativo.

Supponiamo di avere due sistemi di riferimento S e &', di origine rispetti-
vamente O e O'; indichiamo con ¢ e Q® gli elementi di R* che individuano
la posizione del punto P; rispettivamente in S e S’. Sia

q=M(Q)

la trasformazione di R?® in R?® che descrive la relazione esistente fra le coor-
dinate nei due sistemi di riferimento o, come suol dirsi, il cambiamento di
riferimento da 8’ a S.

p S

Figura 17: Esempio di cambiamento di riferimento.

Poiche il quadrato della distanza fra due punti qualunque dello spazio,
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P, e P, ¢ data in qualunque sistema di riferimento dalla somma dei qua-
drati delle differenze delle coordinate, la trasformazione M deve soddisfare,
VW, Q® e R?, la condizione:

QW) = M@ = Q) — QP (1)

avendo definito, per ogni & = (1, z9, x3) € R?,

Il verificarsi della (B.1]) si suole esprimere dicendo che M ¢ una isometria.

Definizione 3.1 Sia M una isometria. Se M(0) = 0, M si dice una tra-
sformazione ortogonale. Se esiste r € R3, tale che M@Q)=Q+r,VQ € R3,
M st dice una traslazione.

Proposizione 3.1 Ogni isometria M si puo ottenere componendo una tra-
slazione con una trasformazione ortogonale. Inoltre, se M ¢ una trasfor-
mazione ortogonale, M ¢ anche una trasformazione lineare, esiste cioé una
matrice R tale che, Va € R?,

M(z) = Rz (3.2)
La matrice R gode di alcune importanti proprieta:
a) R ¢ una matrice ortogonale, cioé
R =R (3.3)

avendo indicato con RT e R~ rispettivamente la matrice trasposta e la
matrice inversa di R.

b)
det R = +£1 (3.4)

Dim. - La prima affermazione si dimostra immediatamente ponendo
M (x) = M(x) — M(0)

ed osservando che anche M soddisfa la (3.
Supponiamo ora che M sia una trasformazione ortogonale; per la ([B.1]) si
ha:
|M(2)]* = |M(z) = MO)] = [2]* , VzeR’ (3.5)

D’altra parte, se definiamo il prodotto scalare (z,y) fra due elementi di R3,
x e y, nel modo usuale, cioe

3
i=1
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sviluppando i quadrati in ambedue i membri della (31)) ed usando la (3.3]) si
prova facilmente che

(M(x), M(y)) = (z,y) (3.6)

Per provare che M e una trasformazione lineare, dobbiamo provare che,
presi comunque due numeri reali @ e 5 e due elementi z e y di R?, si ha:

M(ax + By) = aM(x) + M (y) (3.7)

cioe che
|M(ax + By) — aM(z) — BM(y)[* =0

il che si dimostra molto facilmente sviluppando il quadrato ed usando la (3.3])

e la (3.0).

Se indichiamo con e, i = 1,2, 3, gli elementi della base standard di R?,
si ha:

3
T = Z xie(i)
i=1

e quindi, per la ([3.7):
3 . .
M(z) =Y ;M (") =3 Rjz;e¥) = Ry
i=1 ij

dove R ¢ la matrice di elementi
Rji = M(e); (3.8)
Per la (B.6)) si ha allora:
(Rz, Ry) = (x, R"Ry) = (z,y) , Va,yeR’

da cui segue
RTR=1 (3.9)

avendo indicato con I la matrice identita. Ma R ¢ certamente una matrice
invertibile, poiche, per la (B.0), Rx = 0 = x = 0. Pertanto, moltiplicando i
due membri della (39) a destra per R, si ottiene la (3.3).

Il punto b) si prova eguagliando i determinanti dei due membri della (3.9):

det(R"R) = det R det R = (det R)> =det I =1
I

La Prop. B implica che, dati due sistemi di riferimento come all’inizio
del paragrafo, esistono r € R* ed una matrice ortogonale R, tali che (vedi

Fig. [I7):
qg=r+RQ (3.10)
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Prima di analizzare le conseguenze di questa equazione, discutiamo le
proprieta delle trasformazioni ortogonali.

Poiche ¢ evidente che ad ogni matrice ortogonale ¢ associata una trasfor-
mazione ortogonale tramite la (3.2]), 'insieme delle trasformazioni ortogonali
puo identificarsi con l'insieme delle matrici ortogonali. D’altra parte, con
semplici argomenti geometrici si puo mostrare che il cambiamento di riferi-
mento associato a due sistemi di riferimento equiorientati puo sempre rea-
lizzarsi con continuitd; cio significa che, detta R la matrice corrispondente,
esiste una funzione continua R(s) a valori nella famiglia delle matrici orto-
gonali, definita nell’intervallo [0, 1], tale che R(0) = I e R(1) = R. Poiche il
determinante ¢ una funzione continua degli elementi di matrice, det R(s) ¢
una funzione continua, eguale a 1 in s = 0; la (8.4]) implica d’altra parte che
det R(s) ¢ costante, quindi det R = +1.

Definizione 3.2 Una trasformazione ortogonale, tale che la matrice R cor-
rispondente ha determinante equale a +1, si dice una rotazione, mentre R si
dice matrice di rotazione. Linsieme delle matrici di rotazione verra indicato
con R.

Nel seguito considereremo solo sistemi di riferimento con orientazione
positiva e quindi solo cambiamenti di riferimento descritti da rotazioni.

L’uso del nome di rotazione e giustificato dalla seguente proposizione, di
solito ricordata come il Teorema di Eulero.

Proposizione 3.2 Se R € R ¢ R # I, esiste » € R®, diverso da 0 ed
individuato a meno di una costante moltiplicativa, tale che

R =4

Dim. - Studiamo il problema agli autovalori per la matrice R, pensata
come una trasformazione di C* in C3:

Rr=X , ze€C® , XeC (3.11)

Se definiamo il prodotto scalare (z,%) fra due elementi di C*, z e 3, nel modo
usuale, cioe

3
i=1
allora, usando la ([B.3)) e la (311, si trova:
(#,2) = (z, R" Rw) = (Rx, Rr) = |\P*(z, z)

Di qui segue, poiché x # 0:
Al=1 (3.12)

52



D’altra parte gli autovalori sono gli zeri del polinomio di terzo grado det(R —
Al), che ha coefficienti reali, visto che R & una matrice reale. Esiste pertanto
certamente un autovalore reale, che indicheremo con A;; gli altri due auto-
valori, Ay e A3, se non sono reali, formano una coppia complessa coniugata.
Infine

La (812) e la (313]) implicano facilmente che esiste un autovalore eguale a
+1. Se infatti Ay = A3, allora:

+1 - )\1/\2)\3 == )\1|)\2|2 = >\1

Se invece tutti gli autovalori sono reali, e quindi eguali a +1 o —1, almeno
uno deve essere eguale a +1, altrimenti il prodotto sarebbe eguale a —1.
Dalle considerazioni precedenti segue anche facilmente che \; € un autovalore
semplice, a meno che non sia R = I, nel qual caso tutti gli autovalori sono
eguali a +1. Pertanto, se R # I, 'equazione Ry = 1) ammette una soluzione
non nulla in C?, individuata a meno di una costante moltiplicativa complessa.
Ma R ¢ reale, quindi Rty = ) implica Ry* = ¢* e quindi anche R(¢) +¢*) =
Y +9*. Ne segue che R = 1) ammette anche una soluzione non nulla in R?,
individuata a meno di una costante moltiplicativa. |

Il Teorema di Eulero afferma in sostanza che, se R # I, esiste una ed una
sola retta r di R®, passante per l'origine, i cui punti sono fissi sotto ’azione
di R. Inoltre, se m ¢ un piano ortogonale a r, intersecante r nel punto z",
7 ¢ invariante rispetto a R e, se x € 7, 'angolo ¢ fra il vettore x — 2" e il
vettore Rx — 2" non dipende da x; tutto cio segue facilmente dal fatto che R
lascia invarianti le lunghezze e gli angoli. Queste proprieta si esprimono di
solito dicendo che il cambiamento di riferimento da S’ a S, descritto da R,
consiste in una rotazione di un angolo ¢ intorno ad 7.

Per definire in modo univoco ’angolo ¢, € ovviamente necessario fissare
una opportuna convenzione. Noi useremo quella che, una volta scelto il verso
positivo della retta r, il modulo di ¢ & I'angolo di cui bisogna ruotare gli assi
del sistema S per sovrapporli a quelli del sistema S’; se la rotazione avviene
in senso antiorario rispetto al verso di r, ¢ € un numero positivo, altrimenti e
negativo. Le due scelte di ¢ compatibili con questa convenzione differiscono
di 27 e sono pertanto equivalenti.

Nel caso in cui la retta r coincide con 'asse z, ¢ molto facile scrivere gli
elementi di R in funzione dell’angolo ¢. Basta osservare che in tal caso il
piano xy e invariante e che le colonne di R sono formate, per la (B.8)), dalle
componenti in S dei versori degli assi coordinati di S'.
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Figura 18: Rotazione intorno all’asse z.

Detta R,(p) la rotazione corrispondente, si trova (vedi Fig. [I§]):

cosp —sing 0
R.(p)=| sinp cose 0O (3.14)
0 0 1

Espressioni simili si hanno per le rotazioni che lasciano fisso 'asse x e 1’asse
y, nel seguito indicate rispettivamente con i simboli R,(¢) e R,(¢).

Da quanto abbiamo appena detto segue che e possibile caratterizzare una
generica rotazione dando tre parametri, due per individuare la direzione della
retta invariante ed uno per indicare ’angolo di rotazione. Un’altra possibilita
¢ quella di utilizzare i cosiddetti angoli di Eulero, definiti in Fig. M9 Qui
x, y e z sono gli assi del sistema S, &, n e ¢ sono gli assi di §’, mentre n ¢
I'intersezione del piano &n con il piano xy, detta di solito linea dei nod:.

Ovviamente, perché gli angoli di Eulero siano definiti, ¢ necessario che
6 non sia un multiplo di 7 (altrimenti non ¢ definita la linea dei nodi),
cio¢ ¢ necessario che R non sia una rotazione intorno all’asse z; tutte le
altre rotazioni possono essere ottenute (in modo biunivoco), imponendo, per
esempio, le restrizioni:

O0<b<m , 0<p<2r , 0<9¢ <27

0 e detto angolo di nutazione, ¢ € detto angolo di precessione e ¢ e detto
angolo di rotazione propria.

E molto facile convincersi che la rotazione di angoli di Eulero 0, ¢ e ¢ puo
ottenersi operando successivamente una rotazione intorno all’asse z di angolo
©, una rotazione intorno all’asse £ di angolo 6 ed una rotazione intorno all’asse
¢ di angolo ¥ (I'ordine delle rotazioni ¢ ovviamente importante, perché le
rotazioni non commutano). Pertanto, detta R(6, ¢, ) la generica matrice di
rotazione, si ha:
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Figura 19: Angoli di Eulero.

da cui ¢ molto facile ricavare un’espressione esplicita di R in funzione degli
angoli di Eulero, usando la (3.14) e 'espressione analoga per R, ().

Consideriamo ora il segmento orientato P, P e siano v = (v, vg,v3), V =
(Vi, Vo, V3) le sue componenti rispettivamente in S e §’; per la (B.10) si ha:

v=RV (3.16)

Definizione 3.3 Si dice vettore una qualunque terna ordinata di grandezze
fisiche, che sono rappresentate in ogni sistema di riferimento da un elemento
di R? in modo che, dette v eV le rappresentazioni valide in S e S’ (nel sequito
dette anche componenti in S e S'), é verificata la (3.14).

Esempi di vettori, oltre i segmenti orientati, sono la velocita e ’accelera-
zione di un punto in movimento.

Se OP; e OP, sono due segmenti orientati, come e ben noto, ¢ possibile
costruire un altro segmento orientato

OP; =0P, \NOP,

detto prodotto vettoriale, le cui componenti ¢ € R® in un sistema di riferi-
mento qualunque si esprimono in termini delle componenti a e b di OP; e
OP; tramite la relazione

C;, = Zsz-jkajbk (317)
ik

essendo €5 un numero eguale a 0 se due degli indici sono eguali ed eguale
altrimenti a +1 o —1, a seconda che (ijk) sia una permutazione pari o dispari
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di (123). Poiché, variando P; e P, a e b si possono fare variare arbitraria-
mente in R? e poiché la ([BI7) deve valere in ogni sistema di riferimento, per
la (3.I6) deve essere, VR € R,

R(a Ab) = (Ra) A (Rb) , Va,beR? (3.18)

avendo indicato con a A b I'elemento di R* definito tramite la (3I7). La
(BI8) puo ovviamente essere verificata direttamente, usando le proprieta
delle matrici di rotazione.

Usando la definizione e la (BI8) ¢ a questo punto banale verificare
che, dati due vettori qualunque #; e U5, si puo costruire un altro vettore
U3 = ¥} A Us, detto ancora prodotto vettoriale di ¥} e ¥, usando la (BI7)
per costruire le sue componenti in un qualunque sistema di riferimento in
funzione delle componenti di v; e 0.

3.2 Relazione fra velocita ed accelerazioni nei due si-
stemi di riferimento.

Siamo ora pronti a discutere il problema principale di questo paragrafo, cioe
la relazione esistente fra le funzioni che descrivono il moto di un punto in due
diversi sistemi di riferimento, in moto I'uno rispetto all’altro.

Supponiamo che un punto P si muova nel sistema di riferimento S, il
riferimento fisso, e che ¢(t) siano le sue coordinate al tempo ¢. Supponiamo
inoltre che Q(t) siano le coordinate di P rispetto ad un altro sistema di
riferimento &', il sistema mobile, anch’esso in moto rispetto al sistema S.
Dalla discussione precedente segue che esistono due funzioni continue r(t) e
R(t), a valori rispettivamente in R* e in R, tali che

q(t) = r(t) + R(t)Q(1) (3.19)

Tutte le funzioni del tempo verranno supposte di classe C'*°.
Derivando ambedue i membri della ([B.19]), si ottiene:

i = (7 + RQ) + RQ (3.20)
La (3:20) ¢ di solito scritta come eguaglianza fra vettori nella forma
Uy = Uy + U, (3.21)

dove v, detto velocita assoluta, ¢ il vettore di componenti ¢ in S; vy, detto
velocita relativa, € il vettore di componenti @ in S’ e quindi di componenti
RQ in S; v, detto velocita di trascinamento, € la velocita di un punto fermo

rispetto ad S (per cui cioe Q= 0).
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Proposizione 3.3 La velocita di trascinamento puo scriversi nella forma
- - [y g
U =T +WdANO'P (3.22)

dove @ & un vettore opportuno (in generale funzione del tempo), univocamente
individuato dal moto di S'. Inoltre & ¢ invariante rispetto a traslazioni e
rotazioni degli assi di S" indipendenti dal tempo.

Dim. - Le componenti v della velocita di trascinamento in S sono date,
per la (B19) e la (3:20), dalla
v=74+RQ=7+4+RR"(¢—7) =7+ A(qg—7r) (3.23)

dove A ¢ la matrice RRT. D’altra parte, poiché RRT = I si ha:
d . .
a(RRT) =RR"+RR"=0 =

= A" = (RR")' = RR" = —RR" = - A

Pertanto A € una matrice antisimmetrica, cio¢ una matrice della forma:

0 —Wws (o)
A= ws 0 —w
—Wo w1 0

I numeri w; sono stati definiti in modo che siano valide le relazioni:

Wi = —£3 0 g A
1 2 ]k ’L]k} ]k 324
Aij = = Xk €ijrwe (3:24)
Dalla (3:24)) segue che, Vz € R®:
(A.CL’)@ = ZAijxj = — Z&?ijkxjwk = (w A .T),L (325)
J jk

Poiché 7 e ¢ — r sono le componenti rispettivamente di 7o, e di O'P in S,
la (3:23) e la (3:28) sono compatibili con la (3.:22]), almeno nel riferimento S.

Rimane da dimostrare che w sono effettivamente le componenti in S di
un vettore . Cio segue facilmente dalle considerazioni seguenti.

Sia S un altro riferimento fisso con origine O e siano §(t) le coordinate di
P in S; esistono allora 7 € R® e R € R, indipendenti da ¢, tali che:

G(t) =7+ Rq(t) = 7+ Rr(t) + RR(t)Q(t) = 7(t) + R(t)Q(t)

essendo 7(t) le coordinate di 0" in S e R(t)~ la matrice di rotazione individuata
dal cambiamento di riferimento da &’ a §. Derivando si ha:

G=r+AG—F)=F+OA(G—T)
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con )
w; = —5 > ik A
jk
Poiché § = R¢ e 7 = Rr, deve essere
GA(G=7)=RwA(qg—7)] = (Rw) A [R(qg—1)] = (Rw) A (G —7)

avendo fatto uso nel secondo passaggio della BI]). Ne segue, poiché @ &
univocamente individuato da A, che

& = Rw

Per dimostrare 1'ultima affermazione del teorema, consideriamo un altro
riferimento §” fermo rispetto ad &', di origine O” ed indichiamo con Q" (¢)
le coordinate di P in S”; esistono allora 7 € R* e R € R, tali che Q(t) =
7+ RQ"(t). Inserendo questa relazione nella ([B.I0), si trova:

q(t) = r(t) + R(t)r + R(ORQ"(t) = r"(t) + R"(t)Q"(t)
con R"(t) = R(t)R. Si ha pertanto:
Uy = Uor + J"NO"P

essendo " il vettore individuato tramite la (3.:24)) dalla matrice A” = R"R"".
Tuttavia o .
A"=RRR'R" =RR" =4 = J"=4

Il vettore & e detto wvelocita angolare istantanea, per la ragione seguente.
Lo spostamento ds nel tempo dt di un punto P fermo rispetto ad S’ ¢ dato,

per la (3:22)), se 1o, = 0, dalla
—
ds = |&d|dt(i A O'P) (3.26)

dove 7i ¢ il versore della retta r passante per O, avente la direzione e il verso
di &. ds e pertanto un vettore ortogonale al piano 7 passante per P e per r;
inoltre |ds| = lp|d|dt, dove lp ¢ la distanza di P da r. Di qui segue facilmente
che il piano 7 (cosi come ogni altro piano passante per r) ruota nel tempo dt
di un angolo dp = |&|dt intorno ad r.

Esiste un’importante relazione fra la velocita angolare istantanea e le
variazioni degli angoli di Eulero.

Proposizione 3.4 Se €, €, e é; indicano rispettivamente i versori della
linea dei nodi, dell’asse z e dell’asse ¢ (vedi Fig. [19), allora

& = 08, + p&, + Ve, (3.27)
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Dim. - Per la (3.24) &(¢) dipende linearmente dagli elementi della matrice
A(t) = R(t)R"(t). D’altra parte R(t) & individuata dagli angoli di Eulero,
per cui esiste una funzione R(f, ¢, 1), a valori in R, tale che:

R(t) = R(6(t), (1), %(1))
Ne segue che:

. . OR .OR .0R
R—9—+<,0%+ @

90 = A:AQ‘FA(p‘{‘AQp

essendo Ay, A,, Ay le matrici corrispondenti ad una rotazione in cui varia,
rispettivamente, solo ’angolo 6, ¢, 1. Si ha pertanto:

Q:QQ+Q¢+Qw

essendo Wy, Wy, Wy le velocita angolari corrispondenti a Ay, A,, Ay. D’altra
parte, dalla Fig. e dall’osservazione che segue la Prop. B.3] segue subito
che ‘ ‘

o =0é, , W,=¢e , Wy =1e

donde la (3.27)). |

Nello studio del moto di un corpo rigido e utile avere delle espressioni
esplicite per le componenti in &’ del vettore @(t), che indicheremo con €Q(t).
Dalla Fig. [[9 segue facilmente, usando la (321, che:

Q) = écos¢+¢sinesinw
Q, = —Osiny + psinbcost (3.28)
Q3 = pcosh+

La dimostrazione della Prop. puo estendersi immediatamente per
calcolare la derivata temporale di un vettore #(t), le cui componenti in &’
sono indipendenti dal tempo. Si trova la cosiddetta formula di Poisson:

=0 NT (3.29)

Passiamo ora a studiare la relazione che c’¢ fra le accelerazioni nei due
riferimenti di un punto P in moto. Derivando la ([3.20), si trova:

i = (i + RQ) + 2RQ + RQ
che puo riscriversi in forma vettoriale nella forma:

d, = d, + d, + d, (3.30)
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dove d,, detta accelerazione assoluta, € il vettore di componenti ¢ in S; @,
detta accelerazione relativa, & il vettore di componenti @) in &; @,, detta
accelerazione di trascinamento, € 'accelerazione di un punto fermo rispetto
ad &’. Rispetto all’analoga formula ([B.21I]) ¢’¢ ora un termine in piu, la
cosiddetta accelerazione di Coriolis, le cui componenti in § sono QRQ =
2A(RQ), essendo A definito come nella dimostrazione della Prop. 3.3 si ha
pertanto, usando la ([3:29]) ed il fatto che RQ sono le componenti in S di 7,:

i, = 25 AT, (3.31)
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4 Corpo rigido con un punto fisso

4.1 Vincolo di rigidita.

Si consideri un sistema I' di N > 2 punti materiali distinti P;,..., Py di
masse my, ..., my, soggetto al vincolo che le distanze fra tutte le coppie di
punti hanno valori fissati; un tale sistema & chiamato corpo rigido. Se ¢?) €
R?® rappresenta le coordinate del punto P, nel sistema di riferimento fisso S
e l;; ¢ la distanza fra P; e P;, il vincolo si esprime mediante le N(N — 1)/2
condizioni

. AN\ 2
(q(z)_qu)) _gfj:o ., 1<i<j<N. (4.1)

Se N = 2, le configurazioni di I" compatibili con le (€.1]) sono tutte e sole
quelle ottenute scegliendo arbitrariame_nt? g ed il versore della retta che
congiunge P; con P,, orientato come P P; il sistema ha pertanto 5 gradi di
liberta. Lo stesso risultato si ottiene se N > 2 e tutti i punti sono allineati;
in tal caso, infatti, una volta fissata la posizione di P, e P, la posizione di
un qualunque altro punto € univocamente individuata dalla condizione che
le sue distanze da P; e P, sono assegnate.

Se N = 3 e i punti sono non allineati, una volta assegnata la posizione
di P; e Py, la posizione di P3; e univocanente individuata fissando 1’angolo
che il piano (unico) passante per i tre punti forma con un piano assegnato
passante per le retta che congiunge P, con Py; il sistema ha pertanto 6 gradi
di liberta.

Lo stesso risultato si ottiene se N > 3 ed esistono in I' tre punti non
allineati. In tal caso, infatti, una volta assegnata la posizione di 3 punti
non allineati, quindi anche la giacitura dell'unico piano 7 che li contiene,
la posizione di tutti gli altri punti e individuata a meno di una riflessione
rispetto a m. Cio significa che tutte le configurazioni di I' compatibili con le
([ET) si possono ottenere come unione di due sottoinsiemi connessi di R*Y,
ognuno dei quali e localmente in corrispondenza biunivoca con un aperto di
RS,

I moti del corpo rigido vengono studiati sotto l'ulteriore assunzione che
il vincolo di rigidita sia un vincolo ideale. Si assume cioe, vedi §2.1] che,
dato un qualunque moto ¢(¢) = (¢ (t),...,¢"™)(t)) compatibile con i vincoli
nell’intervallo di tempo [ e dato comunque t € I, ogni punto P; di I & soggetto
ad una reazione vincolare R (q(t),(t)), cosi che, dato un qualunque moto
G(s,t) compatibile con i vincoli, definito in un intervallo contenente s = ¢ e
tale che G(t,t) = ¢(t), sia valida la condizione

ivj RD . G(t,t)=0. (4.2)

Da un punto di vista geometrico, questa condizione significa che il vettore
R=(RW,. .., RM) c R* ¢ ortogonale al sottospazio lineare tangente alla
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superficie ¥ dei punti ¢ = (¢, ..., ¢™)) € R3N che soddisfano i vincoli (&I)).
Pertanto R deve appartenere ad un sottospazio lineare di dimensione 3N — 6
0 3N — 5, a seconda che ci siano o meno in I' tre punti non allineati.
Consideriamo ora un sistema di riferimento S’ fisso rispetto ad I', con
origine in O (che non deve necessariamente appartenere a I'). Se gor sono le

coordinate in § di O al tempo ¢, per la Prop. 3.3 c'](z)(t, t) € necessariamente

della forma (.j(i) (t,t) = vo +w A (¢W — qor). La ([EZ) puo pertanto scriversi,
usando 'identita a - (b A c) =b- (¢ A a), nella forma

N N

vo 2RO +w-[Do(q" = g0) ARYT=0. (43)

i=1 i=1

D’altra parte, al variare di ¢(s, t), i vettori vy e w possono assumere qualunque
valore in R?; ne segue che le condizioni ([@3)) sono equivalenti alle condizioni

N N
R=>RV=0 , M= (¢"-g0)ARY=0, (4.4)

i=1 =1

che si esprimono di solito dicendo che il sistema di reazioni vincolari ¢ un
sistema di forze equilibrato. Si noti che M, momento delle reazioni vincolari
rispetto a O, non dipende da O’, come ¢ facile verificare usando il fatto
che la risultante R ¢ nulla. Pertanto le (d.4]) impongono al pitt 6 condizioni
indipendenti sul sistema di reazioni vincolari, in accordo con le osservazioni
fatte precedentemente (dopo la ([£2)) sulla dimensione del sottospazio lineare
cui deve appartenere il vettore R.

Un’altra caratterizzazione del sottospazio lineare cui appartiene R, tutta-
via non valida in generale, si puo ottenere notando che, se si definisce (s, t)
come prima e si indica con ¢;;(g) il primo membro della (£.1]), si deve avere
©;;(4(s,t)) = 0 per ogni s vicino a t; derivando rispetto a s, si trova:

a@ij(Q(t)) : g(ta t) =0, (45>

avendo indicato con 9 = (9W,... 0™} il gradiente in R* e con 9 il
gradiente rispetto alle sole coordinate della particella i-esima. Pertanto il
vettore 0y;;(q) € R*" appartiene, per ogni ¢ € ¥, al sottospazio ortogonale
al sottospazio tangente a 3 in ¢q. Poiché N(N —1)/2 > 3N — 6 per N >
4, 1 vettorl Jy;j(q), con 1 < ¢ < j7 < N, non possono essere in generale
indipendenti; cio e possibile solo se N < 4. E tuttavia da aspettarsi che,
in generale, essi generino tutto il sottospazio ortogonale; se cio succede, il
vettore R puo rappresentarsi (in modo sicuramente non unico per N > 4)
nella forma

R(g(t),d() = > Ailat),q(t) Opi(a(t)) , (4.6)

1<i<j<N
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essendo \;;(q(t),¢(t)) delle costanti scalari opportune, dipendenti dal moto
effettivo. Si noti ora che, per le (&),

0" i5(q) = 20,i(q" — q¥)) + 26,5(¢") — ¢) (4.7)

da cui segue facilmente che

R = 3 20507 = qV) + 3 2Xi(¢™ — ¢¥) =
r<j<N 1<i<r
= > 205(¢" = ¢, (4.8)
=

con \ij = Aij, se i < j, € Aij = Aj;, se i > j, cosi che \;; = Aj;. Il sistema
di reazioni vincolari e pertanto della stessa forma di un sistema di forze
interne, cioe di un sistema di forze agente su di un sistema di N particelle,
tale che la forza F® agente sulla particella i-esima & della forma F® =
>t fij(q(i) —q%), con fi; = fji- Rispetto all'usuale definizione di sistema di
forze interne, manca tuttavia la proprieta che le funzioni scalari f;; dipendono
solo dalle posizioni e velocita delle particelle di indice ¢ e j, in quanto esse
dipendono in generale (fra I’altro in modo non unico, per N > 4) dalle
posizioni e velocita di tutte le particelle.

Le considerazioni precedenti mostrano che l'idea intuitiva di interpretare
il vincolo di rigidita come dovuto ad una interazione additiva a due corpi
fra le particelle, cosi da giustificare I'ipotesi di vincolo ideale (in quanto un
sistema di forze interne soddisfa senz’altro le condizioni (4.4])), non ¢ del
tutto giustificata. Del resto, non ¢ nemmeno vero in generale che R possa
rappresentarsi nella forma (6]), in quanto cio ¢ certamente falso se N > 3
e tutti i punti sono allineati. Per dimostrarlo, indichiamo con Fy l'insieme
di vettori {Jd¢;;,1 <i < j < N} e dimostriamo che ogni vettore di Ex puo
scriversi come combinazione lineare di N — 1 vettori, anch’essi appartenenti
ad Ey, se N > 3 e se i punti sono tutti allineati. Da cio segue subito
che, nell’ipotesi precedente, Fy non puo generare il sottospazio ortogonale,
in quanto la sua dimensione ¢ 3N — 5 (il sistema ha 5 gradi di liberta) e
3N —5>N—1,se N > 2.

Per dimostrare 'affermazione precedente, consideriamo le prime tre par-
ticelle e supponiamo (il che non e restrittivo) che la retta che contiene i
tre punti coincida con l'asse z e che z; > 29 > z3, avendo posto inoltre
¢ = (24,9, 7). Usando la ([@7), si vede facilmente che

@QOIQ - (07 07 2l12a 07 07 _2l12a 07 07 07 Q)7
89013 = (07 07 2l13a 07 Oa 07 07 Oa _2l13a Q)) (49>
89023 = (07 07 07 07 Oa 2l237 07 Oa _2l23a Q)7

avendo indicato con 0 il vettore nullo con 3N — 9 componenti. E facile verifi-
care che i tre vettori (4.9) sono linearmente dipendenti e che uno qualunque
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di essi puo esprimersi come combinazione lineare degli altri due. Il ragio-
namento precedente puo ovviamente applicarsi a qualunque terna di vettori
Jg;;; pertanto, se consideriamo 'insieme {Jg;n,1 <i < N —1}, ogni vettore
di questo insieme puo scriversi come combinazione lineare di dpy e Jpy;.
Poiché 0py; € En_1, ne segue che, se ogni vettore di Ey_; puo scriversi come
combinazione lineare di N — 2 suoi vettori, allora ogni vettore di Ey puo scri-
versi come combinazione lineare di N — 1 suoi vettori. Poiche I'affermazione
precedente ¢ vera per N = 3, essa ¢ vera per ogni N > 3.

Si possono fare facilmente altri esempi di sistemi di punti per cui la di-
mensione di Ey e inferiore a 3N — 6, anche se i punti non sono tutti allineati.
Si supponga, per esempio, che N = M + 1 e che i primi M punti sono alli-
neati, senza essere allineati con l'ultimo. Poiché i vettori che appartengono
a Fy, ma non a Ej;, sono M, la dimensione di Fx puo essere al piu eguale
a (M —1)+ M, che ¢ minore di 3(M + 1) — 6, se M > 2. Sembra tuttavia
complicato caratterizzare gli insiemi di punti per cui la dimensione di Ey ¢
inferiore a 3N — 6.

4.2 Cinematica del corpo rigido.

Sia I un corpo rigido, costituito da N punti materiali distinti di masse my, .. .,
my, e supponiamo che il vincolo di rigidita sia un vincolo ideale. Conside-
riamo inoltre un sistema di riferimento S’ fisso rispetto a I' con origine O’,
non necessariamente appartenente a I'. Vogliamo studiare la cinematica di
I" rispetto al sistema di riferimento S, con origine in O. Ovviamente il moto
del corpo rigido ¢ completamente determinato dal moto di &’ rispetto ad S,
studiato nel §3] e puo pertanto essere descritto, per esempio, in termini degli
angoli di Eulero (vedi Fig. [[9) e del moto di O'.

Consideriamo, per cominciare, I’energia cinetica 7 di I" nel riferimento S,
indicando con P; e ¥; la posizione e la velocita del punto i-esimo. Indichiamo
inoltre con M = "N | la massa totale di I' e con G la posizione del baricentro,
definito come 1'unico punto tale che, dato un qualunque altro punto 7" dello
spazio, valga I'identita

N
M TG =Y mTP.. (4.10)
=1

Poiche tutti i punti sono fermi rispetto ad &', usando la (321]), la (3.22) e
I'identita @ - (¥ A 2) = ¢ - (2 A ), troviamo che

1Y 1
T = SYmid? = M(io) +6-[0C A (Mio)] + To . (411)
=1
1 Y —— 5
To = 5> m(@AOPR) (GAOP) =

@
I
—



N

L N = AD
w-ZmiOPi/\(w/\OPi). (4.12)
i=1

Si noti che, se O’ = @G, il secondo termine nel membro di destra della (Z11])
¢ nullo, per cui vale il Teorema di Konig

1
T = 5Mﬁg + 75, (4.13)

che giustifica la definizione di 75 come energia cinetica di rotazione intorno
al baricentro. Si noti infine che, se vpr = 0, 7 coincide con 7or.

Consideriamo ora il momento angolare jr del sistema rispetto al polo T
in S; si ha

—

N
iro= Sm ,TPAw =TO A (Mig)+0G A (Mio) +j, (4.14)

_— —

PA(GNANO'P) . (4.15)

I
-
Q

J

Si noti che, se T =0’ = G, jo = J.
La (AI2) e la (A.I5) implicano che

- 1

N | —

dove Q e J indicano gli elementi di R?, le cui componenti coincidono con le
componenti in &’ di & e J, rispettivamente, e (+,-) indica il prodotto scalare
in R?.

Usando Didentitd @A (bA ) = b(@- &) — &@- @) ed indicando con Q) € R?
le componenti nel sistema S’ di O'—PZ, la (415 puo scriversi nella forma

J =10, (4.17)
dove I & la matrice con elementi
N
Lo =Y m;i [QV%,, — QUQY] . (4.18)
i=1

Si noti che la matrice I, detta matrice di inerzia, dipende dalla geometria del
corpo, nonché dalla scelta di &', ma ¢ indipendente dal moto di §’. Questa
proprieta, che sara cruciale nell’analisi dei moti del corpo rigido, non sarebbe
vera, se si scrivesse la relazione (4.I7) in termini delle componenti in un altro
sistema di riferimento, per esempio S.

Se si inserisce la (EI7) nella (416, si trova

- 1

N —
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da cui segue, in particolare, che I € una matrice semidefinita positiva, poiche
I’energia cinetica non puo essere negativa. Poiche I ¢ anche simmetrica, la si
puo diagonalizzare, si puo cioe scegliere il sistema S’ cosi che I, = I,.0,5, con
I, > 0,Vr. Se si opera una scelta di questo tipo, gli assi di S’ sono detti assi
principali di inerzia, 1 ¢ detta matrice principale di inerzia ed i numeri I,
sono detti momenti principali di inerzia. Quest’ultima definizione dipende
dal fatto che, per la (£I8)), anche se I non ¢ diagonale,

N N
=3 Y QW =S "md? | (4.20)
=1

i=1 s#r

dove d¥) ¢ la distanza di P; dall’asse r-esimo di &', per cui I,, coincide con
il momento di inerzia del sistema rispetto all’asse r-esimo. La (£.20) implica
anche che al piu uno dei momenti principali di inerzia puo essere nullo e cio
puo succedere solo se tutti i punti sono allineati e se O’ ¢ allineato con essi; in
tal caso uno degli assi principali di inerzia, quello rispetto a cui il momento
e nullo, e diretto come la retta contenente tutti i punti del sistema.

La matrice di inerzia permette di calcolare in modo molto semplice anche
il momento di inerzia del corpo rigido rispetto a qualunque retta. Sia infatti
n un elemento di R?* di modulo uno, che rappresenta il vettore 7 in S’ e sia
C una retta parallela a 7i; per la ({.18]), anche se I non ¢ diagonale,

(n,In) Zm QY. QW) — Zmzdc : (4.21)

dove dg) ¢ la distanza di P; dalla retta r. Pertanto (n,In) ¢ proprio il
momento di inerzia del sistema rispetto alla retta C.

Un’altra grandezza geometrica interessante associata con il corpo rigido
¢ Dellissoide d’inerzia, definito come 'insieme dei punti di () € S’ tali che

(QIQ)=1. (4.22)

L’ellissoide di inerzia dipende dalla scelta di O, ma non dall’orientamento
degli assi di §’; i suoi assi coincidono con gli assi principali di inerzia. Inoltre
la sua forma da un’idea qualitativa della distribuzione dei punti in &', in
quanto, se P & un suo punto di coordinate @ in &', la (£22)) implica che,
— —
posto @ = |Q|n (cosi che OP = |O'P|ii), deve essere |O'P|2 = 1/(n,In). Ne
segue, in particolare, che, piu 'ellissoide e allungato in una direzione, piu la
massa del corpo rigido € vicina alla retta passante per O’ e parallela a quella
direzione.

Due corpi rigidi diversi possono avere lo stesso ellissoide d’inerzia, che
caratterizza completamente la cinematica. Pertanto, dal punto di vista ci-
nematico, l'ellissoide d’inerzia puo sostituire a tutti gli effetti il sistema di
punti. Cio non e in generale vero per la dinamica del corpo rigido, perche
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due sistemi di punti diversi con lo stesso ellissoide d’inerzia sono in generale
soggetti a forze esterne diverse. Un caso importante in cui c¢io non e vero
¢ quello del corpo rigido in assenza di forze esterne; in tal caso il moto ¢
determinato esclusivamente dall’ellissoide d’inerzia.

Il fatto che la cinematica del corpo rigido dipenda solo dalla matrice di
inerzia permette inoltre di estendere in modo naturale il modello di corpo
rigido ad un sistema continuo di punti, che occupa una regione compatta V'
dello spazio con densita p(Q)) assegnata. Basta utilizzare tutte le formule
precedenti, definendo la matrice d’inerzia tramite ’equazione

o= [ dQ p(@) [@%,. - Q.Q.] . (4.23)

4.3 Moti del corpo rigido libero con un punto fisso.

Passiamo ora a studiare la dinamica del corpo rigido in alcuni casi particolari.
Consideriamo per primo il caso pit semplice, quello di un corpo rigido con un
punto fisso in assenza di forze esterne. In tal caso possiamo scegliere le origini
di § e &’ ambedue coincidenti con il punto fisso; supporremo inoltre che gli
assi di &’ siano stati scelti in modo da diagonalizzare la matrice di inerzia e
che il vincolo di punto fisso sia un vincolo ideale. Conviene distinguere tre
casi in funzione dei valori dei momenti di inerzia principali.

a) 1121221321.

In tal caso i vettori j e & sono paralleli, poiche, per la ([£I7), J; = I€;.
D’altra parte, poiche il momento delle reazioni vincolari rispetto al punto
fisso ¢ nullo, grazie alla seconda delle (4.4]), al fatto che il vincolo di punto
fisso e realizzato con una reazione vincolare applicata in O ed all’assenza di
altre forze, per la seconda equazione cardinale j ¢ costante. Ne segue che
anche & e costante, cosi che tutti i moti permessi sono rotazioni uniformi
intorno ad un asse fissato.

by =1,=1,13#1I.

In questo caso si dice che il corpo rigido € una trottola o un giroscopio.
Se utilizziamo gli angoli di Eulero come variabili lagrangiane, la Lagrangiana
del sistema si ottiene sostituendo nell’espressione (4.19) dell’energia cinetica
le espressioni (3.28) delle componenti in S’ di &. Si trova

1 . 1 .
L= §I(¢2 sin® 0 + 0%) + 5]3(1/1 + ¢cosf)?. (4.24)

Poiché ¢ e ¢ sono variabili cicliche, si hanno due leggi di conservazione

oL

Py = % = ]gbsin29+]3(¢ + pcos ) cos = cost , (4.25)
oL S
Py = % = I3(¢ + pcosf) = cost . (4.26)
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La costanza di p, ¢ strettamente legata alla conservazione del momento an-
golare (vedi punto a)). Infatti, p, puo scriversi anche nella forma, valida
anche se I # I,

3
D= IZQZ%% = [, sinfsiny + Qs sinf cosp + [3Q3cos0 . (4.27)
i=1
Poiché le componenti di €, in &’ sono (sinfsin,sin @ cos, cosh), come
segue facilmente dalla Fig. [[9] si vede subito, usando la (£.I7), che p, = j-€..
La costanza di j non ¢ invece sufficiente a spiegare il fatto che py =
Q=7 € ¢ costante, in quanto il vettore € non ¢ in generale costante. In
tal caso il fatto che Iy = I, = I e infatti essenziale, come mostra il calcolo
seguente. Se indichiamo con fl e @, le proiezioni di j e & sul piano (£n) di
S’ si ha

J1 = LiEe + ¢, = 1(Q8 + Ne,) = I3, (4.28)
=13, (t) + I3Q3(t) . (4.29)
Pertanto
d hwd hd d —
ﬁ('.gc) :j'(ae}) =7 (AE) =

(Fo+ 1s980) - (B + Q) A &) = (IS, + LQs8,) - (L AE) =0

Le considerazioni precedenti valgono comunque si scelga il riferimento
fisso §. La conservazione del momento angolare suggerisce di scegliere la
direzione dell’asse z di & coincidente con quella di j Questa scelta ha la
conseguenza che S dipende dalle condizioni iniziali, ma permette di risolvere
molto facilmente il problema di determinare i moti del sistema. Infatti, per
la terza delle (B28) e la (A26]), 23 € una costante del moto; d’altra parte la
scelta di S e la (@IT) implicano che 303 = J5 = j - & = |j] cos @ (vedi Fig.
M9). Ne segue, poiché anche |j] & costante, che 6 & costante. Poiché, per le
(£25) e [{26), p, = ¢ sin 6% + py cos b, anche ¢ ¢ allora costante, cosi come
¥, dato che ¢ = py/Is — pcosé.

La discussione precedente si puo riassumere dicendo che tutti i moti della
trottola sono delle precessioni regolari intorno alla direzione del momento
angolare, intendendo per precessione regolare intorno alla direzione di un asse
dato r un moto tale che un asse 7/, fisso rispetto al corpo, ruota con velocita
angolare costante intorno a 7, mentre il corpo ruota con velocita angolare
costante intorno a r’. Nel caso della trottola 1'asse r’ ¢ 'asse principale
d’inerzia di momento I3.

Vediamo ora come si determina il moto della trottola in funzione delle
condizioni iniziali, che ovviamente devono essere date rispetto ad un riferi-
mento fisso Sy, scelto in modo arbitrario una volta per tutte. Supponiamo
pertanto che siano dati in Sy i versori di &’ al tempo ¢ = 0, insieme alla
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velocita angolare &(0), e procediamo esplicitando la dipendenza dal tem-
po solo per le grandezze che non sono necessariamente costanti in base alla
discussione precedente.

Figura 20: Decomposizioni di &(0).

La (E29) implica che i vettori j, &(t) e &(t) sono complanari per ogni e
che il vettore costante ; puo essere determinato in funzione dei dati iniziali,
usando la (@E29) con t = 0, cio j = 1&, (0)+ 15236 (0); in particolare 'angolo
6, costante nel tempo, fra j e éc(t) € calcolabile in funzione dell’angolo « fra
WJ(0) e €:(0) tramite I'equazione

tan§ = L tan o, (4.30)
I3
vedi il disegno nella parte sinistra di Fig. (valido per I > I3, altrimenti
il vettore j sarebbe compreso fra &(0) e lasse ¢), dove |OA| = Qg, |OB| =
Jg == 1393.

Possiamo ora scegliere ’asse z diretto come f, cosi che, in base alla di-
scussione precedente, 6 = 0, mentre pe 7,0 sono costanti del moto, i cui valori
possono essere determinati usando la (3.27). Si ha

B(t) = @&, +Pec(t) . (4.31)

Pertanto ¢ e ¢ sono le componenti di &(0) rispettivamente lungo 'asse z e
I'asse (, vedi parte destra di Fig. 20, dove OD = ¢e, e OC = 1e;. Usando
il Teorema dei Seni, si trova facilmente che

sin «v . sin(f — «)

p = GO, Y= ———1&(0)]. (4.32)

sin 8 sin 0

C) L <, < Is.

In tal caso, come ¢ facile controllare usando le ([B:28)), la Lagrangiana
dipende esplicitamente, oltre che da 6, anche da v, per cui I'unica variabi-
le ciclica ¢ ¢, cui corrisponde la legge di conservazione p, = cost. Non ¢
pertanto piu vero che p, ¢ costante e le equazioni di Lagrange non sono di
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grande aiuto per determinare i moti del sistema. Come vedremo, risulta in-
vece molto semplice raggiungere questo risultato, studiando preliminarmente
le funzioni J;(t) = L;X%(t).

Cominciamo con l'osservare che queste tre funzioni soddisfano due leg-
gi di conservazione. La prima discende dalla conservazione dell’energia F
(coincidente con 'energia cinetica), la quale implica, per la (£19]) e la (£17),
che

[\

J,

Y5 =1, a=2EL. (4.33)

i—1 @i

La seconda legge di conservazione segue dalla conservazione del modulo A
del momento angolare, la quale implica che

3
SJP =A% (4.34)

=1

Ne segue che ogni moto del sistema & tale che, in &', il punto di coordina-
te J(t) appartiene all’intersezione dell’ellissoide (£33) e della sfera (4.34]).
Poiché questa intersezione non puo essere vuota, le costanti £ e A devono
soddisfare la condizione

2B < A* <2FEI; . (4.35)

Facciamo ora vedere che le componenti di J(¢) soddisfano un sistema
relativamente semplice di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine.
Se indichiamo con R(t) la trasformazione ortogonale che fa passare dalle
coordinate in &’ alle coordinate in S di un vettore qualunque (vedi (3.10)) e
con j = (j1, ja, j3) le componenti in S di 7, si ha, usando la (329)

d d : - , ~
0=—=—(RJ)=RJ+RJ=wAj+RJ. (4.36)
at dt
D’altra parte, per la BI8), w A j = (RQ) A (RJ) = R(2 A J); pertanto
RQAJ+J)=0c¢equindi QA J+ J = 0, poiché R ¢ invertibile. Usando

anche la ([£I7), si arriva finalmente alle equazioni, dette equazioni di Eulero,

Jo= (I3 =170
Jy = (7Y =I3YJs)y (4.37)
Js = (I;'—I7Y 0,

Le (£31) permettono di calcolare immediatamente tutte le soluzioni co-
stanti: esse si ottengono annullando almeno due delle componenti di J. In
altre parole, J(t) = J(0) se e solo se J(0) appartiene ad uno degli assi
coordinati di 8. D’altra parte, se J = 0, & anche £ = 0, per cui

d .
w:%(RQ):RQ:w/\w:O. (4.38)
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Ne segue che le soluzioni costanti delle (£31) corrispondono a moti rotatori
uniformi intorno ad uno degli assi di inerzia principali del sistema (gli assi
coordinati di &’); infatti & ¢ costante e coincide con la sua proiezione su uno
degli assi coordinati di &', essendo nulle le proiezioni sugli altri due assi.

Se J(0) non appartiene ad uno degli assi coordinati di &', la traiettoria
di J(t) si puo determinare facilmente usando l'osservazione, fatta preceden-
temente, che essa ¢ contenuta necessariamente nell’intersezione dell’ellissoide

[@33) e della sfera (£.34). Conviene distinguere tre casi differenti.

i) 2E1 < A? < 2EL,.

In tal caso il raggio della sfera ¢ compreso fra il semiasse minore e quel-
lo intermedio dell’ellissoide, per cui l'intersezione e costituita da due curve
chiuse, che girano (sulla superficie dell’ellissoide) intorno all’asse £, vedi Fig.

21

Figura 21: Traiettorie nel caso 2EI; < A% < 2E1,.

Poiché nessuna delle due curve contiene stati di equilibrio del sistema (4.37]),
ragionando come nel §I.7] si pud concludere immediatamente che, se J(0)
appartiene ad una di queste curve, la traiettoria coincide con essa e la fun-
zione J(t) ¢ periodica. Per determinare la legge oraria, si procede nel modo
seguente.

Consideriamo le soluzioni la cui traiettoria coincide con la curva superiore,
caratterizzata dal fatto che Ji(t) > 0, per ogni t; le altre si studiamo in
modo del tutto analogo. Poiché il sistema (A37]) ¢ autonomo, tutte queste
soluzioni si ottengono con una traslazione dell’origine dei tempi da quella con
J3(0) = 0 e J5(0) < 0; supporremo pertanto che anche queste due condizioni

siano soddisfatte. Usando le (£33) e ([@34), si vede facilmente che

1

(G =1 = @BL =A%) = J(7-1), (4.39)
1
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J2(1—=) = (A*—=2EIL) — J2(1——). (4.40)

Poiché J;(t) > 0, la (£39) pud risolversi univocamente rispetto a J; nella for-

ma J; = /oy — 31J3, con ay e B costanti positive opportune. La (40) per-

mette invece di esprimere .J3 in funzione di J, nella forma J; = 4=y/a3 — (5.3,
con az e (3 positivi e az/fF3 < a1/F1; per la seconda delle (L.37) il segno di
J3 € positivo nei punti in cui Jp > 0, negativo in quelli in cui J; < 0 (pertan-
to la traiettoria ¢ percorsa in senso orario). Sostituendo nella seconda delle
([A4.31) le espressioni trovate per J; e Js, si trova che la funzione Jo(t) deve
soddisfare, nel tratto di curva in cui J3 > 0, 'equazione differenziale

Jy = (I7' — -73_1)\/(041 — (1J3) (s — B3J3) (4.41)

e che, se T' ¢ il periodo del moto, J5(t) passa, nell'intervallo di tempo [0,7/2],

dal valore minimo —/as/f3 = J5(0) al valore massimo y/as/0B3 = Jo(T/2).
La legge oraria (o meglio la sua inversa) ed il periodo del moto si ricavano
dalla (d4T]) come nel caso dei moti unidimensionali conservativi, risolvendo
I’equazione per separazione delle variabili, nella forma ¢t = t(.Js).

ii) 2EL, < A%? < 2F15.

In tal caso il raggio della sfera ¢ compreso fra il semiasse maggiore e
quello intermedio dell’ellissoide, per cui l'intersezione e costituita da due
curve chiuse, che girano (sulla superficie dell’ellissoide) intorno all’asse (,
vedi Fig. 22

Figura 22: Traiettorie nel caso 2EI, < J? < 2E1;.

Procedendo come al punto i), si dimostra che le due curve corrispondono
a moti periodici, di cui ¢ possibile determinare la legge oraria ed il periodo,
usando ancora la (£.4]]), che differisce solo per i valori delle costanti «; e ;.
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Si noti che, in accordo con il fatto che ora e J; ad avere segno fissato sulle
traiettorie, queste costanti soddisfano in questo caso la condizione «;/3; <

043/53

iii) A% = 2F 1.

In tal caso il raggio della sfera e uguale al semiasse intermedio dell’ellissoi-
de, per cui l'intersezione e costituita da due curve chiuse, che si intersecano
nei due punti dell’ellissoide che stanno sull’asse 7, vedi Fig. 23

Figura 23: Traiettorie nel caso A? = 2E1,.

Poiché questi due punti corrispondono a stati di equilibrio, ragionando
come nel J1.1] si dimostra che I'intersezione contiene, oltre ai punti di equi-
librio, quattro traiettorie diverse, che corrispondono ad altrettante classi di
moti (individuati a meno di una traslazione temporale) che tendono asintoti-
camente, nel passato e nel futuro, ai due stati di equilibrio. E facile dedurre
dalla figura che, su queste traiettorie, J;(t) e J5(t) hanno segno costante,
al pari di .J5(t) e che J,(t) & determinata dall’equazione differenziale (@A),
dove pero le costanti «; e (; soddisfano la condizione ay /3 = a3/fF3. Con
un po di semplice algebra, si puo anzi provare che

==, = =BT - (4.42)

Questa equazione si risolve facilmente in modo esplicito per separazione delle
variabili. La soluzione con J3(0) = 0 & data da

Jo(t) = Atanh(vAt) . (4.43)

Passiamo ora alla discussione di come la soluzione delle equazioni di Eule-
ro possa essere utilizzata per determinare i moti del corpo rigido I' in funzione
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dei dati iniziali. Supponiamo pertanto che sia fissato un riferimento S e che,
all’istante ¢t = 0, sia data la trasformazione ortogonale R che individua la
posizione del riferimento solidale S’ in S, insieme alla velocita angolare &(0).
Se &J(0) e diretto come uno degli assi coordinati di &', sappiamo dalla discus-
sione precedente che &(t) = &J(0); pertanto il moto ¢ una rotazione uniforme
di velocita angolare &(0).

Supponiamo ora che &(0) non sia diretto come uno degli assi coordinati
di &', cioe che &(0) abbia componenti non nulle lungo due degli assi. Poiché
J;(0) = I,2;(0), nemmeno j & diretto come uno degli assi coordinati di S’
ed e quindi possibile, almeno in un intorno di ¢ = 0, descrivere il moto del
sistema tramite gli angoli di Eulero in un riferimento fisso S, il cui asse z e
diretto come j. Il vantaggio di questa scelta ¢ nelle seguenti relazioni fra gli

angoli di Eulero e le funzioni J(t), che si ottengono proiettando j sugli assi
di §'.
Ji(t) = Asinf(t)siny(t) ,
Jo(t) = Asinf(t)cosp(t) , (4.44)
J3(t) = Acos(t).

Per dimostrare queste relazioni basta osservare la Fig. [I9 e notare che la
proiezione di j sul piano (én) ha modulo Asin@ e forma un angolo 7/2 — 9
con l'asse &, mentre la proiezione sull’asse ¢ e uguale a A cos 6.

Poiché, come abbiamo mostrato precedentemente, |.J5(t)|/A < 1 per ogni
t, la terza delle (£.44]) implica che sin 6(t) > 0 per ogni ¢; pertanto gli angoli di
Eulero sono ben definiti sempre e 6(t) = arccos J;3(t) € una funzione periodica,
dello stesso periodo di J(t). La funzione 1 (t) puo essere calcolata usando le
prime due delle (£.44]), che implicano la relazione
_ ()

Ja(t)
Se Ji(t) # 0 per ogni t, come succede per esempio nelle soluzioni delle (37
studiate al punto 1), allora ¢ (t) & la funzione regolare che si ottiene risolvendo
la (4.3) in modo che sin §(¢) abbia lo stesso segno di Ji(t); ne segue che 1) (t)
¢ una funzione periodica, dello stesso periodo di J(t). Se invece J;(t) non ha
segno costante, come nelle soluzioni studiate al punto ii), la (£3)) deve essere
risolta in modo che 1 (t) sia una funzione regolare che si incrementa di 27 in
un periodo delle funzioni J(t). Poiché ¢ & un angolo, anche in questo caso
() e di fatto una funzione periodica dello stesso periodo di J(t).

Rimane da studiare la funzione p(t). Poiché non esiste alcuna relazione
che mette in relazione direttamente ¢ con gli altri angoli di Eulero e con J,
facciamo ricorso alle (B.28]) per esprimere ¢(t) in funzione delle grandezze gia
calcolate. Si ha:

tan(t)

(4.45)

_singl)y +cosyly AlflJf + 1,12
B sin @ B JP+J3

(4.46)

74



avendo usato nel secondo passaggio anche le ([£44). Pertanto ¢(t) ¢ una
funzione periodica dello stesso periodo di J(t), positiva per ogni t. Ne se-
gue, ragionando come nell’esempio del par. 24l che la trasformazione
ortogonale R(t), che descrive il moto di I', € una funzione quasiperiodica con
due periodi, uno eguale al periodo T" della soluzione delle (£.37]), I’altro dato
dall’equazione

2 1 (7T
— == O(1) . 4.4
=), e (447)

4.4 La trottola pesante.

Un altro problema che puo risolversi completamente ¢ quello dei moti della
trottola (I; = Iy = I # I3) con un punto fisso diverso dal baricentro, soggetta
alla forza peso. In tal caso il momento angolare non e conservato, ma esiste
una direzione privilegiata, quella della verticale, per cui e naturale impostare
il problema, usando come variabili lagrangiane gli angoli di Eulero rispetto
ad un riferimento fisso S, il cui asse z ¢ diretto come la verticale, vedi Fig.

24

@)

Figura 24: Trottola pesante.

La Lagrangiana del sistema si ottiene aggiungendo all’espressione (d.24])
dell’energia cinetica ’energia potenziale, che coincide con I’energia potenziale
di una particella di massa eguale alla massa m del corpo rigido I', posta nel
baricentro GG di I'. Si ha pertanto

1 . 1 -
L= §I(cp2 sin® 0 + 0%) + §Ig(¢ + ¢cosf)? —mglcosh, (4.48)

se [ indica la distanza di G da O.

Si noti che le variabili 1 e ¢ sono variabili cicliche, come nel caso della
trottola priva di peso; pertanto i momenti coniugati py e p, definiti in (£.20)
e (£.25) sono ancora delle costanti del moto. Se sin#(0) # 0, possiamo allora
esprimere ¢ e ¢ in funzione di Py € Py, almeno finché sin f(t) # 0, e sostituire
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le espressioni trovate nell’equazione che esprime la conservazione dell’energia,
ottenendo 1’equazione

1p2 1., 1(ps— pycosh)?

F=p_-%_ f192+7<p¢ Py )

21 2 2 Isin® 0
Poiché E’ , al pari di F, ¢ una costante del moto, ci siamo ridotti ad un pro-
blema unidimensionale conservativo nella variabile 8, che puo essere studiato
con i metodi sviluppati nel par. [[.Jl Pertanto, se sinf(0) # 0, la funzione
(t) si determina studiando la funzione

+ mglcosf . (4.49)

1 (py — py cosb)?
Verp(0) = = lcosf , 4.50
ff( ) 2 ISiDQQ +mg COs ( )
il potenziale efficace del nostro problema. Bisogna distinguere due casi, |py| #

Ps| € |py| = [Pyl

a) |pyl # [pel-

In tal caso, poiché V. ;;(8) diverge per § = 0 e § = m, i valori di §(¢) devono
essere contenuti in un intervallo [0y, 85] C (0, ), individuato dalla condizione
che E' — V,;;(0) € positivo all'interno dell’intervallo ed ¢ nullo negli estremi;
cio implica in particolare che gli angoli di Eulero sono ben definiti per ogni
t. Facciamo vedere che l'intervallo [0y, 605 ¢ univocamente individuato, cioe
che l'equazione E' — V.;7(#) = 0 ammette al pitt due soluzioni in (0, ).
Per dimostrarlo e sufficiente notare che, se si pone u = cosf, u; = cosb;,
I'intervallo [01,6s] & in corrispondenza biunivoca con lintervallo [ug,u;] C
(—1,41), essendo u; e us soluzioni dell’equazione

F) = (0 — Bu)(1 — ) — (h—aw)® =0 (451)
con 28 2mgl
a=—, ﬁzg : a:}% , b:%. (4.52)

La (A.5]) e un’equazione algebrica di terzo grado a coefficienti reali, pertanto
ha almeno una e al piu tre soluzioni reali differenti. Inoltre, f(u) — oo
per u — Zoo, poiché 3 > 0, e f(£1) = —(bF a)® < 0; ne segue che una
soluzione e certamente maggiore di 1 e non c¢’e nessuna soluzione con u < —1.
D’altra parte, ¢’ sicuramente una soluzione reale in (—1, 1), poiché, se uy =
cos0(0), la (@Z9) implica che f(ug) = (1 — u2)8(0)%> > 0. Si pud pertanto
concludere che ci sono solo due soluzioni reali, eventualmente coincidenti,
ug < up nell'intervallo (—1,1), vedi Fig.

Ne segue che V. ¢¢(6) ha un solo punto di stazionarieta 6y nell’intervallo (0, 7),
che ¢ anche un punto di minimo assoluto. Pertanto la funzione 6(t) ¢ una

funzione periodica per ogni valore di E' > V,;(6y), di periodo

Ul d
Ty =2 / U (4.53)

)
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Figura 25: Grafico di f(u).

mentre ¢ costante (con valore 6p), se E' = V,;(6).
Per completare la descrizione del moto, dobbiamo determinare le funzioni

¢(t) e 1(t). Usando le ([A.26) e ({.25), insieme alla (4.52), ¢ facile vedere che

'_b—au

T
= = —a—up. 4.54
p=1 0 VEpe—ug (4.54)

=7
Pertanto ¢(t) e 9(t) sono anch’esse funzioni periodiche di periodo T, se

E" > V.s(6y), o funzioni costanti se £’ = V.rs(6p). Ne segue, ragionando
come nell’esempio del par. 2.4, che

p(t) = @0) +wit + 5:(t) , P(t) = ¢(0) +wat + 5(1) , (4.55)

S1(t) e Sa(t) essendo due funzioni periodiche di periodo T a media nulla e
nulle in ¢ = 0, mentre w; e wy sono i valori medi di ¢(t) e ¥ (t) nell’intervallo
[0, Tp]. Poiché la matrice ortogonale R(t) che descrive il moto della trottola
¢ periodica negli angoli di Eulero, i suoi elementi di matrice sono funzioni
quasiperiodiche di ¢, con periodi Ty, 71 = 27 /wy e Ty = 27 /ws.

Si noti che, se B = V,;7(6o), Si(t) = Sa(t) = 0, poiché ¢(t) e (t) sono
costanti, e che w; # 0. Quest’ultima affermazione si dimostra nel modo
seguente. Innanzi tutto, se 6; = 0, = 0y, ug = cosby ¢ uno zero doppio
di f(u), pertanto f'(up) = 0. D’altra parte, se ¢(t) = 0, la prima delle
([4.54) implica che b = aug; questa condizione, insieme alla f(ug) = 0, implica
(tramite un facile calcolo) che o = Bug. Ne segue che f'(ug) = —3(1 —up)? <
0, che ¢ incompatibile con I'ipotesi di partenza.

I risultati precedenti possono descriversi geometricamente in modo molto
semplice in termini dell’intersezione C dell’asse di simmetria dell’ellissoide
d’inerzia della trottola (I’asse ¢ del sistema solidale) con la sfera ¥ di raggio
1 e centro 0 del sistema fisso §. Questa intersezione € una curva che si
avvolge intorno all’asse z, compresa fra i “paralleli” 8 = 6; e # = 5. Bisogna
distinguere tre casi, a secondo che, posto u* = b/a, u* & [ug, u1], u* € (uz, uy)
oppure u* € {uy, us}.
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Se u* & [ug, u1], la prima delle (54 implica che ¢(t) ha segno costante,
per cui un tratto abbastanza lungo della curva C appare come nel grafico di
sinistra di Fig. 26l Si ha un moto di precessione dell’asse ¢ intorno all’asse
z con velocita angolare variabile ma di segno costante, accompagnato da
un moto di nutazione, come viene chiamata la variazione dell’angolo 6. Si
noti che tale moto non e in generale periodico, pertanto la curva C non & in
generale chiusa. Perché cio avvenga ¢ infatti necessario che esista un tempo
T tale che 8(T) = 6(0) e 8(T) = 6(0) e p(T) = (0) + 27ny, con n; intero.
La prima condizione implica che T = ny1y, con ng intero, mentre la seconda,
usando la (4.55) e notando che S;(nyTy) = S1(0) = 0, implica che T' = n,T7.
Ne segue che il moto dell’asse ¢ periodico se e solo se 11/Ty € un numero
razionale. Se cio non succede, si puo dimostrare che la curva C e addirittura
densa nella regione compresa fra i paralleli § = 6; e 0 = 0s.

z z

*

u* & [ug, uy u* € (ug,u) U = uy

Figura 26: Moto dell’intersezione dell’asse ( con la sfera unitaria di S.

Se u* € (ug,uy), ¢(t) si annulla quando cos 0(t) = u* e si ha la situazione
descritta nel disegno centrale di Fig. 26 caratterizzata dal fatto che la curva
C forma dei nodi, uno in ogni intervallo di tempo di lunghezza T, dovuti al
fatto che 'angolo ¢(t) € una funzione crescente di ¢, quando cos#(t) < u*,
mentre ¢ decrescente quando cosé(t) > u*. Si noti tuttavia che, se wy # 0
(come si & supposto in figura), ¢(t) si incrementa di una quantita w7y # 0
nel tempo Ty, per cui 'asse ¢ ha comunque un moto medio di precessione
intorno all’asse z.

Se infine u* = u; 0 u* = g, il segno di ¢(t) € costante, ma ¢(t) si annulla
quando 0(t) = 01 o 6(t) = 0,, rispettivamente. La curva C ¢ della forma
indicata (nel caso u* = u;) nel disegno di destra di Fig. 26

L’ultimo caso si presenta in particolare quando si studia il problema della
trottola veloce, quando si studia cioe il moto di una trottola posta inizialmente
in rotazione veloce intorno al suo asse di simmetria, che forma un angolo
piccolo ma maggiore di zero con l'asse z. Le condizioni iniziali di questo
problema sono, escluse quelle su ¢(0) e 1(0), che non hanno ovviamente
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alcun ruolo nel determinare le proprieta qualitative del moto,
0(0)=0o>0 , 60)=¢(0)=0 , »(0)=7, (4.56)

e si e interessati al comportamento della soluzione per v — oo.
Usando le (@.25]), (4.26]), ([£.49) e [A52)), ¢ facile vedere che
_ Ilfy I

cosi che f(u) assume la forma

a b=acosty , o= [cosby, (4.57)

fw) = Blug — w)[l —u® = Mug —u)] A= (4.58)
la quale implica in particolare che ug ¢ uno degli estremi dell’intervallo [us, u |
cui appartiene u(t) = cosf(t), vedi Fig. 28 D’altra parte ¢ evidente che
inizialmente 6(¢) deve diminuire (la trottola tende a cadere sotto la forza
di gravita), per cui ug = uy ed uy ¢ la radice piu piccola dell’equazione di
secondo grado 1 — u? — A\(ug — u) = 0; un semplice calcolo mostra che

[—()\ — 2ug) + /(A — 2u)? + 4(1 —2)| =

_ 2(1 — ug)
(= 2u) + (A~ 2u)? +4(1—ud) 459

DN | —

Ug — U2 =

Quindi 'ampiezza dell’oscillazione di u(t), che & eguale a uy — us, tende a
zero per A — oo, quindi anche per 7 — o0, e si vede subito che uy — uy =
sin? 0y /A + O(A72). Pertanto anche I'ampiezza § = 6 — 6; del moto di
nutazione tende a zero per A\ — 00; poiché ug — us = costy — costy =
cos By — cos(fy + 0) = dsin by + O(6?), si ha, pit precisamente,

sin 6, 1 51'121 . 1
0 — 0 = =5 +0<A2):I§728m90+0 ) (4.60)

Per quel che riguarda il periodo T, del moto, si noti che esso ¢ eguale al
periodo della funzione x(t) = ug — u(t), che soddisfa, come ¢ facile verificare,
I’equazione

i’ =-V(z) , V(z)=pzr*+z(\—2u) — (1 —ud). (4.61)

Ty € pertanto eguale al periodo del moto di una particella di massa m = 2 ed
energia F = 0, che si muove sotto ’azione di una forza di energia potenziale
V(z). Tale moto si svolge nell'intervallo [0, 29 = uy — us]; pertanto, usando
la (LIQ) ed il ragionamento impiegato nella dimostrazione della Prop. [L3]
si ottiene la stima

2 2
2 <Ty < . 4.62
7T\/m‘&X0<ac<acz Vi) =0T \/min0<x<zz V7 (x) (4.62)
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D’altra parte V" (x) = 65z + 20(\ — 2uy); ne segue facilmente che

o T ao(Iy bt (1
Ty = 2r 5}\+O()\2) _M+O<M3> | (4.63)

Infine, usando le (4.54)), si trova che ¢(t) ha lo stesso segno di v e che, per
v — o0,

sol=o () . dw=rro(L). we

ok ) h) |

I risultati precedenti possono descriversi dicendo che, se v € molto grande,
I’asse di simmetria della trottola gira molto lentamente intorno all’asse z,
con un moto di nutazione di ampiezza molto piccola, mentre la trottola gira
molto velocemente intorno ad esso. Si tratta di un fenomeno ben noto a
chiunque abbia giocato con una ... trottola.

b) |pe| = |pul

Sotto questa ipotesi il potenziale efficace ([A.50) diverge solo in 6 = , se
Dy = Py, 0 in 0 =0, se p, = —py. Consideriamo in dettaglio il caso p, = py;
I’altro caso si tratta in modo simile. Il potenziale efficace assume allora, come
e facile verificare, la forma

1 0
Verr(0) = §Ila2 tan? 3 + mglcosf , (4.65)

avendo definito a come prima. Ne segue che i valori dell’angolo ¢ non sono
piu ristretti all'intervallo (0, 7), come richiesto dalla definizione degli angoli
di Eulero, bensi all'intervallo (—m, ), se a # 0, o a tutto I’asse reale, se a = 0.
Per continuare nell’analisi dei moti del sistema, bisogna pertanto determinare
le funzioni 0(t), ¢(t) e (t) come funzioni regolari di ¢, eliminando ogni
restrizione sui loro valori; essendo la matrice R(t), che individua la posizione
della trottola in &, una funzione regolare degli angoli di Eulero, si otterra in
questo modo la legge del moto corretta. In altre parole, la definizione degli
angoli di Eulero deve essere opportunamente modificata quando 6(t) passa
per il valore § = 0, in modo che ¢(t) e 1 (t) siano delle funzioni continue; cio
implica in particolare che i valori di ¢ e 1 sono definiti univocamente anche
nelle configurazioni con 6 = 0.

Il caso @ = 0 e banale. Infatti, se p, = py, = 0, le (£.25]) e (4.26]) implicano
che

¢sin?0=0 , Y+¢pcosf=0. (4.66)

Poiche, per ipotesi, sin #(0) # 0, le 66) implicano che ¢(t) = ¥)(t) = 0;
quindi la trottola non ruota intorno al suo asse e questo si muove in un piano
fisso, determinato dal valore di ¢(0). Si hanno insomma gli stessi moti di un
pendolo vincolato a muoversi in un piano, visto che V,;¢(6) = mgl cos 6.

Passiamo ora a considerare il caso a # 0, escludendo le soluzioni tali che
6(t) = 0 per ogni t (che verranno discusse alla fine di questa sezione). Poiché
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Verp(0) diverge per  — £, la forma di V,¢¢(f) ¢ determinata dal numero e
dalla posizione dei suoi punti di stazionarieta. Si ha

~ dmygl
N 11&2 '

1
Lrp(0) = leaQ sin 6 [ (4.67)

-l LA
cos* g 1
Ne segue che, se A < 1, esiste un solo punto di stazionarieta, che ¢ necessa-
riamente un punto di minimo, in § = 0. Se invece A > 1, oltre a 6 = 0, ci
sono altri due punti di stazionarieta in § = +6*, con * = arccos \"/*; § =0
deve allora essere un punto di massimo, mentre gli altri due punti sono punti
di minimo, vedi Fig. 27

Verr(9) Verr(9)
0 0
N— | ~—~
A<1 A>1

Figura 27: Grafico di V.ss(0) — Vis£(0) al variare di .

La teoria dei moti unidimensionali conservativi ci permette di concludere che,
se A < 1, (t) e sempre una funzione periodica. Se invece A > 1, ci sono,
oltre alle soluzioni periodiche, due soluzioni costanti, 6(t) = 0* e 6(t) = —0*,
e due famiglie di soluzioni non periodiche, tali che E' = V,;(0) e 6(t) — 0
per t — £o0. Sinoti che, se E' < V,;£(0), le soluzioni per cui 6(¢t) € [—,0]
descrivono gli stessi moti di quelle con 6(t) € [0,7], ma con una diversa
definizione degli angoli di Eulero.
Le funzioni ¢(t) e ¥(t) si determinano come prima, usando le (£.54), che,
se a = b=p,/I, diventano (con alcuni semplici passaggi)
Dy ) = by (I 1 + tan® 9) ) (4.68)

S0:2[(:0523 ’ I \I; 2 2

per cui i moti sono tutti quasi periodici, eccetto quelli con A > 1 e E' =
Vers(0), caratterizzati dal fatto che, per ¢ — oo, mentre I'asse della trottola
tende ad allinearsi con I'asse z, ¢(t) e ¥(t) tendono a dei valori asintotici

S P f_1>
Yoo =57 woo—]<]3 5) - (4.69)

Questi sono naturalmente anche i valori che devono assumere ¢(t) e ¥(t)
negli istanti in cui 6(t) = 0, nel caso dei moti quasiperiodici.
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Si noti ora che il problema unidimensionale per #(t) ammette anche, per
ogni valore di A, la soluzione costante 6(t) = 0. Questa soluzione dovrebbe
essere scartata, perché incompatibile con I'ipotesi fatta finora che sin 6(0) #
0. Tuttavia tali moti, cosi come quelli in cui #(t) = 7, sono ovviamente
possibili; essi descrivono una situazione in cui ’asse ¢ mantiene la stessa
direzione dell’asse z per tutti i tempi, con il verso concorde o discorde. In tal
caso, gli angoli ¢ e ¥ non sono univocamente definiti, ma si puo procedere,
per esempio, come nello studio dei moti per il corpo rigido con un punto fisso
in assenza di forze, descrivendo il moto tramite le componenti del momento
angolare nel sistema solidale. Le equazioni di Eulero (£37) si modificano
per la presenza a secondo membro di un termine connesso al momento della
forza peso rispetto al punto fisso. Tuttavia, poiché tale termine e nullo per i
moti con J; = Jy = 0, esiste ancora una soluzione costante corrispondente a
rotazioni uniformi intorno all’asse z, con velocita angolare ()3 costante.

Puo tuttavia essere utile descrivere questi moti nello schema precedente,
definendo opportunamente le funzioni () e 1 (t). Cio puo essere fatto po-
nendo p(t) = oo € w(t) = 1, con Oy = py/I3. Questa scelta garantisce,
per l'osservazione che segue la (£69), che, quando A < 1, le leggi orari degli
angoli di Eulero convergono, per E' — V,¢¢(0) — 0, a quelle del moto con
0(t) = 0. Ci si puo allora porre il problema della stabilita di questo moto, ci
si puo cioe chiedere come varia il moto della trottola se si perturbano le con-
dizioni iniziali; questo problema ¢ di solito indicato come il problema della
trottola dormiente.

Nel caso A > 1 la risposta ¢ molto facile: il moto con 6(t) = 0 ¢ instabile,
in quanto cio e vero gia per il problema unidimensionale nella variabile 6,
quando ci si limita a perturbazioni che preservano la condizione p, = py. Se
invece A < 1, il problema posto e piu sottile, in quanto & essenziale tenere
conto del fatto che la forma del potenziale efficace dipende dai dati iniziali. Se
ci si limita a perturbazioni che conservano la condizione p, = py, il potenziale
varia poco e mantiene la stessa forma, con un minimo in # = 0; pertanto il
moto con 6(t) = 0 appare stabile per il problema unidimensionale relativo
a 0 ed e facile vedere che cio vale anche se si tiene conto delle variazioni
degli altri due angoli. E tuttavia possibile perturbare i dati iniziali cosi che
Py — Py € piccolo ma diverso da 0. In tal caso, la forma del potenziale efficace
si modifica radicalmente, in quanto nasce una singolarita in 8 = 0, vedi Fig.
28 ed il grafico del potenziale si sdoppia in due curve con minimo in 6 = +6*.
La curva di destra e ovviamente della stessa forma di quella considerata nel
punto a), mentre quella di sinistra, riflessa della prima rispetto all’asse delle
ordinate, & quella che si otterrebbe se si definisse ’angolo 6 con valori in
(—m,0). Pertanto il moto perturbato si svolge nell'intorno di 0* ed ¢ facile
convincersi che 8* — 0 se la perturbazione tende a 0, mentre ¢(t) — ¥ €
¥(t) — hso. Quindi il moto con A(t) = 0 & stabile.
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1 1 0
—0* 0*
Figura 28: Grafico di V.s¢(6) per p, — py piccolo ma non nullo.
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5 Meccanica analitica

5.1 Equazioni di Hamilton

Sia L£(g,n,t) una funzione regolare definita in un aperto U C R*** (¢, €
R’ ¢t € R) e supponiamo che la matrice
92
hij(g;n,t) = 5——=—(¢,n,1) (5.1)
’ on; On;

abbia determinante non nullo in U. Allora e possibile risolvere rispetto alle
variabili 7 il sistema di equazioni

oL
P — A 3 7t 52
P (g,m,t) (5.2)
e, detta n = a(q,p,t) la soluzione, esiste un aperto V. C R**1 ed un
diffeomorfismo regolare ® : U — V| tale che
®(q,n,t) = (g:p,t) » ®7g,pt) = (¢, (g, p, 1), 1) (5.3)

Sull’insieme V' definiamo allora una funzione H(q,p,t), I’Hamiltoniana
corrispondente alla Lagrangiana L£(q,n,t), tramite la

H(QvP) t) = zpiai(%z% t) - ‘C(% Of(q,p, t): t) (54>

H(q,p,t) & ovviamente anch’essa una funzione regolare e vale la seguente
proposizione.

Proposizione 5.1 Se q(t) é una soluzione in U delle equazioni di Lagrange

di Lagrangiana L(q,n,t) e p;i(t) = g—é(q(t),q'(t),t), allora q(t) e p(t) sono

soluzione del sistema di equazioni differenziali del primo ordine

pi(t) = =5 (q(t). p(t),1)
(5.5)
Gt = 2(g(t),p),)

Dim. - Usando la definizione di p(t), le equazioni di Lagrange possono
scriversi nella forma
_oc

B(t) = 5 (a(0). (1), (56)

D’altra parte, dalla (5.4]) segue che

OH L da; OL 0Lda; oL

. -y = = — 5.7
9q; jz_:lp] dq; g j=1 In; Og; 9q; (5:7)
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avendo usato, nell’ultimo passaggio, la (5.2). La prima delle (55) segue
immediatamente dalle (5.6]) e (5.7]).

La seconda delle (5.5]) segue dall’osservazione che ¢(t) = a(q(t),p(t),t),
per la (B.3)) e la definizione di p(t), e dalla

8H ! aOéj ! 6£ 8(1]‘

j=1
I

Le equazioni (B.5]) si chiamano Equazioni di Hamilton relative all’Hamil-
toniana H(q,p,t). Si noti che si tratta di equazioni differenziali in forma
normale, per cui ad esse si applica direttamente il teorema di esistenza ed
unicita locale.

La Prop. [l puo essere invertita. Sia H(q,p,t) una funzione regolare
definita in un aperto V- C R¥*! e supponiamo che la matrice

92
= i Op; (¢,p,t)

abbia determinante non nullo in V. Allora e possibile risolvere rispetto alle
variabili p il sistema di equazioni

hi; (4, p; 1) (5.9)

0OH
= 1

e, detta p = ((¢,n,t) la soluzione, esiste un aperto U C RZ*! ed un
diffeomorfismo W : V +— U, tale che

U(g,p,t) = (g.n.t) , Y 'q,n,t)=(q.6(qn,t),t) (5.11)

Procedendo come nella dimostrazione della Prop. 511 ¢ facile dimostrare
la proposizione seguente.

Proposizione 5.2 Se (q(t),p(t)) é una soluzione inV delle equazioni di Ha-
milton di Hamiltoniana H(q,p,t), allora q(t) € una soluzione delle equazioni
di Lagrange di Lagrangiana

L(q,n.t) = Z niBi(q,n,t) — H(q, B(q,n,t),t) (5.12)

Nel caso di un sistema meccanico soggetto a vincoli ideali e forze attive
conservative, la Lagrangiana ¢ una funzione indipendente dal tempo della
forma

Llgn) = Tlan) = Vi) =5 3 guloma - V@) (513

ij=1
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Inoltre ¢;;(¢) ¢ una matrice definita positiva, quindi invertibile. Ne segue che
Pi = 2j=1,..1 9N € che queste equazioni possono essere invertite. Pertanto
esiste ’Hamiltoniana corrispondente e

H(q,p) = ; > 95 (@pip; +V(q) = T(q,p) + V(q) (5.14)

4,j=1

Si noti che I’Hamiltoniana coincide in questo caso con l'energia del sistema
ed € quindi, come sappiamo, un integrale del moto. Questa proprieta e in
realta un caso particolare di una proprieta piu generale delle equazioni di
Hamilton, descritta dalla proposizione seguente.

Proposizione 5.3 Se (q(t),p(t)) é una soluzione delle equazioni di Hamilton
di Hamiltoniana H(q,p,t), allora

@ Hla(t) p(0),1) = S la(t), p(1). 1 (5.15)

Dim. - Usando le (53], si trova

d oOH L [(0H OH
—H = E =@+ —0pi )=
dt [Q(t)ap(t)a t] ot + P (361@ i + 8pl pz)
oH L . .. OH

= T Y (=pidi + Gipi) = oL

i=1

Si noti anche che, se si considera la funzione di n

F(n) = Z:pmi — L(q,n,t) (5.16)

parametrizzata da q,p,t, la (52) puo essere vista come la condizione di an-
nullamento del gradiente di F'(n). Pertanto i valori di 7 che soddisfano la
(52) sono i punti di stazionarieta di F'(n). Nel caso della Lagrangiana (5.13)),
la matrice Hessiana in questi punti coincide con la matrice g;;(¢) cambiata
di segno, pertanto ¢ una matrice definita negativa. Ne segue che le soluzioni
della (5.2)) sono punti di massimo di F'(n), per cui la (5.4]) puo anche scriversi

l
H(g,p,t) = max Y pm; — L(q,n,t) (5.17)

neR" Li=1

Questa formula compare anche in altre applicazioni ed e detta Trasformazio-
ne di Legendre.
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5.2 Principio di Hamilton

Le soluzioni delle equazioni di Hamilton soddisfano un principio variazionale
simile al Principio di minima azione, valido per le soluzioni delle equazioni
di Lagrange.

Data I’'Hamiltoniana regolare H(q, p,t) definita nell’aperto V', I'intervallo
di tempo [t1,t] e i vettori z1, 2, € R*, consideriamo la famiglia F delle
funzioni z(t) = (q(t), p(t)),t € [t1, 2], tali che (¢(t),p(t),t) € V e x(t1) = xy,
x(ty) = x2 (ovviamente supponiamo che ¢y, t9, z1, x9 siano definiti in modo
che F non sia vuoto). Indichiamo con X gli elementi di F e definiamo su F
un funzionale .S, ponendo

ACO) = [ at [ 00) - G000 5.15)

Vale la seguente Proposizione.

Proposizione 5.4 X ¢ un punto di stazionarieta di F se e solo se q(t) e
p(t) soddisfano le equazioni di Hamilton di Hamiltoniana H.

Dim. - Supponiamo che z(t) sia una soluzione delle equazioni di Ha-
milton e consideriamo una curva regolare y(e),e € [—d,,0,],0 > 0, in F, tale
che y(0) = X. Per dimostrare che X ¢ un punto di stazionarieta di A(X),
bisogna dimostrare che, comunque si scelga questa curva, la derivata in ¢ = 0
della funzione f(g) = A(y(e)) ¢ nulla.

Si noti che, se si indica con y(e,t) = (q(t,¢), p(t, <)) la funzione corrispon-
dente a y(e), y(t,¢) soddisfa le condizioni y(t;,¢) = z;,4 = 1,2, per ogni ¢,
per cui
g?haza i=1,2 (5.19)
D’altra parte, usando la (5.I8)) e la definizione di f(¢), si ha

/ t2 ! apz a 82%’
rer = [y | B ) ot~

87}[ dq; oH Op;

- att.2)0,2). 05 0.2) — Sttt 2). 0 2 1,0

Se si integra per parti il termine con la derivata seconda di ¢(¢,¢) e si usa la
(519), si trova, ponendo & = 0 nell’espressione precedente ed usando il fatto

che ¢(t,0) = q(t), p(t,0) = p(t),

ro = [fax{uolio - a0 e




avendo posto u(t) = 0q/0e(t,0) e v(t) = dp/0e(t,0). Ma, per ipotesi, ¢(t) e
p(t) soddisfano le equazioni di Hamilton, per cui, quali che siano le funzioni
u(t) e v(t), f(0) =0.

Supponiamo, viceversa, che X sia un punto di stazionarieta di A, cioe che
la (5.20)) sia verificata per ogni scelta della curva y(¢) in F. Cio implica che la
(5:20) e verificata per ogni scelta delle funzioni u(t) e v(t), soggette alla sola
condizione di essere nulle in ¢ e ty, per la (B.19); per dimostrarlo, date u(t) e
v(t), si puo, per esempio, porre ¢(t,e) = q(t)+cu(t) e p(t,e) = p(t)+ev(t), con
£ € [—0y,0,] e 0, abbastanza piccolo perché (q(t,¢),p(t,€),t) € V. D’altra
parte ¢ facile dimostrare che 'integrale a secondo membro della (5.20) puo
essere nullo per ogni scelta di u(t) e v(t), sia pure con la condizione che siano
nulle negli estremi di integrazione, solo se le espressioni in parentesi quadra
sono identicamente nulle, cioe solo se z(t) soddisfa le equazioni di Hamilton.

Si noti che, durante la dimostrazione, non si ¢ mai usato il fatto che i valori
di p(t) fossero fissati negli estremi dellintervallo [tq,s]; la sola condizione
essenziale era che fossero fissati i valori di ¢(t). Del resto, le soluzioni delle
equazioni di Hamilton sono univocamente determinate assegnando i valori
di ¢(t) e p(t) ad uno stesso istante, cioe assegnando 2! condizioni, per cui
non ci si puo aspettare in generale che siano necessarie 4/ condizioni per
individuare una soluzione, come avverrebbe se si fissassero i valori sia di ¢(t)
che di p(t) in ¢; e t5. Sinoti peraltro che le condizioni al bordo ¢(t;) = ¢;, per
quanto sufficienti per formulare il Principio di Hamilton, non garantiscono
in generale 'esistenza di una soluzione. Il Principio di Hamilton si limita a
formulare una condizione equivalente all’esistenza.

La formulazione scelta del Principio di Hamilton e giustificata solo dal-
I’'uso che ne verra fatto piu avanti, nel par.

5.3 Trasformazioni canoniche

Uno dei motivi principali di interesse nelle equazioni di Hamilton e la possi-
bilita di definire una classe di trasformazioni che lasciano invarianti la forma
delle equazioni. Queste trasformazioni coinvolgono sia le variabili ¢ che le
variabili p, per cui sono molto piu generali dei cambiamenti di coordinate
del formalismo Lagrangiano, che coinvolgono solo le variabili ¢, ma non le
variabili 7, che devono essere necessariamente associate nelle equazioni del
moto alle q.

Definizione 5.1 Sia H una funzione regolare su V. C R**! ¢ sia
(@Q, P,t) = (F(q,p.1),G(g,p, 1), 1) = Clg, p, t) (5.21)
un diffeomorfismo di classe C*° di' V in W = C(V') (si noti che questa trasfor-

mazione manda t in sé€ stesso, per cui si dice isocrona). Supponiamo inoltre
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che la matrice Jacobiana di C' abbia determinante non nullo in tutto W, che
su W sia definita una funzione regolare H' e che, se (q(t),p(t)),t € [t1,t5] €
una soluzione delle equazioni di Hamilton con Hamiltoniana H(q,p,t), allora
Q(t) = F(q(t),p(t),t) e P(t) = G(q(t),p(t),t) forniscono una soluzione delle
equazioni di Hamilton con Hamiltoniana H'(Q, P,t). In tal caso si dice che C
¢ una trasformazione canonica di V' in W rispetto alle Hamiltoniane
H e H', che si dicono canonicamente coniugate.

Se, per di piu, le funzioni F' e G nella (521) sono indipendenti dal tempo
e se, comunque si scelga I’Hamiltoniana regolare H(q,p) indipendente dal
tempo, C' ¢ canonica rispetto ad H e H'(Q, P) = H(C~1(Q, P)), allora C si
dice completamente canonica.

Si noti che, nel caso di una trasformazione completamente canonica,
H'(Q, P) si ottiene da H(q,p), operando il cambiamento di variabili cor-
rispondente nell’espressione di H, per cui, nelle applicazioni alla Meccanica,
H'’ rappresenta ancora l’energia. Nel seguito le trasformazioni completa-
mente canoniche verranno in generale chiamate, per brevita, trasformazioni
canoniche.

Piu avanti faremo vedere come e possibile costruire delle trasformazio-
ni canoniche. Facciamo intanto vedere come sia possibile caratterizzarle in

termini delle proprieta della matrice Jacobiana della trasformazione.
Poniamo, come nella (5.21)),

Q = F(q,p)
5.22
P = G(q,p) (5.22)
e definiamo le 4 matrici [ x [
OF; OF;
A= — , B = — 5.23
J 8%‘ J apj ( )
0G; 0G;
Cij = : ) D;; :
J aqj J apj
La matrice (21) x (2I)
A B
(28 -

¢ la matrice Jacobiana della trasformazione (5.22) e pertanto, in base alla
definizione (5.1), det L # 0.
Definiamo inoltre la matrice (21) x (2[)

E= ( _OI é ) (5.25)

avendo indicato con I la matrice identita [ x [, ed indichiamo con X, y,
VH, VH'i vettori a 2] componenti uguali, rispettivamente, a (¢, p), (@, P),
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(0H/0q,0H/0p), (OH'/0Q,0H' /OP). Queste definizioni implicano, in par-

ticolare, che le equazioni di Hamilton possono scriversi nella forma
x(t) = E(VH)(x(t)) (5.26)

Si noti inoltre che
E?= I (5.27)
dove I indica al matrice identita (21) x (21).

Proposizione 5.5 Condizione necessaria e sufficiente perché una trasfor-
mazione sia completamente canonica € che

L' = -EL’E (5.28)
Dim. - In base alla definizione (B5.]]) le soluzioni delle equazioni di
Hamilton di Hamiltoniana H(q,p) e H'(Q, P) sono collegate fra loro dalle
relazioni o ((0),9(0)
Qt ) ( F(q(t),p(t )
0= %o ) = o= (Gt 29
ed inoltre

H(x) = H'(C(x)) (5.30)
Usando la (5.30) e le (5.23)), si vede facilmente che
y=Lx , (VH)(x)=L"(VH)(C(x)) (5.31)
Ne segue, usando anche la (5.26]), che
y = Lx = LEVH (x) = LEL"VH'(y) (5.32)

D’altra parte, la (5:26]) usata per H' e la (5.27]) implicano che VH'(y) = —Ey,
per cui
y = L[-EL'E)y (5.33)

Di qui segue immediatamente la (5.28]). |

Una matrice di ordine pari che soddisfa la (5.28]) si dice matrice simplet-
tica. Dalla (528)) si ricava immediatamente, calcolando il determinante di
ambedue i membri ed usando il fatto che det(E) = det(—E) = (—1), che

det(L)* =1 (5.34)

Pertanto il determinante di ogni matrice simplettica ¢ eguale a 1 in mo-
dulo. Ne segue che le trasformazioni canoniche conservano il volume, poiché
L ¢ la matrice Jacobiana della trasformazione. Si puo in realta dimostrare
che det(L) = +1.
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5.4 Parentesi di Poisson

La caratterizzazione (0.28) delle trasformazioni canoniche viene talora rap-
presentata in una maniera diversa, che ora andiamo a descrivere.

Definizione 5.2 Date due funzioni regolari f(q,p) e g(q,p), si definisce
parentesi di Poisson di f e g e si indica con il simbolo {f,g}(q,p) la
funzione

{f,9}(a.p) = gf(q,p)g]i (¢.p) —

i=1 Z

0 dg
m (¢,p) 5~ 94, (¢,p) (5.35)

Si noti che, usando questa definizione, le equazioni di Hamilton possono
scriversi nella forma

G =AaHy  pi={p,H} (5.36)

e che
{e:,p;} =0;; . A{a.q;} ={pipj} =0 (5.37)

Proposizione 5.6 Condizione necessaria e sufficiente perché una trasfor-
mazione sia completamente canonica € che, se la trasformazione ¢ definita

come in ([(5.22),
{F Gy =0 {F, Fj} ={Gi, G} =0 (5.38)
Dim. - Usando la (5.24) e la (5.29), la (5.28) puo scriversi nella forma
1o\ (A B\(0 -I\(AT ¢c"\( 0 I\_
0 I n C D I 0 BT DT -1 0)
(5.39)

_ < (=BCT + ADT) (BAT — ABT) ) (5.40)

(—=DCT + CDT) (DAT — CBT)

Confrontando il primo e 'ultimo termine di questa eguaglianza, si trova

(—BOT+ADT)Zj - 52’]’
(BA" —AB");; = 0
(-DCT+CDM); = 0
(DAT —CB™);; = &

La quarta equazione coincide con la prima, in quanto (DAT — CBT) =
(=BCT + ADT)T. Le altre tre, usando le (5.23)), si possono scrivere nella

forma (B.38). |
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Le (538)) vengono di solito scritte usando per F' e G i nomi delle variabili
Qe P:

{Qi, PiY(q,p) =0, {QiQ;}(q,p) = {P: Pi}(g,p) =0 (5.41)

Questa espressione, insieme alle (5.37), giustifica I’affermazione che le trasfor-
maziont canoniche lasciano tmvarianti le parentesi di Poisson delle variabili
g e p. In realta le trasformazioni canoniche lasciano invarianti le parente-
si di Poisson di qualunque coppia di funzioni, come mostra la proposizione
seguente.

Proposizione 5.7 Date due funzioni regolari f(q,p) e g(q,p), siano

f(Q,P) = f(C7HQ,P)) e g(Q, P) = g(C~HQ, P)) le loro rappresentazioni
in termini delle variabili (Q, P) = C(q,p). Allora

{f.9¥a,p) ={F,3}(C(q,p)) (5.42)

Dim. - Per definizione f(q,p) = f(F(q,p),G(q’p)) e g(g.p) =
9(F(q,p),G(q,p)). Pertanto

L (X T1Of OF,  Of 0G, 0§ OF; 0 0G,
{f,g}ZZ{ r Ok | OF 9 0F; | 99 ]]—

Zsz dqr  OPF, 8Qk}z{an Opr, ~ OF; Opy,

=1 =1
! [8f OF; af an} l { 0g OF; n g 8Gj]} B
= L0QiOpy 0P Opy 15 10Q; 0, OF; Oy,

!
i~

l
- ZZ[W 99 ipry+ 2L 99 Gy s

oD 10Q: 00 0Q; OP;
af 59 af 39
La (5.42) segue immediatamente dalle (IB_BEI) |

5.5 Funzioni generatrici

Nel par. abbiamo visto che le soluzioni delle equazioni di Hamilton pos-
sono essere caratterizzate come punti di stazionarieta del funzionale (5.I8))
nell’insieme F 1i definito. Notiamo ora che questo funzionale puo essere
scritto nella forma

:/c lépid% — H(q,p,t)dt (5.43)

dove C rappresenta la curva {(q(t), p(t),t),t € [t1, 2]} nell’insieme V c R**
su cui e definita I’Hamiltoniana e 'espressione in parentesi quadra € una
forma differenziale su V.
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Supponiamo ora che C' sia un diffeomorfismo di classe C*° di V in W.
Dato X € F, indichiamo come prima con z(t) = (q(t),p(t)) la funzione
corrispondente e definiamo

F={d'(t) = (Q(t), P(t)) = Cla(t), ).t € [t1,ta] : X € F}  (5.44)

Se C' ¢ una trasformazione canonica rispetto alle Hamiltoniane H e H' (vedi
def. (5.10)), il Principio di Hamilton implica che, se X & un punto di stazio-
narieta di A(X), la funzione 7'(t) = C(z(t),t) € un punto di stazionarieta
del funzionale su F’

A(X) = /C , [i: PdQ, — H'(Q, P, 1) dt (5.45)

la definizione di C’" essendo analoga a quella di C. Ovviamente ’affermazione
precedente ¢ vera anche se si scambiano i ruoli di H e H'.

Osserviamo che i due funzionali (5.43) e (5.45]) possono essere visti am-
bedue in modo naturale, utilizzando il diffeomorfismo C' fra V e W, come
funzionali sia su F che su F’. Per esempio, se Q) = F(q,p,t), dQ; puo essere
interpretato come il differenziale dF;(q,p,t) su V' o come il differenziale d@;
su W. Per sottolineare questo fatto, d’ora in poi useremo i simboli ); e P;
per indicare sia le variabili nell’insieme C(V') che le funzioni F; e G;; analo-
gamente i simboli ¢; e p; indicheranno anche le funzioni che permettono di
rappresentarle in funzione di ) e P.

Siamo ora in grado di formulare una condizione sufficiente perché C sia
canonica rispetto ad H e H'.

Proposizione 5.8 Condizione sufficiente perché la trasformazione C' sia ca-
nonica rispetto alle Hamiltoniane H(q,p,t) e H'(Q, P,t) ¢é che esista una
funzione R(q,p,t), tale che, su'V

I I
> pidg; — H(q,p,t) dt] = [Z PdQ; — H'(Q, P, t) dt| + dR(q, p,t) (5.46)
i=1 i=1

cioé tale che le due forme differenziali (pdqg— Hdt) e (PdQ—H'dt) differiscano
per un differenziale esatto.

Dim. - La (540), insieme alle (5.43]) e (5.45]), implica che
A(X) = A(C(X)) + R(xs,t2) — R(z1, 1) , VX €F (5.47)

avendo indicato con C'(X) I'elemento di " individuato dalla funzione C'(x(t), t)
e con x; = x(t;) 1 valori fissi negli estremi dell’intervallo [ty, 5] delle funzioni
X € F. Infatti I'integrale lungo la curva C di PdQ — H'dt, pensata come
forma differenziale su V, coincide con l'integrale lungo la curva C' = C(C),
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se si pensa Pd(Q) — H'dt come forma differenziale su W. Essendo C' un dif-
feomorfismo, nella (5.47) i ruoli di F e F’ possono scambiarsi. Pertanto,
essendo x1 e xo eguali per tutti gli X € F, X ¢ un punto di stazionarieta
di A se e solo se C'(X) ¢ un punto di stazionarieta di A’. Per il Principio di
Hamilton, cio significa che z(¢) ¢ una soluzione delle equazioni di Hamilton
per H se e solo se C(z(t),t) & una soluzione delle equazioni di Hamilton per
H’. Pertanto C' ¢ una trasformazione canonica rispetto ad H ¢ H'. |

La Prop. permette di costruire facilmente, data comunque la funzione
regolare H(q,p,t), un gran numero di trasformazioni canoniche rispetto ad

H ed ad una opportuna Hamiltoniana H'(Q, P, t).
Proposizione 5.9 Sia H(q, p,t) una funzione regolare sull’aperto V€ R* ™

e sia S(q,Q,t) una funzione regolare su R*™, tale che

028 l
det {M(q, Q,t)} #£0 , V(q,Q,t) € R* (5.48)

Allora le equazioni

oS
pi = @(q,Q>t) (5.49)
oS

definiscono (implicitamente) un diffeomorfismo C' fra V ed un aperto W,
tale che C' ¢ una trasformazione canonica rispetto ad H(q,p,t) e la funzione
regolare H'(Q, P,t) su W, tale che

H(Clap. ). = Hlap. )+ 5 @Qapt.t) (550

Dim. - Per il Teorema del Dini, la (5.48) garantisce che la prima delle
(549) puo essere risolta rispetto alle variabili Q); sia Q(q, p, t) la soluzione. Se
si sostituisce questa funzione nel secondo membro della seconda delle (5.49),
si ottiene una funzione P(q,p,t), che definisce, insieme a Q)(q, p,t), una tra-
sformazione regolare C' di V in W = C(V'). Questa trasformazione ¢ un dif-
feomorfismo, in quanto la (5.48) garantisce che anche la seconda delle (£.49)
puo essere risolta rispetto alle ¢ in termini di una funzione ¢(Q, P,t), che,
inserita nel secondo membro della prima delle (549), permette di ottenere
anche p in funzione di (), P e t. Poniamo ora

R(g,p.t) = S(¢, Q(q,p, 1), 1) (5.51)
Le (5.49) implicano che

l
i=1
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E pertanto facile verificare che la condizione (5.46) ¢ verificata, se si definisce
H’ come nella (5.50). Ne segue che la trasformazione C' ¢ canonica rispetto
ad H e H'. |

Proposizione 5.10 Sia H(q, p,t) una funzione regolare sull’aperto V e R* ™
e sia S(q, P,t) una funzione regolare su RZ* tale che

928
— = (q.P P R2+1 5.53
dan{ G0 @ROf£0 . P (5.5

Allora le equazioni

08
o= 5@ P (5.54)
95

definiscono (implicitamente) un diffeomorfismo C' fra V' ed un aperto W,

tale che C' & una trasformazione canonica rispetto ad H(q,p,t) e la funzione
regolare H'(Q, P,t) su W, tale che

/ oS
H'(C(q,p,t),t) = H(q,p,t) + —

5 (& P(a,p,1),1) (5.55)

Dim. - Si dimostra come prima che le (5.54]) definiscono un diffeomor-
fismo, dopo di che si definisce

R(q,p,t) = S(q, P(q,p,t Z QP (5.56)

Le (5.54) implicano che

! oS
dR = Z[pzd% + QidP; — (Ql Z)] 8t
i=1
! oS
=1

E pertanto facile verificare che la condizione (5.46]) ¢ verificata, se si definisce
H’ come nella (5.575]). Ne segue che la trasformazione C' ¢ canonica rispetto
ad H e H'. |

In modo del tutto simile si dimostrano le proposizioni seguenti.
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Proposizione 5.11 Sia H(q, p,t) una funzione regolare sull’aperto V- € R+
e sia S(p, Q,t) una funzione regolare su R2*L tale che

028
det { ———(p, Q.1 0 , V(p,Q,t)eR" 5.57
(.00} 20 L ¥0.Qu) (5.57
Allora le equazioni
08
08

definiscono (implicitamente) un diffeomorfismo C' fra V ed un aperto W,
tale che C' € una trasformazione canonica rispetto ad H(q,p,t) e la funzione
regolare H'(Q, P,t) su W, tale che

H(Claop, 1)) = Hlap, )+ 5 0. Qapt)t) (559

Proposizione 5.12 Sia H(q, p,t) una funzione regolare sull’aperto V € R%+1
e sia S(p, P,t) una funzione regolare su R2*L tale che

825 20+1
(M{%ﬁﬂ@fw§¢o, V(p Pt) € R (5.60)

Allora le equazioni

oS
oS

definiscono (implicitamente) un diffeomorfismo C' fra V ed un aperto W,
tale che C' € una trasformazione canonica rispetto ad H(q,p,t) e la funzione
regolare H'(Q, P,t) su W, tale che

H(Clap.t).0) = Hap ) + 5 0. Plap ) (562

Le quattro proposizioni precedenti mostrano che, data una funzione re-
golare S(u,v,t) su R**' (u,v € R") tale che la matrice {02S/0u;0v;} ha
determinante non nullo, ¢ possibile associarle quattro differenti trasforma-
zioni canoniche, mettendo in corrispondenza u con le variabili ¢ o p e v con
le variabili @ o P. La funzione S viene detta funzione generatrice della
trasformazione canonica corrispondente.

96



Se la funzione generatrice non dipende esplicitamente dal tempo, le tra-
sformazioni canoniche ad essa associate sono tali che H(q,p,t) = H'(C(q,p), 1),
sono quindi trasformazioni completamente canoniche. Ci si potrebbe a questo
punto chiedere se tutte le trasformazioni completamente canoniche possono
essere associate con una opportuna funzione generatrice. Che questo non sia
vero segue dall’osservazione che tutti e quattro i tipi di trasformazioni cano-
niche associati con una funzione generatrice son tali che uno dei due gruppi di
variabili ¢ e p ed uno dei due gruppi di variabili () e P possono essere espressi
in funzione delle variabili rimanenti. Per esempio, nella trasformazione defi-
nita implicitamente dalle (5.49]), le variabili p e P sono espresse in funzione
delle ¢ e Q. Questa proprieta non segue dalla definizione di trasformazione
canonica, come mostra il seguente esempio.

Sia [ = 2 e si consideri la trasformazione seguente

Qi=q , Pi=pm
5.63
Q2=p2 , Po=—q ( )

E facile verificare che questa trasformazione e completamente canonica, ap-
plicando direttamente la definizione [5.1, ma non esiste alcun gruppo di quat-
tro variabili, formato da (q1,¢2) o (p1,p2) insieme a (Q1,Q2) o (P1, P»), che
si possa esprimere in funzione delle altre quattro. Si noti tuttavia che la
condizione (5.46) e verificata con R(q,p) = p2ge, come & facile verificare.

Si puo dimostrare che ogni trasformazione completamente canonica si puo
ottenere combinando una trasformazione del tipo della (5.63)) (cioé una tra-
sformazione che scambia p; con (—¢;) per un sottoinsieme delle coppie (g;, p;))
con una trasformazione canonica associata ad una funzione generatrice.

Un’altro questione interessante ¢ se la condizione (5.46) ¢ anche necessaria
perché una trasformazione C' sia canonica rispetto a H e H’; la risposta e
negativa, come mostra I’esempio seguente.

Data una Hamiltoniana H(q, p) ed un numero reale A # 0, si consideri la
trasformazione

Q=q , P=Xp,
e ’Hamiltoniana
H'(Q,P) = AH(Q, P/)) .
E facile verificare che questa trasformazione ¢ canonica, comunque si scelga
H, rispetto a H e H'. Tuttavia, la forma differenziale

> Apidgi— P, dQi}+[H'(Q, P)—H(q, p)ldt =Y {(1=N)pi dg; }+(A—=1)H(q,p)dt

i=1 =1
non ¢ un differenziale esatto, se A\ # 1. Infatti, se esistesse una funzione
R(q,p, 1), tale che

OR OR OR

—=WA\-1H =0

ot ( ) T Op; " Og;

=1 =Mpi,
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allora R dovrebbe essere della forma R = (A — 1)tH(q,p) + F(q,p), con H e
F' tali che, per ogni t,

6H oF OH OF

(A= Op; apz =0, OG- Ut@qi * Jq;

= (1 _)‘)Pi-

Ne segue subito che H deve essere costante e che F deve soddisfare le
condizioni

oF oF
—_= —_= 1
Op; 0 dq; (

incompatibili fra loro.

5.6 L’equazione di Hamilton-Jacobi.

Il metodo di costruzione di una trasformazione canonica tramite una funzione
generatrice S(g, P,t) (usiamo qui la convenzione di indicare con (g, p) € R*
le coordinate originali e con (@, P) le nuove coordinate) puo essere utilizzato
per risolvere le equazioni di Hamilton nel modo seguente.

Ricordiamo che, nell'ipotesi che la funzione S(g, P, t) soddisfi in un aperto
U la condizione che il determinante della matrice 925/0¢;0F; ¢ diverso da
zero, allora la trasformazione canonica e determinata dalle condizioni:

oS oS

pz:aiqz(qvpat) ) Qz 8P(qapt) ) Z:]-a"'al7 (564)

03
H'(Q, P.t) = H(g,p,t) + 5

dove possono essere considerate come variabili indipendenti o (g, p) o (g, P).
Ci poniamo ora il problema di determinare S(q, P,t) cosi che H = 0. Se ci0
fosse possibile, le equazioni del moto sarebbero banalmente risolte, in quanto
le equazioni di Hamilton nelle variabili (@, P) ci direbbero che P(t) e Q(t)
sono delle costanti, calcolabili tramite le (5.64]) (con ¢ = t;) in funzione dei
dati iniziali per le variabili (¢, p). Basta allora risolvere le (5.64]) rispetto alle
(¢, p) (per un valore arbitrario di t) per ottenere la soluzione cercata.

Le (5.64)) e (5.65) implicano che H' = 0, se e solo se ¢ verificata la seguente
equazione alle derivate parziali, detta equazione di Hamilton-Jacobr:

a8 08

% ) =0 (5.66)

q,P,t), (5.65)

H(q, —

Si noti che nella (5.66]) non compaiono le derivate parziali 9S/0P;, per cui le
P; hanno in realta il ruolo di parametri. Il problema che ci si pone ¢ pertanto
quello di trovare una soluzione S(q,t) della (B.60]), dipendente da [ costanti
arbitrarie P, tale che la matrice 925/0¢;0P; abbia determinante non nullo
in un opportuno aperto delle variabili (g, P,t). Una tale soluzione & di solito
detta integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi.
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I casi in cui si riesce a provare l’esistenza di un integrale completo non
sono molti, anche se si tratta in genere di esempi di notevole interesse. Non si
deve tuttavia pensare che cio sia dovuto solo a difficolta di calcolo. Infattil’e-
sistenza di un integrale completo, nel caso di Hamiltoniana indipendente dal
tempo, implica, come sara chiaro dalla discussione successiva, che il sistema
e integrabile, nel senso che i suoi moti possono essere descritti in termini di
moti unidimensionali lineari. E tuttavia ben noto, fin dai tempi di Poincaré,
che in genere i sistemi Hamiltoniani non soddisfano questa proprieta.

Un caso che capita sovente e quello in cui H non dipende da ¢; in tal
caso il problema puo essere riformulato nel modo seguente. Si osserva che la
funzione S(q,t) puo supporsi della forma:

S(g,t) = Solq) + g(t) , (5.67)

con ¢'(t) = go, essendo gy una costante. Infatti, sostituendo la (5.67)) nella

(5.66), si ha:
(G0 = ). (5.68)
Poiché il termine di destra dipende solo da t e quello di sinistra solo da ¢, la
(5.68)) puo essere verificata solo se ambedue i membri sono costanti.
Viene allora naturale assumere il valore di gy come una delle variabili P,
per esempio P;, e porre

g(t) = —Pit . (5.69)
Allora la (5.66]) assume la forma:
0S50
H(—,q) =P 5.70
( aq 7Q) 1, ( )

ed il problema diventa quello di determinare una funzione Sy(q) che risolve
la (B.70) e che dipende, oltre che da P;, da altre [ — 1 costanti P, ..., P, cosi
che la matrice 925y/0¢;0P; ha determinante diverso da zero.

Si noti che la (B.70]) potrebbe anche trovarsi come condizione per 'esisten-
za di una trasformazione canonica indipendente dal tempo tale che H'(Q, P) =
Py. Sesi adotta questa interpretazione della (5.70), () non & pit una costante
del moto, ma:

: OH'
= _— = 1
95
= -2 71
o T (5.71)

per cui (7 e eguale a t, a meno di una costante additiva. Nel caso precedente,
invece:

Ql = 0 9
oS 0S5y
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il che e ovviamente del tutto equivalente.

Nel seguito noi adotteremo l'interpretazione (5.71]) della soluzione dell’equa-
zione di Hamilton-Jacobi, nel caso di Hamiltoniana indipendente dal tempo.
In tal caso, del resto, la (B.70) puod essere vista come un caso particolare
del metodo di Hamilton-Jacobi, consistente nel cercare una trasformazione
canonica, tale che H'(Q, P) ¢ esplicitamente funzione solo delle variabili P.
La soluzione di questo piu generale problema permette anch’essa di risolvere
banalmente le equazione del moto; infatti le P; sono ancora delle costanti del
moto, mentre le (); soddisfano le equazioni:

oM

Qi—aﬂ

=w; (5.73)

la cui soluzione, essendo le w; costanti, &€ semplicemente

Qi(t) = Qi(0) + wit . (5.74)

Per chiarire meglio la notazione, possiamo considerare un sistema ad un
grado di liberta soggetto a forze attive conservative. La Lagrangiana sara
allora del tipo:

L(4,q) = ;Q(Q)QQ -V(q), (5.75)

con g(q) > 0. L’Hamiltoniana corrispondente ha la forma:

H(ap) = 505+ V(). (5.76)
La (570) diventa allora:
1 [(9S)\° B
O] <8q> +V(g) =E, (5.77)

avendo indicato P, con E, per sottolinearne il significato fisico di energia.
Inoltre indicheremo con 7 la variabile ()1, che coincide con il tempo, come
abbiamo visto, a meno di una costante. Pertanto, formalmente:

Solg, ) = + dq'\29(q)[E = V(¢)] + f(E) , (5.78)

essendo f(F) una arbitraria funzione regolare di E.

Per dare un significato preciso alla (5.78]) bisogna specificare 'aperto U
dello spazio delle fasi (nelle variabili (¢, p)), in cui si vuole studiare il pro-
blema. In particolare, il segno davanti all’integrale deve coincidere con il
segno di p ; cid implica che U deve essere contenuto nel semipiano {p > 0}
o {p < 0}. Inoltre ¢ deve variare in un intervallo in cui E — V(q) > 0 e
I’estremo inferiore di integrazione gy deve appartenere a questo intervallo per
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ogni valore assunto da F in U (gy potrebbe anche dipendere da E, purché in
modo regolare).

Per chiarire meglio questo punto, supponiamo che il potenziale abbia un
minimo in ¢ = 0, che V(0) = 0 e che esista un intervallo (a,b), a < 0 < b,
tale che V(a) = V(b) = Ey, V(q) ¢ strettamente decrescente per ¢ < 0 e
strettamente crescente per ¢ > 0; una situazione di questo genere si verifica,
per esempio, per il potenziale di Fig. [ del par. [LII Consideriamo nel
piano delle fasi (q,p) gli insiemi aperti U = {(¢,p) : 0 < p?/2g(q) + V(q) <
Eo}, Uy = {(q,p) € U :p >0}t eU_- = {(¢;p) € U :p < 0}. Sesi
sceglie nella (B.78) il segno + o il segno —, si definisce una trasformazione
canonica fra Uy ed un aperto V4 del piano (7, E), tale che Vi = {(7, E) :
0 < E < Ey,ce(FE) <1 < de(E), essendo ci(F) e di(FE) funzioni regolari
che dipendono dalla scelta in (B.78) di qo e f(F) (eventualmente diversa nei
due casi).

Questa arbitrarieta nella definizione della funzione generatrice puo essere
utilizzata per raccordare con continuita le due trasformazioni canoniche in
modo da definire un’unica trasformazione canonica, definita nell’insieme U
privato dell’intersezione con una qualunque semiretta uscente dall’origine
delle coordinate. Per fissare le idee consideriamo l'insieme U = U\{(¢g,p) :
p=0,q <0} e definiamo in U la funzione

So(q,p) = /C p'dq, (5.79)

essendo C, , il cammino, percorso in verso orario, che congiunge il punto P =

(qz—,0) con il punto P = (g,p) lungo la curva Cp = {(¢,p') : p*/29(q)
V(¢) = E, vedi Fig. 29

C‘LP

qE— qE+

v,

Figura 29: Curva di livello dell’energia.

Si noti che non & possibile estendere Sy a tutto 'insieme U, in quanto il
suo limite per P — P, dal basso ¢ eguale ad un numero positivo, I’area della
regione interna a Cg, mentre il suo limite dall’alto e eguale a 0.
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Definiamo ora la funzione generatrice Sp4 della trasformazione canonica
in Uy, ponendola eguale alla restrizione di Sy ad UL. E facile vedere che cid
corrisponde a scegliere nella (5.78) qo = qE e f(E) = 0, nel caso di Sy,
Go = qe4 (vedi figura) e f(E) = So(qey,0), nel caso di Sy_. Si ha inoltre

0
S 50+(a, B /qE_dq* E V (5.80)

poiché il contributo alla derivata rispetto ad E dell’estremo d’integrazione ¢
nullo, essendo nullo in quel punto I'integrando. Analogamente si trova che

0 [, 9(q') “ ., 9(q')
a5 B) = [\ e = L A qE vy 68D

Pertanto, si puo definire un’unica trasformazione canonica su U, ponendo

9(¢)

E-vg) 8

T = /C g(d,p)dd ., g(d,p') =sign (p)

avendo indicato con sign(p) il segno di p. Si noti che g(q,p) coincide, se

sign(p) = =4, con §%Sy+/OEdq, per cui, con abuso di notazione, talora si
scrive

025,

C,, O0E0q

Le soluzioni delle equazioni di Hamilton in U si ottengono dalle (G.71)); si
trova:

(¢, E)dq . (5.83)

T =

t—to:/C 9(d,p)dq" |

q(t),p(t)
p(t) = +£/29(q)[E — V(g(1))] - (5.84)

7(q,p) € pertanto il tempo necessario per percorrere il tratto di curva C,,, e
la trasformazione canonica trasforma l'insieme U nell’insieme Vy = {(7, E) :
0< E<Ey,0<7<T(E)}, essendo T(E) il periodo del moto di energia E.

Si noti che, se nella (5.83)) si sostituisce il cammino d’integrazione C,,
con il cammino (qu, ottenuto da C,, aggiungendogli n volte il cammino
Cpg, percorso in senso orario o antiorario a seconda del segno di n, allora la
trasformazione canonica trasforma l'insieme U nell’insieme V,, = {(7, E) :
0 < E < EyunT(E) <1< (n+1)T(E)}. Questa osservazione si esprime
di solito dicendo che ¢ possibile mettere in corrispondenza (non biunivoca)
tutto l'insieme U con l'insieme V = {(1,E) : 0 < E < Ey, —00 < 7 < 400},
pur di interpretare gli integrali nella (5.79) e nella (5.83) come funzioni a

piu valori, i differenti valori essendo associati ai differenti cammini (Cf] »» che
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congiungono il punto Py con il punto P. Questa corrispondenza ¢ tale che,
fissato E, ¢ e p risultano essere funzioni periodiche di 7 di periodo T'(E).
Viene pertanto naturale introdurre la variabile

T

T(E)

o, = 2w (5.85)
e identificare in V i punti (11, E) e 7o, E), tali che a,, — a,, & un multiplo di
27, In questo modo si ottiene un diffeomorfismo fra U e I'insieme (0, Ey) x T1,
dove T indica il toro unidimensionale. Questo diffeomorfismo non e tuttavia
una trasformazione canonica; per ottenere una trasformazione canonica e
necessario sostituire £ con una nuova variabile, come vedremo nel par. 5.8

5.7 Il metodo di separazione delle variabili

La possibilita di estendere le considerazioni precedenti a sistemi con piu gradi
di liberta dipende dalla possibilita di risolvere effettivamente la (B.70). In
generale cio succede quando si puo applicare il metodo di separazione delle
variabili.

Supponiamo che la dipendenza di H(q,p) da una coppia di variabili
coniugate, per esempio (p;, q), sia del tipo:

H(q7p) - F(pla qla G(pl7 QI)) ’ (p,7 q/> - (plu -y Pl-1,41, - - 7ql—1) (586>

essendo F' e G due opportune funzione di 2(I—1) e 2 variabili, rispettivamente.
In tal caso ci si puo limitare a cercare soluzioni della (5.70) della forma:

S(q) = Si(a) + 5'(q') (5.87)
Infatti, se si sostituisce la (B.87) nella (B.70), si ottiene:

(68’ ' (d;gl
ag 17V dg

ya)) =P (5.88)
che puo essere risolta cercando una funzione S;(g;) tale che:
G(——a)=h (5.89)

essendo P, una costante, ed una funzione S'(¢’') tale che:

05’

F(aiqla

¢, P)=P (5.90)

La (B:89) puo in generale essere risolta banalmente (anche se in modo non
unico, ma questo non e’ un problema) per un insieme non vuoto di valori di P,
invertendo la funzione G(p, ¢;) rispetto a p;, in modo da ricavare d.S;/dg; (e
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quindi S;(¢) tramite un’integrazione). D’altra parte la (5.90) ¢ un’equazione
dello stesso tipo di quella di partenza, ma con una variabile in meno. Si
puo quindi provare ad iterare il procedimento; se ci si riesce fino a ridursi
ad un’equazione in una sola variabile (quindi banalmente risolubile al pari
della (5.89))), il procedimento di soluzione dell’equazione di Hamilton-Jacobi
e portato a compimento con una soluzione della forma:

l

S(q,P)=3_Si(@,P) (5.91)

=1

dove P indica le [ costanti arbitrarie che compaiono nel corso del procedi-
mento (e che assumono il ruolo di nuovi impulsi).

Si noti, tuttavia, che il procedimento sopra descritto porta a determinare
delle costanti del moto e a ridurre I'ordine del sistema di equazioni da risolve-
re, anche se non si riesce ad iterare fino alla fine. Supponiamo, per esempio,
di essere riusciti a fare solo il primo passo; se consideriamo la trasformazione
canonica associata alla funzione generatrice

S(q,P) = Si(q,, B) + S'(¢, P) (5.92)

con Si(q;, P) che soddisfa la (5:89) e S’(¢/, P) arbitraria, la Hamiltoniana
nelle nuove variabili avra la forma:

9’
H'(Q,P) = F(afq,,q’, P) (5.93)

dove le variabili ¢’ si immaginano scritte in funzione di P e @, usando le
(564). Tuttavia, poiche S; non dipende da P = (Py,...,F_1), ¢’ dipende
solo da Q" = (Q1,...,Q;_1), come ¢ facile verificare; ne segue che H' &
indipendente da ();, che P, ¢ una costante del moto e che le equazioni di
Hamilton nelle variabili P’, Q" sono un sistema di equazioni chiuso, con P,
che funge da parametro. La funzione Q);(t) ¢ determinata in funzione della
soluzione di questo sistema, usando 1’equazione di Hamilton per la variabile
@, cioe:
OH'

=55 (PQ) (5.94)

5.8 Le variabili azione-angolo

Passiamo ora a discutere un’altra trasformazione canonica dalle proprieta
particolarmente interessanti, che si puo applicare, in particolare, quando e
possibile trovare un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi
tramite il metodo di separazione delle variabili.

Supponiamo pertanto che sia possibile risolvere I'equazione (5.70]) usando
una funzione generatrice della forma (B.91)). In tal caso l'analisi del §5.7
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mostra che le funzioni S;(¢;, P) sono soluzioni di equazioni del tipo:

dsS;
Gz‘(df;ﬂz‘aﬂﬂy---,ﬂ) =D (5.95)
7
se si suppone di avere ordinato le variabili ¢ in ordine inverso a quello con
cui appaiono nel procedimento iterativo di separazione delle variabili (che
ovviamente non ¢ unico). Inoltre, per la (5.64):

0S;
= 5 (@ P) (5.96)

Di

ed in generale la S;(g;, P) dovra essere scelta in modo diverso in differenti
regioni dello spazio delle fasi (vedi, per esempio, la (5.84))).

Supponiamo ancora che esista un aperto U nello spazio delle fasi, tale che
il sottoinsieme del piano (p;, ;) in cui ¢ verificata la condizione:

Gz‘(Pz‘,C]i7Pz‘+1,---,lDl) =B (5'97>

sia, per ogni 7 e per ogni scelta di P, una curva chiusa C;. Supponiamo
anche che questa curva si possa dividere in un numero finito di curve aperte
Cik, k=1,...,n;, descrivibili nella forma p; = h; x(¢:), ¢ € [aik, Gig41], con
Qin;+1 = G;1. Le funzioni h; ;(g;) devono ovviamente verificare le condizioni

hi,k<ai,k+l) = hi,k+l(ai,k+1) k=1,...,n;—1,

5.98
hi,ni(ai,nﬂrl) = hi,1<ai,1)- ( )

Se (p(t),q(t)) & una soluzione delle equazioni di Hamilton, la coppia
(pi(t),q;(t)) deve soddisfare la (5.96) (con P eguale al valore calcolato con
i dati iniziali), poiché la (5.90) ¢ una delle relazioni che definiscono la tra-
sformazione canonica. Pertanto (p;(t),¢;(t)), cioe la proiezione del moto sul
piano (p;, ¢;), appartiene alla curva C; per ogni ¢; noi supporremo che tale
curva sia percorsa in un tempo finito, cioe che tale proiezione sia un moto
periodico. Quest’ultima proprieta e di solito verificata se il moto si svolge in
una regione limitata dello spazio delle fasi, come succede nell’esempio ad un
grado di liberta del §5.61

Facciamo ora vedere che le ipotesi precedenti implicano, in particolare,
che i moti sono quasi-periodici nella regione U considerata. Per raggiungere
questo risultato e conveniente definire delle nuove variabili, dette variabili di
azione, nel modo seguente

1
> Jo, Pidd (5.99)

avendo scelto il verso di percorrenza della curva chiusa C; in modo che, per
esempio, J; > 0.
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Usando la (5.96]) ed il fatto che le curve C; sono univocamente individuate
da P, si mostra subito che J = (Ji,...,J;) & una funzione solo delle P.
Supponiamo che tale funzione sia invertibile nella regione U dello spazio
delle fasi, in cui sono soddisfatte tutte le ipotesi precedenti, cioe che esista
una funzione W (.J) tale che, in U:

P=w(J) (5.100)

Vogliamo studiare le proprieta della trasformazione canonica associata alla
funzione generatrice:

S(a, ) = S(q, W(J)) (5.101)
Notiamo innanzi tutto che, dette & = (v, ..., ) le variabili coniugate alle
variabili di azione, la Hamiltoniana, come funzione delle nuove variabili, ha
la forma:

H(J, o) = P, = Wy(J) (5.102)

per cui e funzione solo delle J. Ne segue che le J sono costanti del moto e

che: .

OH

- aJ;

Pertanto il moto ha una descrizione molto semplice anche in termini delle
variabili (J, «).

Notiamo ora che la trasformazione canonica ¢ definita tramite la funzione
generatrice in modo diverso nelle diverse regioni dello spazio delle fasi (lo
spazio delle variabili (¢, p)) individuato dalla scelta, per ogni 4, degli insiemi in
cui la (5.97) e risolubile rispetto a p;. Tuttavia, procedendo come nell’esempio
ad un grado di liberta del par. [B.0 si possono raccordare con continuita
queste trasformazioni canoniche. Si comincia scegliendo, su ogni curva C;,
un punto Fp;, che dipende in modo regolare da J, ed un verso di percorrenza,
lo stesso della (5.99), quindi si definisce, sulla regione U dello spazio delle
fasi spazzata dalle curve C;, private dei punti Py, la funzione

= w;(J) (5.103)

@

l
S(g.p) = pidd; (5.104)
> Je

qi:Pq

essendo C,, ,, il cammino che congiunge il punto Py, con il punto P, = (¢;, p;)
lungo la curva C;.

La restrizione di S(g,p) ad ognuno dei diversi sottoinsiemi di U (che
indicheremo con Uy, k = 1,..., N) in cui tutte le p; possono scriversi come
funzioni di ¢; e di J, € una possibile scelta della funzione generatrice. Se
Sk — 22:1 S’j(k) indica la funzione generatrice relativa alla regione Uy, in Uy,
si ha: ~

oS k)
Yo,

(q,]) . (5.105)
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Pertanto le variabili a; possono scriversi in funzione di ¢ e p in tutto l'insieme
U, nella forma

Z/(C 95 (1, 4)dd + fi(T) | (5.106)

45:Pj

essendo ¢;;(p;, ;) una funzione continua e regolare a tratti, eguale in Uy a
82§§k)/ 0J;0q;, mentre f;(J) indica il contributo della derivata rispetto a J;
degli estremi inferiori di integrazione. Come nel par. [5.6, con un piccolo ma
utile abuso di notazione (peraltro frequente in letteratura), possiamo allora
scrivere

923,
Z/@ aJaJ dg’ + f:(J) . (5.107)

Le variabili a sono dette variabili angolari, per la ragione che andiamo
subito a spiegare. Calcoliamo la variazione Aja; che subisce «;, quando si
fa compiere un giro completo alla coppia (p;,g;) lungo la curva C;, tenendo
fisse le altre variabili. Usando la (5.107), si trova che

S,

Ao = C, 97,0q;

(5.108)

D’altra parte, I'ipotesi fatta sulle curve C; prima della (5.98]) implica che

0 S0 ajk+1(J)

J. f@pj dq] - Z &] e thf(J, QJ) dq] = (5109)
n; aa aa‘ aj7k+1(J) ah J’q
Zl g, Nkl i) = a;-khj”“(‘]’ a) + a(J) quj

g aj p+1(J 8h] (J q]) aQS,j

’7d _ T oV da-
k=1/‘1j,k(=7) dJ; %= C, &]iaqj( ,45)dg;

avendo usato le (0.98)) per eliminare i termini contenenti le derivate rispetto
a J; degli estremi di integrazione. Le (5.108)) e (5.109) implicano che

9 0y,
Aja; = Mf{cj pydg; = 2w = 2m (5.110)

cioe la variabile «; si incrementa di 27, se si fa compiere un giro completo
alla coppia (p;,¢;) lungo C;, mentre ritorna al valore di partenza, se si fa
compiere un analogo giro alla coppia (p;,q;), con j # i. Pertanto «; puo
essere vista come un parametro angolare lungo la curva C; e si puo estendere
I’argomento usato nel par. per definire un diffeomorfismo fra I'insieme U
e I'insieme B x Ty, dove B ¢ laperto di R' cui appartengono i valori di .J e T
¢ il toro [-dimensionale. Questa corrispondenza ¢ tale che, fissato J, se «; si
incrementa di 27, la coppia (g;, p;) torna al valore di partenza compiendo un
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giro lungo la curva C; nel verso positivo, mentre, se o, j # 1, si incrementa di
27, la coppia (g;, p;) torna al valore di partenza percorrendo avanti e indietro
un tratto di C,;. Cio implica che ¢; = fi(a) e p; = gi(a), con fi(a) e gi(a)
funzioni multiperiodiche di periodo 27 in ognuna delle variabili. Ne segue
che le soluzioni delle equazioni di Hamilton nelle variabili originali, date dalle
funzioni ¢;(t) = fi(a(t)) e pi(t) = gi((t)), sono funzioni quasiperiodiche di
t, con periodi 27 /w(J), essendo w(J) le velocita angolari delle variabili «

definite nella (5:103)).

5.9 Esempio 1: una particella in R?® soggetta ad una
forza centrale

In coordinate polari, la posizione 7 di una particella di massa m che si muove
in R? puo scriversi nella forma

r=pe, , €,=(sinfcosyp,sinbsinyp,cosh) (5.111)

Pertanto la sua velocita e della forma
o = pé, + phéy + ppsin 0e, (5.112)
€y = (cosfcosp,cosfsing, —sinf) , €,= (—sinp,cosp,0) (5.113)

Si noti che €y, €,, €, formano una terna ortonormale di vettori. Pertanto, se
la particella e soggetta ad una forza centrale di potenziale V' (p) e si assumono
le coordinate polari come variabili lagrangiane, la Lagrangiana ¢ data da

1 .
L= §m(p2 + p?0? + p?sin® 09?) — V(p) (5.114)

Per passare alla formulazione Hamiltoniana del sistema, calcoliamo i
momenti cinetici. Si ha

Pp=mp , py= mp*6 p, = mp*sin® 0 (5.115)

L’Hamiltoniana del sistema ¢ allora data da

RN Y +V(p) (5.116)
~ om \Pr P> p?sin?h P '

Il metodo si separazione delle variabili € allora applicabile, scegliendo una
funzione generatrice della forma

S(pa 07 2 E> Aapgo) = Sl(pa Ea A) + 82(07 A7p50) + 53(9072)50) (5117)

dove le funzioni S; soddisfano le equazioni
S3(¢) = py (5.118)
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P

55(6)2+ — — A2 . po = S5(0) (5.119)
sin” 0
Lo v _ S(p) (5.120)
om "1\ 2mp? P)= v Pp=21(p :

incui £, A > 0 e p, sono i tre parametri che assumono il ruolo di nuovi
momenti cinetici nella trasformazione canonica associata e sono pertanto
delle costanti del moto. Se indichiamo con 7, «, % le variabili coniugate,
rispettivamente a F/, A e p,, si ha inoltre:

L 08
7= 50,0, B,Ap,) = 25 (p E, A) (5.121)
98 95 05,
o= 871(/)7 0,0, L, A p,) = a—A(p, E,A) + a(9, A, p,) (5.122)
0S 0S5,
=5 E A = — (0, A 12
W o, (p, 0,0, E, A py) =0+ o, (0,4, py) (5.123)

Infine, « e 9 sono delle costanti del moto, mentre 7 = 1. Pertanto le soluzioni
p(t),0(t), p(t) delle equazioni di Hamilton nelle variabili originali si ottengo-
no risolvendo le equazioni precedenti, dopo avere sostituito 7 con t + tg, to
essendo una costante univocamente individuata, al pari di &, A, p,,, o, 9, dai
dati iniziali sulle coordinate polari e le loro derivate temporali. Natural-
mente, in generale tali soluzioni non sono esprimibili in modo esplicito, ma le
equazioni precedenti ne determinano alcune importanti proprieta qualitative,
in modo simile a quel che abbiamo visto nel caso dei sistemi unidimensionali
conservativi.

Il significato fisico di A e p, si trova calcolando il momento angolare J
della particella rispetto all’origine delle coordinate. Si ha, usando la (5.11T]),
la (5.112) ed il fatto che €, A &y = é,, €, N €, = —€p

-

J =mir AT = mpée, A\ (péég + ppe,) = mpzée} —mp®sinfpe,  (5.124)
per cui, usando le (5.115]), si trova che
A=\|J , po=J. (5.125)

Pertanto, la costanza nel tempo di A e p, ¢ conseguenza del fatto ben noto
(e facile a dimostrare in coordinate cartesiane) che J & un vettore costante,
come conseguenza dell’invarianza del sistema per rotazioni.

Si noti che la costanza di J implica addirittura che i moti della particella si
svolgono nel piano passante per l'origine ed ortogonale a J. Questa proprieta
non ¢ immediatamente evidente se si studia il sistema in coordinate polari,
a meno che non si scelga il sistema di riferimento in modo che 'asse z sia

-

diretto come il vettore J(0), cioé come il momento angolare all’istante ¢ = 0.
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Questa scelta e possibile senza sapere che J e costante, ma ha 'inconveniente
di dipendere dai dati iniziali; non e tuttavia restrittiva, grazie all’invarianza
per rotazioni del sistema. In coordinate polari, cio implica che

0(0) = 0(0)=0 , A=p, (5.126)

T
2 )
Usando la (B.119)), si vede allora subito che §(t) = 0(0) = /2, cioe che il
moto si svolge nel piano zy; se infatti 6(¢) assumesse valori diversi da /2
per qualche ¢, dovrebbe essere A > p,,, in contrasto col fatto che A e p, sono
costanti ed eguali.

L’osservazione precedente implica che i moti della particella possono stu-
diarsi considerando lo stesso problema in R%. Tuttavia, se si & interessati a
confrontare i moti di piu particelle (non interagenti fra di loro), puo essere
utile continuare ’analisi del problema in un riferimento fissato una volta per
tutte. Un caso particolarmente interessante e quello in cui le caratteristiche
del potenziale permettono di individuare uno o piu aperti limitati U nello
spazio delle fasi tali che

0<A<A , E(A<E<E)A) , O0<p,<A (5.127)

dove E1(A) e Ey(A) sono delle funzioni regolari ed inoltre, dati A e F,
I'insieme C,(E, A), individuato dall’equazione

1 A?
—pi+Valp)=E , Valp) =

o +V(p) (5.128)

2mp?

cui deve appartenere la coppia (p,p,) per la (B120), ¢ una curva semplice

e chiusa, simmetrica rispetto all’asse p, = 0, che interseca in due punti di

ascisse p_ e py > p_, tali che Vi(p_) < 0 e Vi(py) > 0. Si noti che la

condizione p, < A garantisce, senza ulteriori ipotesi, che anche l'insieme
Cy(A, p,), individuato dall’equazione

2

p

Po+ =5

_A2

sin? 6 ’

0 e (0,7) (5.129)

cui deve appartenere la coppia (0, py) per la (BI19]), & una curva semplice
e chiusa, simmetrica rispetto all’asse pg = 0, che interseca in due punti di

ascisse )

s p
0y = B +§ , cos’d= A—“; (5.130)

Per quel che riguarda la coppia (¢, p,), se si fissa p,, essa varia di fatto su
di una curva chiusa, che indicheremo con C,(p,), in quanto ¢ ¢ un angolo

e pertanto (¢, p,) deve pensarsi come un punto sulla superficie cilindrica
R x Tl.
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Le ipotesi precedenti garantiscono che I'equazione per Si(p) € della stes-
sa forma di quella studiata nell’esempio unidimensionale del par. [5.6; per-
tanto possiamo definire la funzione che raccorda con continuita la funzione
generatrice nella regione p, > 0 con quella in p, < 0 nel modo seguente:

Si(p,p,) = /(C dp'sign (p,)\/2m[E — Va(p')] (5.131)
P:Pp
dove C,,, ¢ l'arco di curva contenuto in C,(£, A) che congiunge in senso
orario il punto (p_,0) con il punto (p,p,); si noti che Sy, fissati E e A,
dipende solo dal segno di p,. Ne segue allora, nel modo solito, che p(t) ¢ una
funzione periodica con periodo

T(E,A) = % dpw — \om /p+ _dp (5.132)
Cp(E,A) OF Op - JE = Vu(p)

In modo analogo, possiamo porre

2
9 Po
sin? @/

Sa(b.0) = [, db'sign (1)) A (5.133)
Py

dove Cyp, € l'arco di curva contenuto in Cy(A,p,) che congiunge in senso
orario il punto (6_,0) con il punto (6, py). Infine, possiamo porre

® /
Ss(p) = /0 Pede’ = pup (5.134)

Per discutere le proprieta qualitative delle funzioni 6(t) e (t) & conve-
niente introdurre le variabili di azione-angolo, come nel par. (.8 Pertanto
definiamo

1 .
Jp = o j{(cp(E,A) dp sign (pp)\/Qm[E —Va(p)] (5.135)
J_ljg a0 sign (po)y 42 — 25 (5.136)
’ 2w JCy(Apy) &I e sinZ 6 :
1
Jo = *7{ de = 5.137
T RTR A (5.137)

E facile vedere che, nelle ipotesi fatte, se si fissa A, 'integrale a secondo
membro della (5.135) e una funzione crescente e regolare di E; esiste pertanto
una funzione regolare F(J,, A), tale che E = F(J,, A). Inoltre, un calcolo
esplicito mostra che

Jo=A—-p,=A—-J, (5.138)

Pertanto 'Hamiltoniana nelle variabili azione-angolo e la funzione

H(J)=F(Jp, Jo + Jp) (5.139)
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cosi che, se & = (o, ag, o) sono gli angoli, le loro velocita angolari sono

date da
oF oF

p = &] (Jva) ;W= Wy = OA

Ne segue, in particolare, che i moti sono quasiperiodici con due soli perio-
di, in accordo con l'osservazione fatta precedentemente che il problema qui
studiato ¢ in effetti un problema a due gradi di liberta. Inoltre, se indichiamo
con G(E, A) il secondo membro della (5.135]), si ha I'identita

(7, A) (5.140)

w

J,=G(F(J,, A),A) (5.141)
da cui, derivando ambedue i membri rispetto a J, e A, si ricavano le equazioni

oG OF

1= E A)— A 142
oG oF oG
0= 8E(E A)aA(Jp,A) oA —(E,A) (5.143)
Usando la (5130 e la (5132, si trova anche
aG(E A) = 4 _TB.4) (5.144)

OE

,/E Valp 2

Pertanto, la (5.142)) e la prima delle (5.140) implicano che

2T
T(E,A)

(5.145)

Wp =

cio¢ il primo periodo & quello della funzione p(t). In modo analogo, la (5.143)
e la seconda delle (5.140) implicano che

oG /P+ dp

g (B A) =, \/_ ] R (5.146)

Wy =

Un caso notoriamente interessante ¢ quello del potenziale Kepleriano
Vip)=— , k>0 (5.147)

In tal caso, le ipotesi che ci garantiscono che i moti sono limitati e quasi-
periodici sono soddisfatte se, nelle (5.127]), si pone

mk?

Ao =+o0 El(A):_ﬁ )

Ey(A) =0 (5.148)
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ed ¢ facile verificare che

A
/p+ 2 dp —1 (5.149)
- p

m™/2m Jp VE —Valp)

Ne segue, per la (B.140]), che tutti i periodi sono eguali, cioe che i moti sono
periodici. Il loro valore comune puo inoltre essere facilmente calcolato e si

trova ]
m
T(E,A) :ﬂk,/5|E|3/2 (5.150)

il che implica, in particolare, che il periodo non dipende da A. Si puo an-
che mostrare facilmente che p_ + p, = k/|F| e cosi ritrovare la terza legge
di Keplero. Non e tuttavia facile mostrare, senza studiare direttamente il
problema bidimensionale equivalente, che le traiettorie sono delle ellissi.

5.10 Esempio 2: una particella in R? soggetta ad un
campo di dipolo

Consideriamo un punto materiale P di massa m che si muove nel piano zy
sotto 'azione di una forza conservativa di potenziale (detto potenziale di
dipolo)
L a-r
U(r) = 3
dove @ ¢ un vettore fissato, che possiamo supporre abbia la stessa direzione
e verso dell’asse x.

Figura 30: Esempio di traiettoria.

Vogliamo studiare il moto corrispondente alle condizioni (vedi Fig. B0):

limy o z(t) = 400 , limy o y(t)=0>0,

llmt__oox(t) = -1y , limt—>—oo y(t) =0 ’ (5151)
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cioe il moto di una particella puntiforme che proviene dall’infinito in verso
opposto ad @ con velocita vy, seguendo una traiettoria parallela all’asse x
(per t — —o0), ma non coincidente con 'asse = (il caso b = 0 ¢ di fatto un
problema unidimensionale, quindi banale).

Poiché
mij = —g(y] - Sa% , (5.152)
y e quindi anche 6 sono positivi in un intorno di ¢ = —oo, al contrario di r,
che & ovviamente negativo. Pertanto, dato che
pe=mi , pg=mrf, (5.153)
esiste un tempo %y, eventualmente infinito, tale che:
pr<0 , pp>0 , te(—00,tg). (5.154)

Nel seguito t; sara scelto come il piu grande possibile, compatibilmente con
la validita delle (B.154]).

In coordinate polari I’Hamiltoniana ha la forma:

1 P2 acosf
H=_—"(p>+%2¢ 1
Qm(pr-i- T2)+ R (5.155)
cui corrisponde 'equazione di Hamilton-Jacobi:
1,05, 1 .05,
%(E) + 2m7"2 [(%) —+ 2ma cos 9] = E s (5156)
la quale puo essere risolta per separazione delle variabili, ponendo
S(r,0) = S1(r) + S2(0) . (5.157)
S1(r) e S2(0) devono soddisfare le equazioni:
95 s
2 = (Z=)?=2mE- 5 5.158
#o= (G =omE- 4, (5.158)
Pp = (%5;)2 = [ —2macos? . (5.159)

E e [ sono due costanti del moto (corrispondenti ai due nuovi momenti
coniugati), da determinare in base alle condizioni (5.I51]), che prendono qui
il posto delle usuali condizioni iniziali. Poiché U(7(t)) — 0 per t — —oo, si
ha: ]

E=gm lim i(t)? = ;mvg : (5.160)

Inoltre, se si indica con & il versore dell’asse 2 (ortogonale al piano del moto),
si ha: .
po =m(rAV) -k =m(zy —yit) ——= mbyy, (5.161)

t——o00
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in quanto xy5—=—0. Per dimostrare quest’ultima affermazione, notiamo
che, grazie alle (L.I51]), esiste un tempo T, tale che, se t < T, y(t) < 2b e
—&(t) > vy/2. Pertanto, usando la (5I52)), si ha

my(t):m/_toodsy(s):?)a/_toox(:()j)(ﬁ§6ab/_too 55)4 =

T
_ 6ab/t x(s)ds ‘1 < _ 12ab /t x(s) ds _ 12ab /00 dr _
oo 2(8)* I(s) vo J-oo x($)4 vy Ja) xt
dab 1 dab 1
:iiim(t)y'(t) < i — 0 for t — —o0 .

vo x(t)3 vo x(t)? ’
Ne segue che:
B =m*b*v} + 2ma = 2Emb* + 2ma > 0 . (5.162)

Inoltre
B —2macosf > 3 — 2ma = 2mEb* > 0,

per cui pp non pud annullarsi mai, cosi che le (I54]) possono essere violate
solo se p, cambia segno nel corso del moto (¢y € il primo istante in cui cio
avviene, se tg < 4+00). D’altra parte

, OH  2acosf  p? 3

br= " T +mr3_mr3>0 vt

e limy_._ ., p, = —muy; pertanto p,(t) & una funzione crescente negativa, per
t < ty e limy_4, p,(t) = 0. Ragionando come nel par. [l per i sistemi
unidimensionali conservativi, si mostra anche che t, ¢ finito. Se t > to, p,(t)
¢ una funzione crescente positiva e lim; . p, = muvg. Poiché p, = mr, la
funzione r(t) ¢ allora decrescente da 400 a rg, per t < ty, e crescente da 7

a 400, per t > tgy, essendo 1y il valore di r per cui si annulla p,., cioe

g
=\ . 5.163
"o 2mkE ( )
Si noti anche che ry & certamente maggiore di b. Infatti la (BI62) puo

riscriversi: )
ma
l=X4+p , A=—>0 , p=—5, (5.164)
B o
da cui segue che p < 1.
La discussione precedente implica che, se si vuole studiare il moto per

t=to, bisogna risolvere le (B.I58)) e (B.159) nella forma:

Sy(r) = i/rdr’mmE—fZ, (5.165)

6
So(6) = /0 d0'\/8 — 2macos ', (5.166)
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avendo scelto le costanti di integrazione arbitrarie cosi che S3(0) = 0 e
Si(rg) = 0. In realta gli estremi di integrazione potrebbero essere scelti
in modo diverso nelle due regioni, ma la scelta adottata permette di raccor-
dare con continuita le due diverse trasformazioni canoniche, quella definita
per p, > 0 e quella definita per p, < 0. Se indichiamo con 7 la variabile
coniugata a F, si ha, nella regione pr20,

oS / m
T 0E \/2mE — (/r"? 7

avendo usato il fatto che il termine proporzionale a drg/0F da un contributo

nullo, in quanto lintegrando della (5I65) si annulla in r» = rg. Si noti

che 'integrando nella (5.I67)) ¢ singolare, ma integrabile, il che giustifica la

scelta dell’estremo di integrazione inferiore nella (5.I65]); questa proprieta e

strettamente legata al fatto che ty < +o00, come discusso nel par. [[L1]
L’equazione di Hamilton per 7 implica che

OH
f =1 = t)=t—t 5.168
=25 7(t) 0 (5.168)
avendo imposto, in accordo con la (B.I67) e la discussione precedente, la

condizione 7(ty) = 0. Dalla (5.167) segue allora che

(5.167)

)
It — to| = / dr’ m . (5.169)

o \/2mE — 3/r?

L’integrale a secondo membro della (B.169) si puo calcolare esplicitamente e
si trova (omettiamo i passaggi):

r(t) = /13 + v2(t — tp)? . (5.170)

Passiamo ora a studiare il comportamento della funzione 0(t). Poiché,
come abbiamo detto, py non si annulla mai, 9(15) ha segno costante e pertanto
0(t) e una funzione monotona. La relazione fra 6 e r lungo la traiettoria puo
essere determinata notando che, se a € la variabile coniugata a 3, allora

oS

o= — =

op i/ro 2r’2\/2mE 6/7"2

+/ 2V — Zmacosé’
@ = 0. (5.172)

1<ty , (5.171)

I1 valore costante di o puo essere determinato, calcolando il secondo mem-
bro della (B.I71) nel limite ¢ — —oo, in cui #(t) — 0 e r(t) — +oo; si

trova
/00 dr’
o= )
ro 2r2\/2mE — [(3/r"?
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Ne segue che, posto 6y = 0(ty):
% ao’

/00 dr’ B
0 2B —2macos®  Jn 272, [2mE — 3/r" -

\/2mE/3 d
_ / v - T (5.174)
0 2v/2mE — [x? 4+/B3
Analogamente, se si pone
9]\/[ - tlg-nooe(t) ’
si ha:
Ons do’ S dr’ T
_9 / - : 5.175
/0 2V — 2macos ¢ v 2r2./2mE — 3/r"? 2V/3 ( )
che puo riscriversi nella forma
0 dao’
" —, (5.176)

0 1— Acost

dove A ¢ una costante positiva e minore di 1, definita nella (5.164)).

La (5I76]) definisce implicitamente 6, in funzione di A, ma non puo essere
risolta in termini di funzioni semplici. Facciamo vedere che, in ogni caso, ¢
certamente vero che

0 M<T
Si consideri la funzione:
o o’
F(\8) = / N (5.177)
0 v1—Acost

Se 0 < 7/2, & facile mostrare che l'integrando ¢ una funzione monotona
crescente di \; cio e sufficiente a provare che anche F' e una funzione crescente
di A\, se 0 <m/2. Se w/2 < 6 < m, si puo scrivere:
1 1

+
Acos®  v/1+ Acos@'

F(A,Q):F(A,w—9)+;/7T99d0’ [\/1_

ed e ancora facile dimostrare che l’espressione fra parentesi quadre e una
funzione crescente di A; lo stesso e allora vero per F. Pertanto:

F(AO)>F(0,0)=0 , 6clo,x] ., re(0,1) (5.178)

da cui segue subito, vista la monotonia di F' anche come funzione di 6, che

Oy < m, dato che, per la (BIT0), F(\, 0y ) = 7 e, per la (BIT8)), F(A\, m) > 7.
Dalle considerazioni precedenti segue pure che:

im0 =0
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