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Mettiamo a 
onfronto due ipotesi puntualiSu

ede raramente, il 
aso più interessante è il disegno di uno studio
lini
o prospetti
oSia π la probabilità 
he un paziente presenti una re
idiva dellapatologiaVogliamo valutare il sistema d'ipotesi






H0 : π = 0.2 Ipotesi nulla (
ome da pre
edenti lavori)

H1 : π = 0.3 Ipotesi alternativa (soglia minima di in
remento 
lini
amente rilevante)Re
lutiamo sequenzialmente un 
ampione di 10 pazienti

(X1, . . . , X10) 
on

Pr{Xi = xi} = πxi(1− π)1−xi dove xi = 0 o 12



Sintetizziamo le nostre esservazioni attraverso la statisti
a test

S =
∑

Xi


he nel nostro 
aso indi
a il numero osservato di re
idiveOgni sintesi 
omporta una sempli�
azione (ridu
iamo la dimensione)e un guadagno nellínterpretabilità dei dati ma an
he una perdita diinformazione:quale nel nostro 
aso?La s
elta della statisti
a ottimale risponde alla doppia esigenza diottenere la massima sempi�
azione mantenendo tutta l'informazioneutile ai nosri s
opi.
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Gli eventi osservabili per S sono

• 0 (nessun paziente re
idiva)

X1 = X2 = · · · = X10 = 0.

• 1 (un solo paziente presenta una re
idiva)

Xi = 1 e X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . ,X10 = 0il paziente 
he re
idiva può essere uno qualsiasi ⇒ abbiamo (

10

1

)situazioni possibili 
he 
ondu
ono allo stesso risultato....

• 10 (tutti i pazienti presentano una re
idiva)
X1 = X2 = · · · = X10 = 1.
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La probabilità di osservare r re
idive sarà

Pr{S =
10
∑

1

Xi = r;π} =

(

10

r

)

πr(1− π)10−r

In parti
olare sotto l'ipotesi nulla H0 avremo

Pr{S = r|H0} =

(

10

r

)

(0.20)r(0.80)10−r

Mentre sotto l'ipotesi alternativa H1 avremo
Pr{S = r|H1} =

(

10

r

)

(0.30)r(0.70)10−r
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Cal
oliamo le probabilità in dettaglior Pr{r|H0} Pr{r|H1}0 0.10737 0.02825 A1 0.26844 0.12106 A2 0.30199 0.23347 A3 0.20133 0.26683 R4 0.08808 0.20012 R5 0.02642 0.10292 R6 0.00551 0.03676 R7 0.00078 0.00900 R8 0.00008 0.00145 R9 0.00000 0.00013 R10 0.00000 0.00001 R
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Un test d'ipotesi è formalmente una regola di de
isione 
he asso
ia adogni possibile risultato per S la s
elta di una delle due ipotesiPossiamo ad esempio de
idere di ri�utare H0 e quindi a

ettare H1 se

Pr{S = r|H1} > Pr{S = r|H0}Ogni regola di de
isione porta alla de�nizione di una regione dia

ettazione A e di una regione di ri�uto R dell'ipotesi nulla
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Una volta de�nita la regione di ri�uto non resterebbe 
he 
al
olare ilvalore della statisti
a test sui nostri dati e veri�
are in quale regionesi trova.Come sempre, tuttavia, al risultato �nale è ne
essario a�an
are unamisura d'errore (anzi due).
H0 H1Non ri�utiamo H0 OK Errore di se
onda spe
ieRi�utiamo H0 Errore di prima spe
ie OK
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Cal
oliamo le probabilità asso
iate alle diverse situazioni

Pr{A|H0} =
2

∑

r=0

(

10

r

)

(0.20)r(0.80)10−r = 0.67780

•Pr{R|H0} =

10
∑

r=3

(

10

r

)

(0.20)r(0.80)10−r = 0.32220

Pr{R|H0} = α := la probabilità di ri�utare H0 quando in realtà éveraProbabilità di un errore di prima spe
ie
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•Pr{A|H1} =
2

∑

r=0

(

10

r

)

(0.30)r(0.70)10−r = 0.38278

Pr{A|H1} = 1− β := la probabilità di a

ettare H0 quando in realtàé vera H1Probabilità di un errore di se
onda spe
ie
Pr{R|H1} =

10
∑

r=3

(

10

r

)

(0.30)r(0.70)10−r = 0.61722

Pr{R|H0} = β := potenza del test
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Possiamo s
egliere una diversa regola di de
isione e quindi unadiversa regione di ri�uto in modo da ridurre le probabilità di errore?
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. . . ma aumento 1− β
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In verità �ssato livello di α siamo 
erti 
he il test 
aratterizzato dallaregola di de
isione se
ondo 
uia

ettiamo H1 se Pr{S = r|H1} > KαPr{S = r|H0}è il test piu' potente 
he possiamo ottenereSe �ssiamo α = 0.04 la nostra regione di ri�uto sarà

•R = {5, 6, 7, 8, 9, 10}Questa s
elta 
orrisponde di fatto ad una nuova regola di de
isione:ri�utiamo H0 se

•Pr{r|H1} ≥ 3.7Pr{r|H0}Abbiamo 
ontrollato la probabilità di ri�utare H0, ridu
endola da

0.32 a 0.03, ma diventiamo estremamente 
onservativi17



Adesso la probabilità di a

ettare H0 quando è vera H1 è salita da

0.38 a 0.85.La nostra situazione é �irremediabile�
• ipotesi relativemente �vi
ine�
• 
ampione molto pi

olo
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An
ora non basta
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A qual
uno potrebbe venire la tentazione di allontare l'ipotesialternativa . . .
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. . . ma non e' una s
elta 
he vi ra

omando
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Quasi dimenti
avo il p-valueTorniamo al 
aso iniziale e immaginiamo di avere osservato

r0 = 9, r0ilR a

ettiamo l'ipotesi alternativa π = 0.30 
on α = 0.32 e

β = 0.38Notate 
ome saremmo giunti alla stessa 
on
lusione an
he seavessimo osservato r0 = 4, an
he se evidentemente l'evidenza deinotri dati e' diversaNel test 
lassi
o il ruolo del valore e�ettivamente osservato è limitatoNas
e l'esigenza di a

ompagnare il risultato del test 
on una misuradell'evidenza del dato osservato 
ontro (a favore) l'ipotesi nullaIl p-value e' de�nito 
ome la probablilità di osservare valore uguali opiù estremi dal valore della statisti
a test otenuto nel nostro
ampione assumendo vera l'ipotesi nullaPiù pi

olo è il valore di p maggiore l'evidenza 
ontro H024



Nel primo 
aso avremo p=0.00013 mentre se
ondo 
aso p=0.350e �nalmente . . . us
immo a riveder le stelle!
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In sintesi1. Ipotizziamo 
he il fenomeno oggetto di studio segua una legge

Pr(x; θ) dove θ sintetizza gli aspetti in
ogniti dello stesso2. Abbiamo formallizzato un sitema d'ipotesi







H0 : θ = θ0

H1 : θ = θ13. Abbiamo estratto un 
ampione 
asuale di dimensione n

(X1, . . . , Xn) Xi ∼ Pr(xi; θ)

Pr{x1, . . . , xn} =
n
∏

i=1

Pr(xi; θ)4. abbiamo 
onsiderato una statisti
a test26



T = f(X1, . . . , Xn)

Pr{T = t} = Pr{(x1, . . . , xn) : f(x1, . . . , xn) = t}

⇒ PT (t; θ) distribuzione 
ampionaria di T5. Abbiamo valutato la probabilità dei diversi valori di T sotto H0 e

H16. Abbiamo �ssato un livello a

ettabile per α, la probabilità diri�utare H0 quando vera7. Per questo livello di α, abbiamo 
er
ato quella regola di de
isione
he 
i garantis
e la minima probabilità di ri�utare H1 quandovera

R = {t : PT (t; θ0) < cαPT (t; θ1)}27



8. A tale pro
edura (test) restano asso
iati due possibili errori 
onle relative probabilità
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Pr{R|θ0} = Pr{R|H0} = α

Pr{R|θ1} = Pr{A|H0} = βN.B. abbiamo de�nito una regola de
isionale (test)Una volta osservato il 
ampione 
al
oliamo il 
orrispondente valore di

T (t0):
• se t0 ∈ A ⇒ a

ettiamo H0

• se t0 ∈ R ⇒ ri�utiamo H0
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