Complementi di Probabilita e Statistica
Laurea Magistrale Ing. Info.
Soluzione degli Esercizi su catene di Markov a tempo continuo M. Abundo

1. Si puo modellizzare il sistema mediante una coda del tipo M /M /n modificata nel
seguente modo.
Si considera un processo di nascita e morte con:

A sek<5h
A = -
K {0 sek>5

kp sek=1,...,s
g = {su sek=s+1,....,s+ N
0 sek>s+N
Si osservi che la usuale coda M /M /n si ottiene per N — oo.
Posto p = A\/u, procedendo come per la coda M/M/n, si trova per la distribuzione
stazionaria:

k
o se k<s
— k
Tk = T=m sek=s4+1,...,s+ N
0 sek>s+ N

La condizione di normalizzazione ), py = 1 diventa
s k s+N k
0 Z k! Z slsk=s |
k=0 k=s+1
Ponendo j = k — s — 1, la seconda somma si puo riscrivere:

1 N—1 N
= s+l L —
ss!p JZ::O (s)

1 al P\
— 58 =
N s!p Z <s>
=1
Pertanto:
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Ponendo ¢ — 1 = j, la seconda somma diventa

S N-1 ' s s
pt! AN 1= (p/s)Y _ ptt 1 (p/s)Y
ss! 1—p/s s! s—p

ss! S



Si ottiene infine:

k! s! s—p

-1
S k s—|—11_ SN
WO:( rop (p/)> _

Volendo calcolare esplicitamente la distribuzione stazionaria per s = 3, N = 2 e A =

1, 4 = 2, possiamo alternativamente procedere come segue. Risulta:
Ay = { A sek<5h

0 sek>5
kp sek=1,2,3
P =4 3u sek=4,5
0 sek>5

Cerchiamo la distribuzione stazionaria come soluzione dell’equazione di bilancio:

TNk = Tht1 k41

ovVvero
TEA = Tht1 k41

Esplicitando per i vari valori di k, otteniamo:

TOA = 1[4

TIA = Tg - 21
7T2)\ = T3 - 3,UJ
T3\ = Tq - 31
7T4)\ = 75 - 3u

La prima equazione fornisce m; = myp; sostituendo nella seconda si ottiene 7wy = % p>To;

sostituendo nella terza: w3 = %pg’wo; sostituendo nella quarta: my = % . %p‘lwo; infine,
sostituendo nell’ultima: 75 = 55 - 3;p°mo.
Riassumendo: .
To%y se k<3
i =
k Wom se k = 4, 5}
se k>5H

Imponendo la condizione Y m, = 1, si ottiene:
o= [14+p+p*/2+p>/6+ p*/18 + p° /54] !

2. (i) + (i)
Posto p = A\/pu, si ottiene p = % < 1; dunque e soddisfatta la condizione necessaria per
I’esistenza della distribuzione stazionaria. La sua legge, come si sa dalla teoria, ¢ geometrica
di parametro 1 — p, cioé 7, = p*(1 — p). Quindi P(X(co =0)) =mp=1—p=1.
(iii) Ricordando le formule per media e varianza di una v.a. con distribuzione geometrica,
si ottiene:

_1-(-p) p

pu— :]_
1—0p 1—p

E(X(00))
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_1=0=n_ _r _
Var(X(c0)) = T2 “ 07"

(iv) Si ha:
P(4 < X(00) <7) = P(X(c0) =4)+ P(X(00) =5) + P(X(0) =6) =
() () ()]

(v) In tal caso sarebbe p = A\/u = 2 > 1 e non sarebbe verificata la condizione necessaria
per lesistenza della distribuzione all’equilibrio.

1
(L=p)(p" + 0" +0°) = 5

3. (i) + (ii) Per una coda M/M /oo la distribuzione stazionaria esiste sempre ed & 7 =

freP, ove p = A/u . Nel caso presente risulta p = 1, quindi si ottiene m = %6_1. Inoltre

P(X(0)=0)=my=e L.

(iii) Siccome la distribuzione stazionaria ¢ di Poisson di parametro p, risulta E(X (c0)) =
Var(X(o0)) =p=1.

(iv) PB< X(00) <B)=my+ms=e"1 (3 +5) -

4. (i) Dalla teoria si ha:
~1
n k n+1
P(X(00)=0) =7y = L
k! P)
k=0
Sostituendo p = A/ =1/2 e n =7, si ottiene

L1 er ]
Ty = [Z 2k k| + 7!(13/2)]

k=0

(ii) La condizione per l'esistenza della distribuzione stazionaria ¢ p < n, cioé 1/2 < 7, che
e verificata. Dalla teoria, si ha poi:

{ —lekﬂTo se k<7
SkTi7k—7 0 S€ k>8

(iii) P(X (00 =4)) = m4 = To315 -

5. (i) visto che A = 1 e p = 1/2, dalla teoria segue che il numero medio di clienti nel
sistema ¢ L = \/(u— \) = 1.

(ii) il numero medio di clienti in attesa nelle code & L, = A\?/[u(pu — )] =1/2 .

(iii) il tempo medio che un cliente trascorre nel sistema e: W =1/(u — A) = 1.

(iv) il tempo medio di attesa di un cliente nella coda ¢ : W, = A/[u(p — N)] =1/2 .
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6. (i) + (ii) Si sa che

{W:ﬁzz

_ A _
We =G> =1

Risolvendo il sistema nelle incognite A e p, si ottiene A = 1/2 e p = 1. Dalla teoria delle
code M/M/1 si ha 7, = p*(1 — p) con p = A/ = 1/2, ovvero la distribuzione stazionaria
¢ geometrica di parametro 1 — p = 1/2.

(iii) Dalle formule per la media e la varianza di una v.a. geometrica, si ottiene:

E(X(00)) = %;p) — 1, Var(X(o0)) = ﬁ

(iv) P(5 < X(00) <8) =my+mo+mr = 1 (5 + & + &) .

=2

7. Nella coda M /M /oo la distribuzione stazionaria e di Poisson di parametro p, ovvero
7, = e Pp¥ /k!; dunque:

Q) L= kmp=p=\p.

(iii) dalla prima relazione di Little, W = L/\ = 1/pu.

(iv) dalla relazione W, = W — 1/pu, si ottiene W, = 0

(i) dalla seconda relazione di Little, L. = AW, = 0.

8. Per una coda M /M /n si ha che il numero medio di clienti in attesa nelle code &

o0 [e.e] (e e] k

Lc:Z(kz—n)m: Z (k —n)m = Z (k‘—n)#ﬂ'o

k=n k=n+1 k=n+1

Posto k — n = h, la serie diventa

Siccome, per |q| < 1 risulta Y p ¢ = 1—iq, derivando termine a termine, si trova:

> 1
hqh—l _
hz::l (1-4q)?

e quindi

oo oo q
hg" =q- ) hg" ' =
N
Per ¢ = p/n, riprendendo il calcolo, si trova:

P
L.=




(per le relazioni di Little)
= AW, = AW — 1/p)

Da cio segue che

W =

n 1 [ np"tlmg ! N 1 p Tl
nln—p2|  p o A |(n—=1)(n—p)?

1

woooA
9. Ogni cassiera serve un cliente ogni 2 minuti, quindi il tasso di servizio & pu = 1/2
(clienti/min), mentre il tasso di arrivo ¢ A = 10 (clienti/min). Modelizzando com una
coda M /M /n, affinché esista la distribuzione invariante, posto p = A/n, deve essere p < n,
cioé A/ < n che fornisce n > 20, ovvero si puo scegliere, al minimo, n = 21.
(i) Occorre imporre che il tempo medio di attesa globale sia inferiore a 5 min., cioé W < 5.
L’espressione per W e stata ricavata nell’ esercizio 8., ed e:

1 1 [ np" ] 11 [ ol
(

W = — — — _
i X W=7 T r X [ Dl pp?

dove, come noto dalla teoria:

1
n k n+1
_ PP
0= ( k! * nl(n — p)) (*)

k=0

Dunque, per A = 10, p = 1/2, e p = 20, occorre imporre che

1 20"+ 171,
2+ — <5 *%
10 <(n—1)!(n—20)2) (+4)
dove, per ogni n, m ¢ calcolato mediante (*) con p = 20.
Procedendo per tentativi, calcolando 'espressione di sopra per n = 21, 22,... (con un

computer si tratta di un’operazione immediata), si trova che il primo intero n per cui (*¥*)
e verificata ¢ n = 34; concludiamo, quindi, che il numero minimo di casse da predisporre
affinché il tempo di attesa globale sia inferiore a 5 minuti e n = 34.

(ii) Introducendo le casse veloci, per quelle normali il A & pari a 7, il p & pari a 1/2, e
p = 14, quindji, se n; ¢ il numero di casse normali, procedendo come in (i), occorre imporre

che ot
1 14" 70
2+ = 5.
T3 ((n— Di(n = 14)2) <

che fornisce, procedendo per tentativi, nq > 24.

(iii) Per le casse veloci il A e pari a 3, il u € pari a 2, e p = 3/2, quindi, se ns € il numero
di casse veloci, la condizione affinché il tempo medio di attesa e servizio alle casse veloci
sia minore di 4 min, diventa:

1 (1.5)"
2Ty ((n—l)!(n—f.5)2> <

che fornisce, procedendo per tentativi, no > 2.
Quindi, se si introducono le casse veloci, invece di 34 casse, se ne possono usare 26, di cui
2 veloci.



10.
(i) Richiamiamo le seguenti formule, riguardanti la funzione rischio di guasto istantaneo
A(t)

) = L = = 5 low(L = F(0) (¥
Fit)y=1—-¢ fot A(u)du; S(t)=1—F(t) (%)

dove F(t) = P(T < t) ¢ la funzione di distribuzione di T, S(t) ¢ la funzione di soprav-
vivenza e f(t) = F'(t) ¢ la sua densita. Nel nostro caso, derivando I’espressione assegnata
per F(t), si ottiene la densita f(¢) di T":

_ __4b
f(t) = abt®~te=t",
e quindi, sostituendo nella formula (x), 'intensita di guasto istantaneo é:

b—1_—at®
A(t) = abt” e T

e—at®

Si noti che A(t) risulta una funzione crescente di ¢ se b > 1, decrescente se b > 1;se b =1
si ottiene A(t) = a = costante.
(ii) Se b =1 si ha A(t) = a; usando (*x) si ricava

—at
Ft)y=1—e",
ovvero 1" ¢ una v.a. con distribuzione esponenziale di parametro a.

11.
(i) Se i componenti sono collegati in serie, si ha T' = min(7}, 7). Dunque, per la funzione
di sopravvivenza dell’apparecchiatura con tempo di vita T, si ha:

Slyg(t) =1- Flyg(t) = P(T > If) = P(Tl >t Ty > t) =

= P(Tl > t)P(TQ > t) = Sl(t)52<t)

Dalla formula per il rischio istantaneo di guasto:

d
)\172(15) = —% log 5172(25) 5

si ottiene:
d

)\172(t) — —a

log(51(2)52(t)) =

d d
=—= log Sy (t) — %10g Sa(t) = Ai(t) + Aa(t)

ovvero, in accordo con l'intuizione, i rischi di guasto si sommano, visto che nel collegamento
in serie, se uno dei due componenti si guasta, 'intero sistema cessa di funzionare.
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(ii) Se si collegano i due componenti in parallelo, si ha: T = max(77,7%). In tal caso,
risulta:
FLQ(t) - P(T S t) - P(Tl S t,TQ S t) -

= P(T) <t)P(Ty < t) = F1(t)Fa(t).
Quindi, essendo Fi(t), F»(t) € [0, 1], si ottiene:

Fio(t) < Fi(t), Fia(t) < Fy(t).

Allora: Sy 2(t) =1— Fy2(t) > 1 — Fi(t) = S1(t), e analogamente

S1,2(t) > 1 — Fy(t) = S2(t). Come naturale, la funzione di sopravvivenza dell’
apparecchiatura composta dai due componenti collegati in parallelo risulta > di quelle dei
due singoli componenti.

Il rischio di guasto ora e piu complicato da calcolare; si ha:

)\1,2(75) = —% log 5172(t) = —% log(l — Fl(t)FQ(t)) =

_ A F() + f2(0) ()
1— Fi(t)Fy(t) '

12.
Per la funzione di sopravvivenza del prodotto commerciale si ha:

S(t) — e fot A(u)du — e fot 2u3/2du _

(i) Si ottiene

(ii) La probabilita cercata e:

P05<T<15)=F(15)— F(0.5)=1-5(15)— (1 — S(0.5)) =

5/2 6_%(%)5/2

= 5(0.5) — §(1.5) = ¢~ 5(5) =~ (0.6607 .



