Esercizi su martingale
1. Sia X una v.a. integrabile, mostrare che Z; = F(X|F;) ¢ una martingala.

2. Sia M; una F;-martingala di quadrato integrabile, ovvero E(M?) < +oo, Vt. Mostrare
che:

(i) B((My — M,)?|F,) = E(M?|F,) — M2, s <t

(i) B((M; — M,)?) = E(M}) — E(M?), s <t

(iii) la funzione ¥ (t) = E(M?) & crescente.

3. X; ¢ una martingala se e solo se per ogni tempo di arresto limitato 7 risulta F(X,) =
E(Xy).

4. Sia B; un MB, allora:

(i) Bt € una Fy-martingala

(i) X; = B? — t ¢ una F;-martingala

(iii) ¥; = e*B— 22"t & una Fy-martingala, VA € R

5. Se B; e un MB, calcolare, per s < t:
(i) E(B,B7)
(ii) E(B¢|Fs)
(iii) E(B|Bs)
(iv) E(BYB?).

6. Se By ¢ un MB e a > 0, sia 7, = inf{t > 0: B; > a} il tempo di primo attraversamento
di B; attraverso la barriera {z = a}. Mostrare che la trasformata di Laplace di 7, ¢

P(N) = B(e ) = eV,

7. Sia B; un MB e a,b > 0. Sia 7 il tempo di uscita di B; dall’intervallo [—a,b] (si puo
dimostrare che 7 & q.c. finito).

(i) Calcolare P(B; = —a) e P(B,; =)

(ii) Calcolare E(T).

8. Se By ¢ un MB e a > 0, sia 7, = inf{t > 0 : |B;| > a}. Per M > 0, calcolare E(e=M7)

M,
e,per0<a< NLQW’ calcolare anche E (e’ 7).

9. (Processo di Poisson)

Per A > 0, sia N, con Ny = 0, un processo ad incrementi indipendenti, tale che N; — Ny ~
N;_s abbia distribuzione di Poisson di parametro \(t — s) e le traiettorie di N; siano non
decrescenti con salti costanti ed uguali a 1. Un tale processo si chiama processo di Poisson

omogeneo. Gli inter-tempi di salto sono v.a. indipendenti con distribuzione esponenziale
di parametro \. Valgono le formule:

k
P(N; =k) = e*t%7 k>0, E(N;) =M, Var(Ny) = Xt



(i) Calcolare la variazione e la variazione quadratica di Ny nell’intervallo [0, ¢], mostrando
che esse sono entrambe uguali a NV;. Dunque il processo di Poisson ha variazione e variazione
quadratica positive e finite.

(ii) Mostrare che X; = N; — At ¢ una martingala.

(iii) Mostrare che Y; = (N; — At)? — A\t & una martingala.



Soluzione degli esercizi su martingale

1. Se Z; = E(X|F;) e s < t, si ha Fy C F;. Allora:

B(Z|F,) = E(E(X|F)IF,) = B(X|F,) = Z,
e quindi Z; € una martingala.
2. (i) Se s < t, si ha:

B((M; — Mj)?|Fs) = BE(M? — 2My M + MZ|F,) =
= E(M?|F) — 2M,E(M,|F,) + M? =

(visto che E(M|Fs) = Ms, poiché M, ¢ martingala)

= E(M7|Fo) = 2M7 + M = E(M|F,) = M
(i)

E((M, — Ms)?) = BE[BE(M, — M)*|Fy] = BE[E(M{|Fs) — M7] =

= E[E(M}|F,)] — E(M]) = BE(M) — E(M)

(iii) Se ¥ (t) = E(M}), si ha, per s <t :

U(t) = v(s) = B(M{) — B(M]) =

(per (ii))
= BE((M; — M,)?) > 0 = 1(t) crescente

3. Se X e una martingala, la proprieta ¢ conseguenza del Teorema d’arresto.
Viceversa, supposta vera la proprieta, proviamo che X ¢ una martingala. Basta provare
che, per s <t e per ogni A € Fj, risulta:

E(Xi14) = E(Xs1y) ()

Infatti, X martingala <= F(X;|Fs) = X <

/ X dP = / Xqdp, VA€ F;
AcF, AcF,

che coincide con (*).
L’idea della dimostrazione e di trovare due tempi di arresto limitati, 7y e 75, tali che, dalla
relazione

E(Xs,) = BE(X,) ()
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segua (*). Per A € F; fissato, scegliamo:

w) = s, sew€A o Tt
P77t sewe A€ 2

71 € tempo d’arresto; infatti:
0, seu<s
{w:n(w)<u}=<¢ A, ses<u<t
Q, seu>t

e dunque, in ogni caso {r; < u} € F,, Vu.
Ma X, = X 14 + X1 0, per cui, da (**) si ricava:

E(X,,)=E(X.14) + E(X{14c) = BE(X,,) = E(X;) = BE(X:14) + E(X¢140)
da cui, sottraendo, si ricava (*).
4. (i) ses<t:
E(Bi|F.) = E(By + (B, — B.)|F.) = E(BJ|F.) + E(B, — B|F.) =
(siccome By & Fs—misurabile e B; — B ¢ indipendente da F)
= Bs+ E(By — B;) = B; + 0= By,
e quindi B; € una martingala.

(ii) Se s < t:
E(Xt’-FS) = E((Bs + (Bt - BS))Z‘}—S) —t=

= E(B2 +2B,(B; — B,) + (B; — B,)*|F,) —t =
= BZ +2B,E(B; — Bs|F,) + E((B; — By)*|Fs) —t =
(siccome By & Fs—misurabile e B; — B ¢ indipendente da F)
= B2+ 2B,E(B; — Bs) + E((B; — Bs)?*) —t =
=B24+2B, - 0+t—s5s—t=B>—-s=X,

e quindi X; ¢ una martingala.

(iil) Se s < t
B(Y|Fy) = B(APHA BB F ) =

(poiché B, ¢ Fs—misurabile )
— eABS_%A2tE(€)\(Bt_BS)|f3) —
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(poiché B; — B; ¢ indipendente da Fy)

_ eABS—%)\QtE(eA(Bt—BS)) _

(ricordando la trasformata di laplace di una v.a. normale)
ABo—3 A%t ;507 (t=s) _ ABs—3)\7s Y,

=€

e quindi Y; € una martingala.

5. (i) Si ha:
E(BthQ) = E(E(BSB?LFS)

Siccome Bg ¢ F—misurabile, se s <t :

E(B,B}) = E(B,E(B}|F;)

(%)

Sappiamo che Z; = B? — t ¢ una martingala, per cui E(Z;|Fs) = Zs, cioé E(B? — t|Fs) =

()

B2 — s, ovvero

E(B}|Fs) =B —s+t

Dunque, utilizzando (*):
E(ByB}) = E(Bs(B2 —s+1t)) = E(B2) + (t — s)E(Bs) = 0.
(ii) Siccome il MB ¢ una martingala, per s <t :
E(Bi|Fs) = B,
(iii) Se s < t:

E(By|Bs) = E(B, — B, + B,|B,) = E(B, — B,|B,) + B, = B,

(poiché, essendo B; — B, indipendente da By, risulta F(B; — Bs|Bs) = E(B; — By)

(iv) Per s < t:
E(BIB}) = E(E(B{B{|F.)) = E(B{E(B{| F;)) =

(per (**) dell’esercizio 5 (ii) )
= E(BI(B; — s +1)) = E(B;) + (t — s)E(BY)
Ricordando che, se Z ~ N(0,0?), risulta E(Z%) = 30, si ottiene infine
E(B?B?) = 35% 4 (t — s)s
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6. Per 'esercizio 4 (iii) M; = B33t & yna martingala. Allora (M, A¢): € una martin-
gala limitata poiché B, A+ < a e quindi

_ 1,2
MT At — BABTG/\te 2)\ (TQ/\t) <

a

(poiché e~ 22 (TaAt) < 1)
< eM < foo

Pertanto, si puo applicare il Teorema della convergenza dominata di Lebesgue e il Teorema
di arresto e, siccome 7, < 00 q.C.:

1= E(My) = lim E(eMBrarte= 3N (A = QAap(e=377a) = B(M, )

t——4o0

da cui
E(e_%/\zﬂl) _ 6_’\a.

Posto 0 = %AQ, cioé A = /20, si ottiene:

E(e—GTQ) — e—a\/%.

7. (i) Per il Teorema di arresto (visto che 7 & quasi certamente finito):
0= E(By) = E(Biar)

per t — 400, per il Teorema della convergenza dominata di Lebesgue, e usando che
—a < Biar < b, si ottiene:

0= E(By) = E(Byr,) = —aP(B; = —a) + bP(B, = b) =

= —aP(B, = ~a) + b(1 - P(B, = ~a)) = b — (a + H)P(B, = —a)

da cui segue che

b a
_ B b
a+b’ a+t+b

(ii) Ripetendo il ragionamento di sopra, siccome X; = Bf — ¢ & una martingala:
0= E(Xo) = E(Xinr) = E(Bjs, — (tAT))

per cui E(BZ..) = E((t A 7)); passando al limite per t — oo ed usando il Teorema di
Lebesgue e il Teorema di Beppo Levi, si ottiene:

a’b + b%a B

B(B) = B(r) = a*P(B. = ~a) + 'P(B, =b) = — ——— = ab.

8. Per ogni A, si ha che M; = eABe=N"t/2 & yna martingala. Poniamo per semplicita di
2

notazione 7 = 7, = inf{t > 0: |B;| > a}. Se t < 7 risulta 0 < M; < e~ t/2 < e quindi

M; e limitata per t < 7.



Si ha E(My) = E(Mp.), dunque:

1= E(MO) — E’(e)\Bt/\-re—)\Qt/\T/Q) — thm E(e/\Bt/\"e_)‘2t/\T/2)
— 00

e, per convergenza dominata, tale quantita ¢ uguale a:

E(thm e)\Bt/\.,-e—)\Qt/\T/2> — E(e)\B.,.e_)\QT/Q)
— 00
= E(e‘ABTe_AQT/Q\BT = —a)P(B; = —a) + E(e_’\BTe_)‘zT/2|BT =a)P(B; =a)
1
= §(E(e’\ae_>‘2T/2) + E(e_Me_va)) = cosh()\a)E(e_AQT/z).
Dunque:
2
E(e " 7/?) =1/ cosh(\a).
Se A = v2M, si ottiene:
1

cosh(v2Ma)
Se invece A = —iv/2M (i € I’ unita immaginaria, ovvero i = v/—1 ), si ha:

E(e™MT) =

1

BelT) = cosh(—iv2Ma)

Visto che cosh(—iv2Ma) = 1(e7tV2M 4 ¢iaV2M) — cog(av/2M), si ottiene:

1
cos(v2Ma)

(ricordare che cosf = (e? + e~%)/2). Naturalmente occorre che cos(v/2Ma) > 0, ovvero
T
0<a<; N

E(eM’T) —

9. (i) (a) Sia 0 =tg < t; < t2 <...<t, =t una partizione di [0,¢]. La variazione &

1=1

e, siccome N; e non decrescente, si ottiene
V(t) = nlggoletl - Ntifl = nlg%o[(Ntl - NO) + (Nt2 - Ntl) +.o..t (Ntn - Ntnfl)]

:Nt—NOZNt

(b) Osserviamo che Ny, — Ny, , pud assumere solo valori 0 e 1 per piccoli valori
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dell'incremento ¢; — t;_1; stessa cosa vale per (Ny, — Ny,_,)?, che ¢ quindi uguale a Ny, —
Ny, _,. Allora, la variazione quadratica di Ny eé:

<Nt> = nh_{go Z(Ntz - Ntifl)Z = nh_{IolO Z(Ntz - Ntifl) =N, = V(t)
=1 =1

(ii) Se s < t:
E(Xi|Fs) = E(Ny — M| Fs) = E(Ns + (Ny — No) — At Fy) =
= E(NJJF,) + E(N; — Ny|F,) = M =
(siccome N & Fg—misurabile e Ny — Ny € indipendente da Fj)
= Ng+ E(Nt — Ng) =AMt = Ns+ At —s) — Xt = Ny — As = X

e quindi X; ¢ una martingala.
(iii) Se s < t:

E(Yi|Fs) = E((Ny — AXt)? = M| Fs) = E(N? — 20Ny + \2t? — M| F,) =

= E[(Ns + (N; — Ng))? = 2M(Ng + (Ny — Ny)) + N2t — Xt F] =
— E[N2 4+ 2N, (N; — Ny) 4 (N; — Ny)? — 2XtNg — 20t(N; — Ny) 4+ A22 — M| F] =
= E(N2|F,)+2N,E(N;—N,)+E((N;—N)?) = 2ME(Ny| Fy) —2XE(N; — N )+ A\ t2 =\t =
= N2 4+ 2N A(t — 8) + [t — 5) + A2(t — 8)%] — 2XEN, — 22Xt - A(t — 8) + \*t% — Xt
=...=N2-2\N, = As + s = (N, — Xs)* — As =Y,

e quindi Y; € una martingala.



