LEZIONE DI MERCOLEDI 10 MARZO 2021

Esercizi su Probabilita condizionata, indipendenza di eventi e Teorema di Bayes

OSSERVAZIONI:

E’ importante capire la differenza tra P(A), probabilita (assoluta) di un evento A, e
P(A|B)=[P(A n B)]/ P(B), probabilita di A condizionata a B, dove B € un evento

con P(B) > 0.

P(A) rappresenta una valutazione di quanto sia verosimile il verificarsi dell’evento A, in
assenza di altre informazioni, mentre P(A|B) rappresenta una tale valutazione, sapendo che
I’evento B si é verificato.

Due eventi A e B sono stocasticamente indipendenti se risulta P(A n B) = P(A) P(B),
oppure P(A|B) = P(A), e ancora P(BJA)=P(A). La definizione di indipendenza in blocco di
piu’ di due eventi € un po’ piu’ complicata (vedi libro).

Nel caso si debba calcolare P(A m B) con A e B non indipendenti, si puo’ utilizzare la
definizione di probabilita condizionata, per ottenere P(A n B) = P(A|B) P(B).

Se A1, Ao, ..... Ansono eventi esaustivi (la loro unione & Q) e sono a due a due disgiunti,
allora per un evento E vale la formula delle probabilita totali:

P(E)=P(ENA)+PENA)+...... +P(E N An),
che e anche uguale a
P(E| A1) P(A1)) +P(E|A2) P(A2) +....... + P(E | An) P(An).
I teorema di Bayes afferma che:
P(Ai | E) = P(E | Ai) P(Ai) / P(E),

e permette di scambiare I’evento condizionante (Ai) con I’evento condizionato (E); si applica
tutte le volte in cui e nota P(E | Ai), e si vuole trovare P(Ai | E).

SVOLGERE GLI ESERCIZI:

1.5,1.6,1.7,1.10, 1.46, 1.51 del libro di Esercizi svolti

| TESTI E LE SOLUZIONI SONO NELLE PAGINE SEGUENTI



Capitolo 1

Esercizi di Probabilita discreta

> Esercizio 1.2
Si considerino n eventi Ay, Ao, ...
bilita che nessuno di essi si veri

> Esercizio 1.3
Risolvere 1'esercizio
A1, Ag, ...

Segnato numero positivo, trovare il piu piccolo intero positivo n pe
A1UA2UUAn) Za.

> Esercizio 1.5

Trovare quali dei seguenti due eventi ha maggior probabilita di accadere:

Ay = “esce almeno un asso nel lancio simultaneo di quattro dadi”; Ay = “esce
almeno un doppio asso in 24 lanci di una coppia di dadi”.
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14 Capitolo 1

> Esercizio 1.6

Una scatola contiene 5 pedine doppie del gioco del domino (una pedina si dice
doppia se su entrambi i suoi lati, sinistro e destro, & segnato lo stesso numero);
si sa che la prima pedina ¢ un doppio 1, la seconda un doppio 2, e le altre pedine
nella scatola sono, rispettivamente, un doppio 3, un doppio 4 e un doppio 5. Si
estraggono a caso dalla scatola due pedine, senza rimpiazzo.

(i) Calcolare la probabilita che la prima pedina estratta sia contrassegnata con
un numero pari.

(ii) Calcolare la probabilita che la seconda pedina estratta sia contrassegnata
con Un numero pari.

(iii) Calcolare la probabilita che entrambe le pedine estratte siano contrasse-
gnate con numeri pari.

> Esercizio 1.7

Due giocatori di tiro al piattello sparano allo stesso bersaglio. Si sa che il primo
concorrente spara in media 9 colpi, durante lo stesso tempo in cui il secondo
ne spara 10. La precisione dei due giocatori non e la stessa: mediamente, su
10 colpi sparati dal primo concorrente, 8 colpiscono il bersaglio, su altrettanti
sparati dal secondo giocatore solo 7 colpiscono il bersaglio. Durante il gioco, il
bersaglio e stato colpito da un proiettile, ma non si sa chi abbia sparato. Qual
¢ la probabilita che abbia sparato il secondo concorrente?

elettronico. Qual ¢ la probabili cchina produca k viti, dopo che &
stata messa in funzione?

Siano X etrica. Cal-
e P(X =Y)e P(X >2Y).

> Esercizio 1.10

Una scatola contiene due schede: una di esse ha entrambi i lati rossi, mentre
I’altra ha un lato rosso e uno bianco. Una carta viene estratta e se ne guarda
uno solo dei lati: & rosso. Qual & la probabilita che anche il secondo lato sia
rosso?

malattia contagiosa la contragga
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22 Capitolo 1

izio 1.45 (prova d’esame del 24/09/2003)
Una scatola iene 6 bottoni: uno verde, 2 neri e 3 grigi
scatola tre bottoni senza~rimpiazzo.
(i) Qual ¢ la probabilita che vé
(if) Qual & la probabilita ch
verde non ¢& uscito prime due estrazioni?
(iii) Sape e nelle tre estrazioni ¢ venuto fuori il boft verde, qual ¢ la
ilita che il verde non sia uscito nelle prime due estrazioni?

T estraggono dalla

bottone verde?
un bottone verde, sapendo che il

> Esercizio 1.46 (prova in itinere a.a. 2003/04)

In una fabbrica che produce bombolette spray risulta che il 3% della produzione
presenta delle imperfezioni, poiché il propellente contiene tracce di fluorocar-
buri, sostanze dannose all’ozono. Per questo motivo le bombolette vengono
sottoposte ad una procedura di controllo, in seguito alla quale i pezzi difettosi
(con fluorocarburi) vengono scartati con probabilita del 95%, ma anche i pezzi
non difettosi (senza fluorocarburi) vengono scartati con probabilita 2%.

(i) Qual & la probabilita che una bomboletta prodotta superi il controllo e venga
messa in commercio?

(ii) Qual & la probabilitd che una bomboletta scartata sia invece priva di fluo-
rocarburi?

(iii) Qual e la probabilita che una bomboletta messa in commercio contenga
fluorocarburi?

> Bsercizio 1.47 (prova in itinere a.a. 2003/04)
Vengonq estratte 4 carte senza reinserimento da un mazzo di carte napgl
Se A e l'evento “ciascuna delle 4 carte estratte & un asso” e B e 'eyefito “delle
4 carte estrattesuna sola € un asso”,
(i) calcolare P(A)e

(iii) Rispondere ai quesiti (i) 4
con reinserimento.
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Esercizi di probabilita discreta 23

1.49 (prova d’esame del 1/07/2004)

e 5 palline numerate da 1 a 5. Si estraggano 2 palline, una alla

palline numerate da 1 a 5), su i trarre 3 palline, una alla volta
e con reinserimento. Calcol

obablhta che il sistema funzioni?

> Esercizio 1.51 (prova d’esame del 13/09/2004)

Supponiamo di avere una moneta truccata in modo che la probabilita che esca
testa (T) in ogni lancio & 1 (e quindi la probabilita che esca croce (C) in ogni
lancio e ) Si lanci tale moneta 4 volte.

'(T)‘C‘a:l‘co-}arfe-l-a-pmhahﬂlta che esca testa esattamente-2-velte—
{i)}-Caleotareta probabilita che esca testa almenonra-volta

(iii) Calcolare la probabilita che si abbia la sequenza (T, C, T, C) esattamente
in quest’ordine.

izio 1.52 (prova d’esame del 24/09/2004)

Si considerT thseguente gloco Si lancia una moneta equa: se
un dado perfetto e si e il gloco se esce il numerg 1;
due dadi perfetti e si vince 1
( ) Calcolare la probablhta di ving

esta si lancia
€ esce croce si lanciano

inca il gioco
a prima volta al terzo tentativo.
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SOLUZIONI

n

p<e Lur=1 P(Ak)

)

e ritornerebbe il ridaltato dell’esercizio precedente.

> Esercizio 1.4
Se P(Ag)=p, k=1,...,n, si has

> Esercizio 1.5

Si tratta del famoso problema del Cavaliere di Méré; i dadi a cui egli si riferiva, e
che sono tuttora utilizzati per giocare un poker semplificato, riportano al posto
dei punti le immagini delle carte da poker, cioe asso, re, regina, fante, dieci e
nove. L’evento “esce almeno un asso, lanciando 4 dadi”, e il complementare
dell’ evento “non esce alcun asso, lanciando 4 dadi”. Nell’ipotesi che i dadi non
siano truccati, la probabilita di questo evento ¢ (%)4, pertanto la probabilita
che esca almeno un asso nel lancio simultaneo di 4 dadi & py = 1—(2)* = 0.5177
La probabilita che esca un doppio asso, lanciando una coppia di dadi (non
truccati) € ovviamente %, mentre quella che non esca un doppio asso, lanciando
una coppia di dadi & 1 — % = %. Dunque la probabilita che non esca mai un
doppio asso, lanciando 24 volte una coppia di dadi, & (%)24; infine la probabilita
p2 che esca almeno un doppio asso in 24 lanci di una coppia di dadi si ottiene
trovando il complemento a 1 dell’ ultima probabilita calcolata, cioe p, = 1 —

(%)24 = 0.4914. Il cavaliere di Méré ritenne erroneamente che p; fosse uguale

a p2.

> Esercizio 1.6

(i) Sia P; levento “la prima pedina estratta & contrassegnata da un numero
pari” e D; l'evento “la prima pedina estratta € contrassegnata da un numero
dispari” . Siccome i numeri pari tra 1,2, 3,4, 5 sono 2, abbiamo 2 casi favorevoli
su 5 in totale. Dunque la probabilita richiesta ¢ P(P;) = 2/5 . Si ha inoltre
P(Dy)=3/5.
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72 Capitolo 4

(ii) Indichiamo con Py l'evento “la seconda pedina estratta & contrassegnata
con un numero pari”’. Si ha, per la formula della probabilita totale:

P(Pa) = P(P2|P1)P(P1) + P(P2|D1)P(D1)

Siccome

P(Py|P1) =1/4, P(P2|Dy) =2/4=1/2,

sostituendo nella formula di sopra, troviamo:

P(P2) =

+

ol w
I

] =
(G20 ]
DN | =

(i) Siha:

P(P1 intersez. P2) = P(P2 | P1) P(P1) = 1/4 * 2/5 = 1/10.

> Esercizio 1.7

Denotiamo con A; l'evento “un colpo viene sparato dal concorrente n. 1”7 e
con A, 'evento “un colpo viene sparato dal concorrente n. 2”. Considerato il
rapporto tra il numero medio di colpi sparati dal primo giocatore e il numero
medio di colpi sparati dal secondo, & ragionevole supporre che P(A;) = 0.9 -
P(A,). Sia ora B levento che il bersaglio sia stato colpito. Dai dati sulla
precisione di tiro dei due giocatori segue che P(B|A;) = 0.8 e P(B|A3) = 0.7 .
Per la formula di Bayes, si ottiene allora che la probabilita cercata e:

P(A;)P(B|As)

PA2IB) = A PBIAY) + P(Ay) P(BIAy)



Abundo
Evidenziato

Abundo
Casella di testo

 (iii)  Si ha:

 P(P1 intersez. P2) = P(P2 | P1) P(P1) = 1/4 * 2/5 = 1/10.
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0.7 P(Ay)

- —0.493 .
0.9- P(Ay) - 0.8+ 0.7 P(Ay)

X Esercizio 1.8

Daj dati del problema segue che la macchina, finché € in funzione, produce fina
vite\ggni secondo. Se la caduta di tensione (con conseguente interruziong/della
corrente di alimentazione) avviene dopo k secondi, la macchina avra pfodotto
k viti. \Quindi la probabilita che la macchina produca k viti, dopo che e
stata messa in funzione, non & altro che la probabilita che la pfima inter-
ruzione avvapga esattamente all’istante k (sec). L’istante di primg interruzione
e dunque lisbante T' di primo successo in uno schema di proye Bernoulliane
ed indipendent)\ in cui la probabilita del successo (interruziope della corrente)
in ogni prova ¢ p\= 0.09; come & noto la v.a. T — 1 ha lggge geometrica di
parametro p, ovvery;

P =k)=p(1l-p)* 1 k=1,%...
Pertanto la probabilita richjesta & 0.09 - (0.91)F~!

> Esercizio 1.9
Siccome X e Y sono v.a. geomefriche di pardmetro p, si ha:

P(X=k)=PY =%) =41-p* k=0,1,...

L’evento {X = Y} si puo scrivere coplé\unione numerabile di eventi disgiunti,
e dei quali si sa calcolare la probabiita, nel seguente modo:

{(x=Y=Ux=AY==#
k=0
Pertanto, per la c—additifita, si ha:

A(X =) :iP(X:k,Y:k)

k=0
(per lindipendeaza di X e Y)
=Y PX=kPY =k=) p’1-p)*=
k=0 k=0
»? p
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74 Capitolo 4

essa e uguale a

> Esercizio 1.10

Se denotiamo con A I'evento “viene estratta la scheda con entrambi i lati rossi”
e con B l'evento “viene estratta la sheda con un lato rosso e uno bianco”, si ha
ovviamente P(A) = P(B) = 1. Sia ora E I'evento che uno dei lati della carta

estratta sia rosso (se ne guarda solo un lato); si ha, naturalmente, P(F|A) =1
e P(E|B) = 1/2. Dunque:

P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|B)P(B) =1 -

N
+
N
N -
i~
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Per la formula di Bayes, la probabilita che anche il secondo lato sia rosso é:

_ P(E|A)P(A) _
P(AIB) = P(E|A)P(A)+ P(E|B)P(B) 1.

N
[N}

o= [
N[

3]

w

% Esercizio 1.11

(iNOccorre richiamare lav.a. Ty € {1,2,...} detta istante di k—esimo succgbso,
in uko schema successo-insuccesso di prove Bernoulliane e indipendenti/An cui
la probabilita del successo in ogni prova e p. Per k = 1, abbiamo la cgéiddetta
v.a. istopte di primo successo 17 che, come sappiamo, ha legge geometrica
modificata\di parametro p (v. Esercizio 1.8); per k > 1, la legge di T} ¢ la
cosiddetta distribuzione binomiale negativa o di Pascal. Allo scopo di calcolare
la densita discd¢ta di T per un fissato intero k, denotiamo ¢gn A 'evento “si
sono avuti esattagmente k& — 1 successi nelle precedenti ¢ —/1 prove” e con B
I’evento “la prova \-esima ¢ stata un successo”. Si ha, d4lla legge binomiale:

P(A) = :11)pk—1(1 ) /P(B) = p.

Allora, lalegge di T, ¢ (K <N i=1,2,...):
P(Ty, = i) = P(k—esimo sigeesso si ha gdl’i—esima prova ) =

= P(ANR) = P{A)P(B) =

_[(i—1 o Ni—k

Tornando al caso del nostro esefcizio, ¢ p =.2, k = 3, e ¢+ = 12. Pertanto, la
probabilita richiesta e:

P(T3 =A2) = <121> (0.2)% - (0.8)? X 0.0591 .

(ii) 11 numero X def bimbi che contraggono la malattia, ka legge binomiale di
parametri n = 5000 e p = 1073, Quindi la probabilitd cercata é:

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X = 2)

()
_ 5000> (1= p)?00 4 <50100) p(1— pyi% 4 <50200> P2(1 —XR)4998.

Questi calcoli sono impossibili da svolgersi praticamente, almeno utilizsando
upa normale calcolatrice tascabile. Possiamo pero utilizzare il Teorema di Pyis-
son, secondo il quale la legge di una v.a. binomiale X di parametri n e p, tendd
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> Esercizio 1.46

Indichiamo con D l’evento che una bomboletta scelta a caso sia difettosa e
con D¢ quello che non sia difettosa. Inoltre sia S I’evento che una bomboletta
venga scartata ed S¢ 'evento che essa invece superi il controllo e venga messa
in commercio.

(i) Si ha:
P(S°) = P(S°N D)+ P(S°ND° = P(S°|D)P(D) + P(S°|D°)P(D°).
Inserendo i dati, si ottiene:
P(5°) =0.05-0.034 0.98 - 0.97 = 0.952 .

(ii) Per il teorema di Bayes:

P(S|D)P(D?)
(S|D)P(De) + P(S|D)P(D) -

P(DYIS) = 5

Sostituendo le probabilita note, si ottiene:

0.02-0.97
P(D°|S) = =0.405 .
(D*15) 0.02-0.97+0.95-0.03

(iii) Sempre per il teorema di Bayes:

P(5°|D)P(D)
P(S°|D)P(D) + P(S¢|D°)P(DC)

P(D|S¢) =

Sostituendo le probabilita note, si ottiene:

0.05-0.03
P(D¢|S) = =0.0015 .
(De1S) 0.05-0.03+0.98-0.97

Esercizio 1.47
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abilita richiesta e:

81 175
—— = — =0.6835.
256 256
(iii) Siccome gli esiti dei singoli lanci della moneta sono indipendenti, se in-
dichiamo con R;, R =T, C il risultato della i-esima estrazione, i = 1,...,4, la

probabilita richiesta é:

P(Ty N Cy N T3 N Cy) = P(Ty)P(Co)P(T3)P(Cy) =

= 0.0351 .

44414 256
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