f(x,y) = exp(-y)* 1_E (x,y)
E={ (x,y): O<x<y }

> Esercizio 2b.14 Sia (X,Y) un vettore aleatorio di densita congiunta
f(z,y) =e ¥ per 0 < x < y. Trovare la densita di X, di Y e di (X,Z), dove Z =Y — X.

> Esercizio 2b.15 Siano X e Y indipendenti e uniformemente distribuite in [0, 1]. Trovare

la densita di Z = %

> Esercizio 2b.17 Siano X,Y e Z indipendenti ed esponenziali di parametro A. Trovare
la densita di Z — X condizionata da X < Z <Y.

> Esercizio 2b.18 (II prova in itinere a.a. 2011-12)
Si consideri il vettore aleatorio (X,Y’) con densita congiunta:

_Jrz+y sel<z<]l, O0<y<l1
fy) = {O altrimenti
(i) Trovare le densita di X e Y. Risultano v.a. indipendenti?
(ii) Calcolare E(X),E(Y),Var(X),Var(Y) e Cov(X,Y).
(iii) Calcolare P(Y —4X?2 > 0).
(iv) Trovare la densita di Z = X + Y e calcolare:
(a) P(In(X +Y) <0);
(b) il quantile di Z di ordine 1/3, cioé il valore g per cui P(Z < ¢q) =1/3 .


Abundo
Casella di testo

Abundo
Casella di testo
f(x,y) = exp(-y)* 1_E (x,y)
E= { (x,y): 0<x<y }

Abundo
Linea


SOLUZIONI Esercizi 2b.14, 2b.15, 2b.17, 2b.18

> Esercizio 2b.14

Si ha:
+oo
fx(z) /_oo ye Dunque X~esp(1)

+o0 0o
= / e Vdy = [— e*yr =e " sex > 0. Inoltre Y~Gamma (2, 1)

x

+oo
Fr(y) = / dee V1 opeyy (2,) =

— 00

y
= / e Ydr =ye Y, se y > 0.
0

Inoltre, se Z =Y — X, risulta quasi certamente Z >0 e, per z > 0 :

PZ<2) =P =X 22)= [ [ eMcray (o pdudy,
E


Abundo
Casella di testo


  SOLUZIONI Esercizi  2b.14, 2b.15, 2b.17, 2b.18

Abundo
Casella di testo
Dunque X~esp(1)

Inoltre Y~Gamma (2, 1)

Abundo
Ovale
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y=Xx+z

Figura 9

dove E = {(z,y) : 0 <z < y,y <z + z} & I'insieme indicato in figura 9.
Allora, per z > 0:

400 x+z “+o00 T4z
P(ZSZ)Z/ dx/ dye_y:/ dx[—e_y} =...=1—-¢7"%
0 T 0 z

e quindi Z ha distribuzione esponenziale di parametro A = 1. |la densita’ di Y - X
Consideriamo ora la trasformazione g : (X,Y) — (X, 2) e"
{X _x _— {X _x f_Z(g) =\int f(x, z
Z=y_x ' PP Yy=x+z [FX)dX

con

Jy-1(z,2) = (} ?) , detJy-1(x,2) = 1.

Allora, la densita di (X, Z2) ¢ :

(z+2)

f(X,Z)(xa Z) = f(:mx—i—z)l = e_(I+Z)1{O<x<z+z}(xvz) =e , perz,z > 0.

> Esercizio 2b.15
Siano Xe Y v.a. indipendenti ed uniformemente distribuite in (0,1). Ci pro-

poniamo di calcolare la densitd di Z = %

Con riferimento alla figura 10, risulta Z = X/Y su By = {(z,y) : y < z},
mentre Z =Y/X su Ey = {(z,y) : y > z}.


Abundo
Casella di testo
la densita' di Y - X
e':
f_Z(z) = \int f(x, z+x) dx
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1 y=X

F/ y= x/z

Figura 10

Ovviamente risulta Z > 1. Se z > 1, si ha:

P(Z <z)= // dwdy—i—// dzdy =
Ein{z<zy} E;n{y<zz}

1 T 1 y 1 1
/dm/ dy+/ dy dx:/ dx(x—x/z)—F/ dy(ly —y/z) =
0 z/z 0 y/z 0 0
1

:(1—1/7;)/ xdz+(1—1/z)/0 ydy=(1-1/z), z> 1.

0

Allora, La densita di Z & fz(2) = L P(Z < z) = %, per z > 1, altrimenti &
ZETO.


Abundo
Casella di testo
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Abundo
Casella di testo
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> Esercizio 2b.17
Siano X,Y e Z indipendenti ed esponenziali di parametro A, e poniamo U =
Z — X; occorre calcolare P(U <u|X < Z <Y) =

U<u,0<U<V)
PO<U<YV)

P
=PU<u0<U<Y-X)=PU<ul0<U<V)= (

dove abbiamo posto V =Y — X.
Cominciamo col calcolare la densita congiunta di (U, V); si ha:

PU<u,V<v)=PZ-X<uY-X<v)=

—+oo v+x u+x
=PY <v+X,Z<u+X,X>0)= / dx/ dy/ dz\3e~Maty+2)
0 0 0

400 v+ u+x
= / e Mdz / e Mdy / e Mdz =
0 0 0

—+oo v+x
— / /\e*)‘””dx/ e Mdy (1 — 67)‘(“+I))
0 0

1 1
= =1——e My
5¢ " T3

Quindi, la densita di (U, V) & data da:

e MUV = P(u,v).

0’F 1
vy (u,v) = m(%v) = g/\Qe—A(u+v)7 u,v € IR.
Allora:
“ vl 2 —A(s+t) 1 —2X\u
PU<u,0<U<V)= ds | dt-MNe =...==-(1-c¢ ).
0 w3 6
Inoltre:
“+o0 “+o00 1
PO<U<V)= / ds/ dt=\2e M+t —
0 u 3
1 [t oo 1 [t 1
= 7/ )\e*’\“du/ e Mdy = 7/ Ae Me My = .. =2
3 Jo “ 3 Jo 6
Infine:
PU<u,0<U<V) ¢(l—e2)

= c =1—e"2M peru>0.
PO<U<V) 3
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> Esercizio 2b.18
(i) Si ha:

+oo
fx(@) = / Loy (.9) - (z + y)dy

— 00

Dunque, per z ¢ (0, 1) risulta fx(x) = 0, mentre per x € (0,1) si ottiene:

1
1
fx@) = [ @rpdy=o+ 3
0
Analogamente:

fr(y) = {fol(f”ﬂ)dff sey€(0,1) — {y+§ se y € (0,1)
0 altrimenti 0 altrimenti

Pertanto, X e Y hanno stessa legge, ma non sono indipendenti, in quanto

{(;vy) # fx(z)fy (y).

(iii) Si ha:
P(Y > 4X?) = //F(x +y)dz dy

dove F' ¢ l'insieme indicato in Figura 11.
Esplicitando il calcolo, si ottiene:

1/2 1 1/2 y2qu=1
P(Y>4X2)=/ dx/ (x+y)dy=/ dx[:cy+—] =
0 42 0
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1/2 1

Figura 11

12 1 21
= — —43—84 d - ... = —
/0 (2+x X x) X 30

(iv) Per z € (0,2), la densita di Z = X +Y ¢ data dalla formula:

+oo
fZ(Z)Z/ flx,z —x)dw =

— 00

1 1
= / lon(z—2) - (z4+2—z)dx = / 1o1,z)(x) 2 do
0 0
Pertanto:
se z € (0,1), si ottiene:

fz(z) = /OZ zdx = 2*

se z € (1,2), si ottiene:

Fal2) = /il sdz = 2(2 - 2)

In conclusione:

0 se 2 <0
22 se z € (0,1)

f2(2) = 2(2—2) seze€(l,2)
0 sez>2
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(a) PIn(X +Y) <0)=P(Z € (0,1)) = [, 22dz =L .

(b) 11 quantile di Z di ordine o = £ & g = 1; infatti P(Z < 1) = 3.


Abundo
Casella di testo

Abundo
Linea




