1 Momenti, varianza, covarianza di una v.a.

Definizione

Sia X una v.a; diciamo che X ha momento di ordine % finito se la v.a. X* ¢ tale che
E(]X*]) < +o0.

In tal caso E(X*) si chiama momento di ordine k di X. Analogamente, se E(|X — E(X)[¥) <
+00, la quantita E[(X — F(X))*] si chiama momento centrato di ordine k.

Se X & una v.a. che assume valori {x1,z,...,2,}, con probabilita p; = P(X = z;), i =
1,2,...,n, si ha:

E(Xk) = Z*Tfpz
=1

E[(X - E(X))k] = Z(ﬂfz - E(X))kpi = Z(% - m>kpi7
avendo posto m = E(X).

Varianza di X
E’ il momento centrato di ordine 2 di X :

Var(X) = E[(X — E(X))?] = E[X? —=2E(X)X + (E(X))?) = E(X?) - E*(X)  (1.1)

(attenzione alle parentesi: E?(X) ¢ un abbreviazione per (E(X))?, da non confondersi con
E(X?)).

La varianza di X, ovvero Var(X), ¢ una misura della dispersione di X attorno alla sua media.
Infatti, se X prende valori lontani dalla sua media, allora la v.a. (X — E(X))? assumera
valori grandi e, di conseguenza Var(X) sara grande. Viceversa, se X prende solo il valore
m = E(X), allora (X — E(X))? = 0 con probabilita 1 e, di conseguenza Var(X) = 0.
Osserviamo subito che, dalla definizione (1.1) segue che Var(X) > 0, essendo la media di
[X — E(X)]?, che ¢ una v.a. non negativa, e che, da quanto detto, risulta Var(X) = 0 se
e solo se X assume, con probabilita 1, un unico valore m = E(X). Inoltre, sempre da (1.1)
segue che deve sempre essere, per ogni v.a. X :

E(X?) — E*(X) >0, ovvero E(X?) > E*(X). (1.2)

Esempio Siano X e Y v.a. tali che:

X € {—1,1} con probabilita P(X = —1) = P(X =1) = %;

Y € {—100,100} con probabilita P(Y = —100) = P(Y = 100) = 1.

Siha E(X)=(-1)-1+1-1=0, come pure E(Y) = (—100) - + 100 - 1 = 0.
Per quanto riguarda le varianze, si ha:

Var(X) = E[(X — E(X))?] = E(X?) — E*(X) = E(X?) = (=17 - = + 12.
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Var(Y) = E[(Y — E(Y))’] = BE(Y?) — E*(Y) = E(Y?) = (-=100)? - % + (100)? - = = 10000.



Come si vede, la varianza di Y e molto piu grande di quella di X, pur essendo zero entrambe
le loro medie; questo succede perché Y assume valori piu lontani dalla sua media, di quanto
non faccia X.

Disuguaglianza di Chebychev
Se X e una v.a. discreta con media e varianza finite, Ve > 0 si ha:
Var(X)

e2

P(IX - E(X)| > 2) <

(1.3)
Dim. Posto m = E(X), risulta:

P(IX —m|>e)= > P(X=u);

x:|lz—m|>e

. . . . . . . —_ 2 .
siccome, per i valori di x considerati nella somma risulta % > 1 (visto che |z —m| > ¢),
la somma risulta

< Z (m_g—Qm).P(X:x)

x:|z—m|>e

< 5% Z (x—m)* P(X =x) = gizVar(X).

tutte le x possibili

La disuguaglianza di Chebychev (1.3) mette in relazione la dispersione della v.a X con la
Var(X). Piu la varianza ¢ piccola, minore e la probabilita che X assume valori lontani dalla
sua media. Naturalmente, la disuguaglianza di Chebychev e significativa solo se V%Q(X) <1,
poiché, altrimenti, ¢ una disuguaglianza banale, in quanto ogni probabilita ¢ ovviamente

<1

Si chiama deviazione standard o scarto quadratico medio di X la quantita o = /Var(X)
(si ricordi che Var(X) > 0).

Proprieta della varianza
Se a € R, risulta:

(i) Var(aX) = a*Var(X);
(i) Var(a+ X) = Var(X).

Infatti:
(i) Var(aX) = E[(aX)?] — E*[aX]| = E[a*X?] — [E(aX)]? = ¢*E(X?) — d*E*(X)
= a*Var(X);

(ii) Var(a+X) = E[(a+X—E(a+X)]? = Ela+ X—a—FE(X))> = E[(X—FE(X))?*] = Var(X).
Inoltre, se X e Y sono v.a. con varianze finite, si ha:
(iii) Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2cov(X,Y), dove abbiamo posto
cou(X.Y) = E[(X — B(X))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y)
Intanto, mostriamo che 1'ultima uguaglianza segue svolgendo i calcoli, infatti:

E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E[XY — XE(Y) — E(X)Y + E(X)E(Y)]
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— E(XY) - E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Ora, dimostriamo (iii). Si ha:
Var(X +Y)=E[(X +Y)’] - E*(X +Y) = E[X*+ Y? +2XY] - [E(X + Y)]?
= E(X?)+ B(Y?) +2E(XY) - [E(X) + E(Y))?
= EBE(X*)+ B(Y*) +2E(XY) — E*(X) — E*(Y) - 2E(X)E(Y)
= [B(X?) - E*(X)] + [E(Y?) - E*(Y)] + 2[B(XY) - E(X)E(Y))
=Var(X)+Var(Y) + 2cov(X,Y).

Se X e Y sono v.a. stocasticamente indipendenti, risulta E(XY) = E(X)E(Y), ovvero
cov(X,Y) =0 e la (iii) diventa

(iii’) Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) (X eY indipendenti).

Se cov(X,Y) = 0, le v.a. si dicono scorrelate, quindi X e Y indipendenti = X e Y scorrelate,

ma non e vero il viceversa, come approfondiremo in seguito.

Esempio 1 (Varianza di X ~ Uni({z1,z2,...,2,}))
Siham=FE(X)= (21 + 22+ +z,)/ne B(X?) =1(a?+a3+---+22), per cui

Var(X) = B(X?) = BX(X) = o[} + 3 + -+ a2) = (o1 by -+ 7))

Esempio 2 (Varianza di una v.a. di Bernoulli)
Se X ~ B(1,p), p€ (0,1), si ha

Var(X) = E(X?) = E*(X) =p —p* = p(1 - p).

Esempio 3 (Varianza di una v.a. Binomiale)
Se X ~ B(n,p), p € (0,1), si puo scrivere X = X; + Xy + -+ + X,,, dove X; ¢ indipendente
da X, per i # j e X; ~ B(1,p). Allora,

Var(X) =Var(Xy) + Var(Xs) + -+ Var(X,) = np(1 —p).

Esempio 4 (Varianza di una v.a. di Poisson)
Se X ~ Poisson()\), A >0, per k=0,1,... siha P(X = k) = e *\/k! e E(X) = ); allora

2 A g2 N N AR
E(X*) =e ka:E:e A;km:
~0 -1



(ponendo i = k — 1)

e—Mi(H 1)?—f = [Aiz + AZ
i=0 ’ i=0

(essendo FE(X) = \); quindi

)+ et = AN+ 1)

E(X*) =AA+1) =N+

Allora
Var(X) = B(X?) — E*(X) = M+ A=\ =\

La v.a. di Poisson ha la proprieta di avere media e varianza uguali (cio non avviene per
tutte le v.a.).

Esempio 5 (Varianza di una v.a. Geometrica X e di una Geometrica modificata T')

Osserviamo che, potendosi porre X = T — 1, le v.a. X e T hanno la stessa varianza.
Calcoliamo, ad esempio Var(T). Se T & una v.a. con distribuzione Geometrica modificata di
parametro p € (0,1), risulta P(T = k) =p(1 —p)* !, k=1,... e B(T) = p come abbiamo

gia visto. Allora:
(e}

S:=E(T%) =Y kpl-pt'=

k=1
(posto k — 1 = j)

S G+ 1)%(1—p J—Zypl— Y+2) jp(l—pY + Y p(l—p)
j=0 j=0

Jj=0

=(1-p) ngp(l —p) T +2(1—p) ij(l —p) 41

(essendo Z;io p(1 —p)! = 1, perché & la somma di tutte le probabilita di assunzione dei
valori di una v.a. Geometrica). La prima serie nella formula di sopra ¢ uguale a S, mentre
la seconda e uguale a E(T), dunque:

S=E(T*)=01-p)S+21—p)E(T)+1=(1-p)S+2(1-p)/p+1,
da cui, risolvendo '’equazione rispetto a S, si ottiene

2—p

S=E(T?) = =

infine:

Var(T) = E(T?) — BX(T) = 2P _ (1)2 _Llop

Esempio 6 (Varianza di una v.a. Ipergeometrica)
Se X ~ Hyper(r,b,n), si ha:

rbn b+r—n
(b+7r)?2 b+r—1

Var(X) =
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Infatti, abbiamo gia visto che si puo scrivere X = X4+ Xo+- - -+ X,,, dove X; ~ B(1,r/(b+71)),
ma non sono indipendenti. Comunque, essendo le X; di Bernoulli, si ha:

B(X) = —— e Var(X;) = — (1 i )

T bt Tbhtr\ b+r

Siccome le v.a. X; non sono indipendenti, Var(X) # >, Var(X;). Osserviamo pero che:

r r—1
) E(GXe) = POy =1 X = 1) = po oo

2) E<X1X3) :P(Xl - 1,X3: 1) :P(Xl - 1,X2:O,X3: 1)+P(X1 - 1,X2: 1,X3 == 1)

(0 b r—1 L r—1 r—2 B r(r—1)
S \b+r b+r—1 b+r—2 b+r b+r—1 b+r—2) (b+r)(b+r—1)
In maniera analoga, si ottiene, per ¢ < j :

r(r—1)

E(X:X) = b+r)b+r—1)

Allora

B B r(r—1) o rb
o0 X, Xy) = BGX) = BB = o e =) 5 G R 1)

Dunque:
Var(X) = Var (Z X,) = Z Var(X;) + 2 ZCO’U(XZ', X;),
i=1 i=1 irj
dove I'ultima somma e estesa a tutti gli indicii < jconz,7 = 1,2...,n; essi sono esattamente
Ch2 =n(n —1)/2, per cui, riprendendo il calcolo, si ottiene infine

Var(X) =n- bir <1_ b:;r> tn—1) ((b+r)2zbrir_1))

(n—1)(=0b) rbn  b+r—n
=——|b+r—r+ = : .
(b+1r)? b+r—1 (b+7r)? b4+r—1
Se b+ r — oo, si riottiene la varianza di una Binomiale (schema di prove indipendenti),

poiché Var(X) — (bﬁi’f)g :

nr

Esempio 8 (Varianza di una v.a. di Pascal)

Se Ty e listante del k—mo successo in una successione di prove di Bernoulli, indipendenti,
in ognuna delle quali la probabilita del successo ¢ costante, ed uguale a p € (0,1), abbiamo
gia calcolato E(T%), che ¢ k/p. Con calcoli un po’ piu laboriosi, si puo mostrare che

k(1 —p)

Var(Ty) = -

Notare che, per k = 1, ritorna la varianza di 77, istante di primo successo.



2 Proprieta della covarianza

Variabili aleatorie scorrelate e v.a. indipendenti
Veniamo ora a studiare che relazione c’¢ tra v.a. indipendenti e v.a. scorrelate. Ricordiamo
che si chiama covarianza delle v.a. X e Y la quantita:

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Se cov(X,Y) = 0, X e Y si dicono scorrelate; abbiamo gia visto che, se X e Y sono
stocasticamente indipendenti, allora esse sono scorrelate.
Il viceversa pero non e vero, come mostra il seguente esempio.

Esempio di due v.a. scorrelate, ma non indipendenti
Sia X ~ Uni({—1,0,1}) e poniamo Y = X?; la v.a. Y assume valori 0 e 1 con P(Y =0) =
1/3 e P(Y =1) = 2/3. Risulta anche che E(X) = 0. Inoltre

3 3 1L g 1 31

B(XY) = B(X®) = (-1 -5 +0% 5 + 1 2 =0,
3 3 3

per cui cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0. Ora osserviamo che, ad esempio, P(X =
0,Y =1) =0, poiché se X =0, Y non puo essere uguale a 1. Da cio segue che X e Y non
sono indipendenti, poiché:

0=P(X=0Y=1)#£PX=0PY =1) =

Wl o
NoR i\

W

cov(X,Y) viene spesso usata come una misura di quanto X e Y si influenzino tra loro; se
cov(X,Y) & diversa da zero, ma ¢ piccola, allora X e Y sono poco correlate, anche se non si
puo dire che sono indipendenti. Esiste una classe particolare di v. a. continue, che vedremo
in seguito, le cosiddette v.a. Normali o Gaussiane, per cui vale:

se X e Y sono v.a. Gaussiane e scorrelate, allora X e Y sono indipendenti.

In generale, pero, se X e Y sono scorrelate, non e detto che siano indipendenti.

Vale la seguente proprieta:
B(XY) < B(X)B(Y?). (2.1)

Dim. Per ogni 6 € R si ha che:
0 < E|X|+|Y]?=0*E(X?) +20E[| XY + E(Y?) := f(0);

dunque, il trinomio di secondo grado f(6) e sempre > 0, il che implica che il suo discriminante
deve essere < 0, ovvero

E[|XY] = B(X*)E(Y?) <0,
che prova (2.1).

Si definisce coefficiente di correlazione la quantita definita da:

cov(X,Y) _ cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y) OxOy
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E’ facile mostrare che, se a,b > 0 :

Pax by = PX)Y

(la dim. ¢ lasciata per esercizio).
Inoltre:
—1<pxy <1 (2.2)

Per verificare (2.2), basta osservare che, applicando la proprieta (2.1) alle v.a. X' = X—FE(X)
eY' =Y — E(Y), si ottiene

[cov(X,Y)]? < Var(X)Var(Y),
da cui segue che p% 3 < 1, ovvero vale (2.2).

Se pxy = —1,le via. X e Y si dicono massimamente negativamente correlate, se pxy = 1,
le v.a. X eY si dicono massimamente positivamente correlate. Si puo dimostrare che:

pxy =1 esistonoa#0,beR: P(Y =aX +b) =1;

in particolare, pxy =1, se a > 0, pxy = —1, se a < 0. Cio significa che, con probabilita 1,
la v.a. Y ¢ una funzione lineare di X. Si osservi che, se fosse a = 0, si avrebbe P(Y = b) = 1,
cioe Y sarebbe quasi certamente costante e uguale a b = E(Y'); allora, sarebbe cov(X,Y) =
E(XY)—-E(X)E(YY) = E(bX) - E(X)b=bE(X) —bE(X) =0 e p% varrebbe 0, non 1.



