Esercizi su formula di Ito

1. Scrivere il differenziale stocastico dei seguenti processi:

(i) X
(ii) Xt = t + eB

(iii) Xy = By — 3tB

(iv) Xt = 1 + 2t + eBt

(v) X0 = By + [Bo(t)?

(vi) X = (By +t)exp(—B; — t/2)
(vii) Xt = exp(t/2) sin By

2. Sia Y; = tB,. Calcolare dY;, E(Y;) e E(Y:Ys).

3. Mostrare che X; = fg sin s dB; ¢ definito;

(1) mostrare che X; ¢ un processo Gaussiano e calcolare F(X;) e E(X:X:);
(ii) calcolare E(X|Fs);

(iii) mostrare che X; = sintB; — fot cos sB; ds.

4. Mostrare che I(t fo Bs ds ¢ un processo Gaussiano con media 0 e varianza t3/3.

Trovare la legge della media temporale di B; nell'intervallo [0, 7], ovvero = fo By, dt.

5. Per A\ > 0 poniamo X; = fo e~ dB,.

(i) Mostrare che X; = e *B; + )‘fo e~ By ds.
(ii) Mostrare che esiste lim; 1 o X; = Z in L? e determinare la legge di Z.

6. Se dX; = b1 (Xy)dt + 01(X1)dBy e dY; = by(Yy)dt + 02(X)d By, provare che
d(XY:) = XpdYy + Yid X, + 01(Xy)o2(Ye)dt

ovvero vale la formula di integrazione per parti:

T

T T T
/ X, dY; = [Xtyt} —/ Ytht—/ o1 (X3 )oa(Ys)dt
0 0 0

0



Soluzioni degli esercizi su formula di It6

1. Ricordiamo la formula di It6 nel caso unidimensionale, per il differenziale stocastico di
una funzione f(¢, X(t)) con dX (t) = b(X(t))dt + o(X(t))dBy :

0 0?
df(t, X (t)) = 8_{ + %a—x{ o?(X(t) +

of
ox

b(X (1) dt + % o(X(t))dB,

(i) per f(x) = 22, dalla formula di It6 si ricava:
1

e quindi:

t
B} =t +/ 2B,dB;
0
(ii) per f(t,x) =t + e®, dalla formula di It6 si ricava:
L B B
dX(t)) = ¢ t+1)dt+ e *dB;
(iii) per f(t,x) = x* — 3tx, dalla formula di It6 si ricava:
1
(iv) per f(t,z) =1+ 2t + e*, dalla formula di It6 si ricava:
L B B
d(X(t)) = |2+ ¢ ¢ dt + e”*dBy

(v) Ricordiamo la formula di It6 nel caso bidimensionale, per il differenziale stocastico di
una funzione f(¢, X (t),Y(¢)) con

dX(t) = by (X (1), Y (t))dt + 011 (X (t), Y (t))dB} + o12(X (1), Y (t))dB}

dY (t) = ba(X (1), Y (t))dt + 091 (X (1), Y ())dB} + 22(X (), Y (t))d B3,

oppure in notazione matriciale

() = (oo ors (o) (2 )

e X0 (0) = [+ L e, y0) + 5 @y

Si ha:



% (% ain (X (1), Y (1)) + 2(%53/ aa(X(t),Y (1) + g—yf azz(X(t),Y(t))) }dﬁr

) )
+8—£ (011dB} + 012dB}) + a_i (021dB} + 022dBY})

dove a = oo™,

Se, piu semplicemente, X (t) e Y () sono processi di It6 rispetto allo stesso moto Browniano
Bt :
dX(t) = b1 (X (t))dt + o1(X(t))dB; e dY (t) = ba(Y (t))dt + o2(Y (t))d B

allora: of of of
df (t, X (t),Y(t)) = i %bl(X(t)) + 8—ybz(Y(t))+
1 /92 5?2 0?
+3 (530 + 22 L orx ) + S v ) Jare
o 0
+a—£0'1(X(t))dBt + 8—502<Y(t))d3t
Infatti, ora
2
=t o= (7 ) a=art= (7 73

Allora, se f(z,y) = 2 + 32, otteniamo:
dX (t) = d(Bi(t) + B3(t)) = 2dt + 2B (t)dBy (t) 4+ 2By (t)dBs(t)

(vi) Se f(t,z) = (x +t)e *"*/2 otteniamo:

1
% =e T C(w )T = e T2 (1 - (1 +1)/2)

0
6_£ —e T2 _(p4t)e P2 = e (1 — gz — 1)

82 f

37 = 2T V2 f (x4 t)e T2 =T 2 (g 4t — 2)

Quindi:
1
dX(t)) = {e_Bt_t/Q(l — (By +1)/2) + §e_Bt_t/2(Bt +t— 2)} dt+e B:=t/2(1-B, —t)dB,
(vii) Se f(t,x) = e'/?sinx, otteniamo:
2 Loy 1. t/2 t/2
d (e sth) = 56 — gszn(Bt)e dt + €'/ cos(By)dBy
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2. Posto f(t,z) = tx, dalla formula di It6 si ricava:

ovvero

t t
Y, =tB; = / Bgds +/ sdB;
0 0

Allora E(Y;) = 0 e E(YsY;) = E(sBstB;) = st - min(s,t); Y; € un processo Gaussiano
(poiché ¢ t volte B;), con media zero e funzione di covarianza st - min(s, t).

3. X; = fg sin sd B € ben definito, visto che fg sin? sds < oo Vt. Il processo X; & Gaussiano,
essendo un integrale stocastico con integrando deterministico. Si ha:

E(X,)=E </0t sin sdBS> =0

t 2 t
E(Xf):E(/ smsst) :/ sin? sds
0 0

Inoltre, sempre dalla teoria, per u <t :

u t
E(X,X:)=FE (/ sin sd By / sin sst) =
0 0

t t
=F [(/ 1(0,u)(8) sinsst) (/ sinsst)l =
0 0
t u min(u,t)
= / E(1(g.)(s)sin® s)ds = / sin? sds = / sin? sds =
0 0 0

1 1 .
- §(u At) — 5[51n(u At)cos(u At)]

Dalla teoria segue anche che, essendo un integrale stocastico, X; ¢ una martingala, cioé
E(Xi|Fs) = Xs, s< t.
(iii) Integrando per parti (vedi esercizio 6) o usando la formula di Ito si ricava:

t

t t
— / cos sB.ds =sintB; — / cos sBgds
0 0 0

t
X :/ sin sdBgs = [sintBt}
0

4. Dalla formula di It6 segue che d(tB;) = Bidt + tdB; per cui

t t
tB; :/ B3d8+/ sdB,
0 0
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Allora

t t t t t
I(t):/ Bsds:tBt—/ sstz/ tst—/ sstz/ (t — s)dB,
0 0 0 0 0

e dunque I(t) & un processo Gaussiano, con media zero e varianza

t t3
/ (t —s)%ds = —.
0 3

Quindi I(t) ~ N (0, %) ; segue che % fOT B;dt ha distribuzione normale di media zero e

varianza
1 713 T
3

5. (i) Per la formula di Ito:
d (e MB;) = —Ae MBydt + e MdB,

da cui:
t ¢ t t
X, :/ e 4B, = [e—*SBS} +)\/ e B ds = ¢~ MBr +)\/ e~ B_ds
0 0 0 0

(ii) Per t > s:

2 1

t
= / (e*A“)2 du = o\ (e”\s - e*”\t)

E[|X,— X’ =E

( / t e’\“dBu)

Dunque X; & di Cauchy in L?, ovvero 3 Z = lim;_, o X; (in Lz). Siccome X; € un processo
Gaussiano, esso ha legge normale per ogni ¢, e anche il limite in L?, Z, ha legge normale
con media lim E(X;) = 0 e varianza

t
1
lim E(X?) = lim [ e *Mdu= —

t—o0 t—o0 0 2)\
Pertanto, X; converge in legge a Z ~ N(0, 55).

6. Mostriamo che
d(XtY;g) = XtdY;j + Y;det + g1 (XOO'Q(Y})dt

ovvero

t t t
XtY;g = X()Y() —|—/ Xdes +/ stXs + / 01 (XS)O'Q(Y;)dS
0 0 0
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da cui segue la regola di integrazione per parti. Ricordiamo la formula di It6 per il dif-
ferenziale di una funzione f(¢, X¢,Y:) (vedi Esercizio 1 (v)):

df(t, X(t),Y(t)) = 66—{ + %bl(X(t» + g—ibz(Y(t))-i-

v3 (fotoxan +2 2 oncx ey + 2L aaoran) Jars

B d
+a—£o—1(X(t))dBt + 8—502(Y(t))d3t

Prendendo f(z,y) = zy, otteniamo:
d(X:Y:) = [Yib1(Xe) + Xeba(Yy) 4 01(X¢)o2(Yy)|dt + Yioy (X¢)dBy + Xi02(Y;)dBy =

= th[bl (Xt>dt + Ul(Xt)dBt] + Xﬂbg(l@)dt + O'Q(Y%)dBt] + g1 (Xt)O'Q(Y;g)dt =
= XtdY;g + Ytht + Jl(Xt)O'Q(Y%)dt



