FACOLTA DI INGEGNERIA
CALCOLO DELLE PROBABILITA E STATISTICA
INGEGNERIA CIVILE E A&T E INFORMATICA

PRIMA PROVA SCRITTA
A A. 2018-2019

Durata della prova 2 h
Punteggi: 1) 3+3+3; 2)2+5+4+4; 3) 3+3.

Totale = 30.

Esercizio 1 Sia Z una variabile aleatoria a valori interi positivi tale che, per n > 1, risulti
P(Z <n)=1-(2/3)", e W un’altra v.a., indipendente da Z e con la stessa distribuzione
di Z.
(i) Calcolare P(Z2% < W?).
(ii) Calcolare E[(Z —1)% — (1 — W)?].
(iii) Siano X e Y v.a. indipendenti con distribuzione di Poisson e tali che E(X?2) =

E(Y?) = 12. Calcolare

X24+Y

2
P(Q—XYS <8—XY>.

Esercizio 2 Per o > 0 si consideri la funzione f: R? — R definita da:

Q@ [e_(”“ury) + 6_2(3””)] x>0, y>0

0 altrimenti

fa(z,y) = {

=a [e‘“”* v) 4 e‘Q(”y)] 1(0,400) (%) 10, 400) (¥)-
(i) Trovare il valore & di a in modo che f5(x,y) sia la densita congiunta di un vettore

aleatorio bidimensionale.

(ii) Si consideri la v.a. bidimensionale (X,Y") che ha per densita f5(z,y); si calcolino le
densita marginalidi X e Y, E(X), E(Y) e cov(X,Y). Le v.a. X e Y sono stocasticamente
indipendenti?

(iii) Trovare la densita di Z = X + 2Y e calcolare P(Y < 2X +1).
(iv) Calcolare P(Y < X|X > 1).
Esercizio 3 Alcuni studenti effettuano delle misurazioni per determinare il punto di fusione

dello stagno. Dai dati ottenuti da 100 diverse misurazioni effettuate, si trova una media
campionaria di 231.8°C.

(i) Supponendo che il punto di fusione cercato sia distribuito secondo una v.a. con

deviazione standard ¢ = 15.4°C, trovare un intervallo di confidenza al livello 1 — o = 0.95
per la temperatura media di fusione dello stagno.

(ii) Supponiamo ora che i dati X;, i = 1,...,100, ottenuti dalle misurazioni siano estratti
da una stessa distribuzione con media 231.8 e varianza o2, dove o & quella del precedente
punto (i). Utilizzando I’approssimazione normale, calcolare P(X 99 < 232), dove

X100 = W. Si tratta di una probabilita minore o maggiore di 1/2 ?
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Esercizio 1 Dal fatto che P(Z > n) = (2/3)", si desume che Z ¢ geometrica modificata di
parametro p = 1/3, quindi P(Z = k) = % (%)k_l, k=1,2,... e E(Z)=1/p=3.

(i) Si ha:
P(Z% <W?) = P(|Z|) < |W|) = P(Z < W)
o] o] 1 9 k—1 9 k—1
_ZP(Z<k)P(W—k)_ZS<3> 1_<3> :
k=1 k=1
visto che P(Z < k) =1-P(Z > k) =1-P(Z > k—1) =1— (3)*!. Continuando il
calcolo:
P(Z2 . WQ) B } i g k—1 - i g 2k—2
3 3 3
k=1 k=1
_i‘fl(z)“_l 9%(4)’“
=3\3 3 44\9
3 1 3 3 4 2
—1‘4(1_4/9 1) =1mg®A-D=1-35=%
(ii) Si ha:
1
E[(Z —1)* - (1= W) =E[Z?-2Z +1)2+ Z - W?/2].
Visto che 1 1 5
E(22) = E(W?) = Var(Z) + EX(Z) = pr t = pr’
la media cercata vale
2—p 1 2—p
= —2/p+1/2+1/p—5- e
1 2—p
- ~1 1/2="..=
5 /p+1/ 5,

dove si € sostituito p = 1/3.

(iii) X e Y hanno distribuzione di Poisson di parametro A, da trovare. Siccome media e
varianza di una v.a. di Poisson sono uguali a \, si ha E(X?) = Var(X)+ E?(X) = A+ \?;
imponendo che A+ \? = 12, si ottiene una equazione di secondo grado che, risolta, fornisce
A = —4, che si scarta, perche negativa, e A = 3, che ¢ il valore cercato. Dunque, X e Y
hanno distribuzione di Poisson di parametro 3. Si ha:

X2 +Y?

P<2—XY§ <8—XY>:P(4§X2+Y2+2XY<16)

=PR2<X+Y <4)=PX+Y €{2, 3}).

Siccome X +Y ~ Poisson(3 + 3), la probabilita cercata vale

3
e % (6%/2+6°/6) =36 - §e—6 = 0.1338.



Esercizio 2 (i) Per a > 0 la funzione f,(z,y) € continua e positiva per z,y > 0. Cal-

colando l'integrale doppio di f,(z,y) esteso a R 2, si ottiene %a; imponendo che tale

valore sia uguale a 1, si ottiene a = %. Dunque, si ottiene la densita:

41 x —2(z
fa(z,y) = R [6 (@H) 4 e=2( +y)} 1(0,400) (%) 1 (0,4-00) (¥)-

(ii) La densita marginale di X é:

4 +oo 6—2m +oo 5
fx(z) = 5 [ _x/o e Ydy + 5 /0 2e” ydy] 1(0,100) (%)

tlem+e 2] =t (1+e7%/2), x>0
0 altrimenti

Visto che l'espressione di f5(z,y) & simmetrica rispetto a z e y, si ottiene analogamente

dev(1+ev/2 >0
e e , Y
fry) =47 ( /2 . -
0 altrimenti

Si ha:
+oo 4 [t x 4 1 1 4 9 9
EX: d = — -z 772$d = — 1 —_ . — e —
(X) /0 =fx(z)dz 5/0 (we T3 Jdo 5( T 2) 5 8 10

(il calcolo ¢ stato effettuato agevolmente, ricordando la formula per la media di una v.a.
esponenziale di parametro A ). Naturalmente, si ottiene anche E(Y) = E(X) = & , visto
che X e Y hanno la stessa distribuzione.

Si ha: . .
E(XY) = . {/ dw/ dy zy (e*(”y) + eZ(Hy))]
bt 0 0

4 +o0 + +o0 o0
== [/ dx $ez/ dy ye ¥ -l—/ dx xe%/ dy yer}
5 LJo 0 0 0

—411+11—1
5 2 2)

(anche qui, abbiamo sfruttato la formula per la media di una v.a. esponenziale di parametro
A).

Quindi, otteniamo:
9 19

2
cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)=1- (10> = 1gg = 019 #0.

per cui le v.a. X e Y non sono stocasticamente indipendenti; d’altra parte, cio segue
anche dal fatto che la densita congiunta di (X,Y) non ¢ uguale al prodotto delle densita
marginali.

(iii) La v.a. Z = X 4 2Y assume valori positivi; utilizziamo il metodo di cambiamento di
variabili. Consideriamo la trasformazione

Jr=x o Jr=x
w'{z:m+2y v '{y:(z—x)/2



La matrice Jacobiana della trasormazione inversa ¢ :

Jy-1(x,2) = (_11/2 1?2) ’

che ha determinante uguale a 1/2. Quindi, si ottiene per la densita congiunta di (X, Z) :

1

foxz) (@, 2) = fix vy (@, (2 — x)/2) B

(0,400) () Lz 23 (2)

(SRS

1 [6—(z+(z—az)/2) + e—2(w+(z—m)/2)] 1
2

2 —\TTz T+z
= [e (@+2/2) 4 olat )] 1(0,400) () Lz} (2)-

Quindi, per z > 0 la densita di Z eé:

> 2 —(xTz TTZ
fo@) = [ dog [ 4 o 1 (@) oy 2)

2 [~ 2
—z/2 —x/2 —z,—x z/2 —z/2 —z —z
—5/Odzc<e e +e %e )—5[6 20 —e %) +e*(1 —e?)

2
=% [267'2/2 —e 7 — 672'2} , 2> 0.

Inoltre:
—+o00 2z+1
P(Y <2X +1)= / d:v/ dy fa(z,y)
0 0

4 +o00 2x+1 +o0 1 2x+1
=- / dme_x/ e Ydy +/ dre 2. / Ze_zydy}
5 Lo 0 0 2 Jo

+oo 1 +o0o
/ dre™™ (1 — e_gx_l) + / dre 2® (1 — 6_49”_2)]
0 2 Jo

1 1/1 1 1
1——614—<—»e2>] ::15(15-46*1-6*2)z:08928

PY <X, X>1) [ [,f(zy)dedy
PX>1) [ f(a)dz

dove f(z,y) ¢ la densita di (X,Y), fx(x) e la densita di X e
A={(z,y) eR?*:2>1, 0<y <z}

Il numeratore vale:
4 —+00 T
Num = — {/ dw/ dy (ef(xﬂ/) + eQ(Hy))]
5 L 0

4 +oo x +oo 1 x
=- [/ dwe‘x/ dye™" +/ dre 2. / dy2e_2y}
5 L 0 1 2 Jo

4 teo 1 [T
= / dee ™ (1 —e )+ = / dre (1 — e72%)
5 1 2 1

4

PY <X|X>1)=




4 [+ 1 [Fee
= - [/ drz(e™ — e™2%) + / dr(e > — 6_455)}
5 LN 21

671

= 1—0(8 —2e !t —e7?) ~ 0.2654

Il denominatore vale:

Denom—é /Jroo(ex—i—lezx)da: —§(4+e*1)
5 2 =75 '

Dunque, la probabilita cercata e:

Num %(8—26*1 —e ) 1 8—21—¢3
5 — — — =5 —————— ~0.8258.
enom —(44eh) 2 4+e

Esercizio 3 Un intervallo I di confidenza a livello 1 — « per la media incognita di una
2

distribuzione avente varianza o, é:
_ g _ o

I=|z- %(ﬁlfa/%x + ﬁfﬁkam (*)
dove Z ¢ la media campionaria e ¢g ¢ il quantile della Gaussiana standard, tale che
®(¢g) = B. Nel caso in esame, si ha n = 100, la media campionaria ¢ T = 231.8, e
o =15.4;
(i) se 1 —a = 0.95, allora 1 — /2 = 0.975, e quindi dalla tavola dei valori di ® si
ricava qﬁl,% = 1.96. Sostituendo in (x), si ottiene che un intervallo di confidenza per
la temperatura media di fusione dello stagno, al livello 0.95 e:

154 154
I= [231.8 BT 1.96, 231.8 + T0 1.96} = [228.7816, 234.8184] .

(ii) Si ha:

X1+ Xo+ -+ Xi00
100

P(Xmogt):P< gt):P(X1+X2+--~+X100§100t)

_p <X1 + Xo 4+ -+ X100 — 100 - 231.8 < 100¢ — 100 - 231.8)
15.4v/100 o 15.44/100

che, per I'approssimazione normale vale circa

o (10(;(;4—\/%8)) s <10(t 1—{)231.8)) .

Quindi, per t = 232, si ottiene:

10(232 — 231.8)
15.4

P(X100 <232) ~ ® < > = ®(0.1298) ~ 0.59 .



