Esercizi su integrale stocastico

1. Sia B; un MB. Per quali valori di a,b € IR il processo Z; = f(f s%e?BsdB, ¢ definito?
Per quali valori € una martingala di quadrato integrabile?

2. Calcolare:
() £ ((f, B.dB.)?)

(i) £ <BS I BudBu>

(it) 2 ((fy BadB.)(g 9(s)dB.))
(iv) E (31 I BgdBu>

2
3. (i) Quanto vale E {B? <fst BudBu) }?

(i) Mostrare che, se X € M?*([s,t]), la via. Z = fst XudB, ¢ scorrelata con la v.a.
B,,v < s, ma, in generale, non ¢ indipendente da Fj.

4. Sia B; un MB e A\ > 0; siano:

t t
Y, = / e M=9dB,, 7, = / e MdB,
0 0

(1) mostrare che V¢t > 0 Y; e Z; hanno la stessa legge e determinarla;
(ii) mostrare che Z; ¢ una martingala, mentre invece Y; non lo e.

5. Mostrare che f(f B2du & ortogonale in L(€2, F, P) a tutte le v.a. della forma [ f(u)dB,,
al variare di s > 0 e di f € L((0,s)).

6. Se B; ¢ un MB e f(s) una funzione deterministica in L?((0,t)), calcolare:

B (Bt / t f(S)st>



Soluzioni degli esercizi su integrale stocastico

1. Affinché I'integrale stocastico f(f s%ePBs B, sia definito occorre che l'integrando sia nello

spazio A2([0,1]), cioe che:
t
/ s22e20Bs s < 400 q.c.
0

Poiché il processo €2+ > 0 & continuo e non ha singolarita in [0, ], la condizione precedente

si riduce a richiedere che la funzione s — s2? sia integrabile in [0,¢], cio¢ che a > —1/2 .
Se questa condizione e soddisfatta, allora Z; € una martingala di quadrato integrabile se
I'integrando € M?([0,]), ovvero se

t
/ s20 B (e?*P:)ds < 400
0

Ma, poiché (ricordando la trasformata di Laplace di B;) risulta E(e20Bs) = e3(20)°s — ¢20°s

la condizione di sopra e verificata, non appena a > —1/2 .

2. Ricordiamo che, se il processo X € M?([a,b]), allora:

(1) E (/abxtdBt)Q :E[/abedt}
2) E(é%&ﬂ%ﬁ)zﬂ
(3) E (/abXtdBt>2‘}“a :E[/abedt‘}"a]

Applicando (1) a X +Y e X — Y e sottraendo, si ottiene anche:

" 5 ( /ab XdB, /jwt) _ /jmmdt

Inoltre, vale la seguente:
Proposizione. Siano X € M?([0,T]) e 71,72 tempi di arresto tali che 11 < 75 < T.
Allora:

(5) B ( /0 E XtdBt> ~0
2




(6) E

)
(7) E K /O b XtdBt)
)

2

=FE </ det)
0

f‘l‘1:| :/ XtdBt q.cC.
0

T2
—F < / det)
T1

(8) b

Fr

FTl] q.c.

(i) Si ha, per la (1):

([ )

(ii) Si ha, se s < t:

t s t
E (Bs/ BudBu> =E (/ 1[073](t)dBt~/ BudBu) =
0 0 0
t t
= (/ 1[078](U)dBu . / BudBu) =
0 0

E

t t t t2
:E[/ Bgds] :/ E(Bg)ds:/ sds = — .
0 0 0 2

(per la (4) )

(iii) Si ha:

B[([ man) ([ sm)| =5 ([ Baonss) = [ E@igas=o

(iv) Intanto si puo scrivere

1 t 1
Blz/dBu:/dBu+/ dB,
0 0 t
Allora, set < 1:

t t 1 t
E<Bl/ BgdBu) :E(</ dBu+/ dBu)-/ BidBu) =
0 0 t 0
t t 1 t
:E(/ dBu-/BﬁdBu)+E(/ dBu~/ BﬁdBu):thIQ
0 0 t 0
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Ora: ) t t
1
I = (perla (4)) = E/ (1-B%)du :/ E(B%)du :/ udu — 5152
0 0 0
1

1
I2 =F (/ 1(t71)(u)dBu / 1(0,t)(u)BgdBu) =
0 0
(sempre per la (4))
1
= E/ (L(e,1) () - 10,0y () B2 ) du = 0,
0

essendo (t,1) N (0,t) = (. Pertanto, per t < 1 si ottiene F <Bl fg BidBu) = 5t2.
Set>1:

1 t t t
E(/ dBu-/ BﬁdBu> :E</ 1(0,1)(u)dBu-/ BgdBu) =
0 0 0 0
t 1 1 1
=F (/ (1(071)(u)Bi)du) :/ E(B?)du :/ udu = =
0 0 0 2

(per la (4))

Concludendo:
1 t %tz set <1
E(/ dBu-/ BgdBu) =
0 0 % set>1
3. (1
¢ 2 t 2
E | B? (/ BudBu) =FE|E |B? (/ BudBu>

yfs] _

=F

t 2
B2E ( / BudBu> ‘]—"]
(per la (3) - v. esercizio precedente)
¢

—E [B,?E (/ Bgdu(fs)l _

(poiché f: B2du & Fs—misurabile )
t t
=F [B,?/ Bﬁdu] = / E(B?B2?)du

Ricordiamo che (v. Esercizio 5 sulle martingale):

E(B?B?) =35+ (u — s)s
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Quindi, riprendendo il calcolo:

t 2
B? ( / BudBu)

(ii) Si puo scrivere: Z = fg X,dB,, ove

E = / (3% + s(u — 8))du = %s(t —8)% +35%(t — 5)

T - X, ses<u<t
“T00 se0<u<s<t

Siccome B, = fg 1(0,0)(u)dB,, per v < s < t si ha:

t t
E(ZB,)=E (/ XudBu~/ 1(07v)(u)dBu> =
0 0

(per la (4) - v. esercizio precedente)

(visto che Xul(o,v)(u) =0 perv <s)

:E</Ot0-du) = 0= E(Z)E(B,)

e dunque Z e B, sono scorrelate.
(ii) Per mostrare che Z ¢ dipendente da Fy cerchiamo un controesempio. Prendiamo

X, = B, e poniamo W = 7 = f; B.dB,; se W fosse indipendente da F, in particolare
W2 e B2 sarebbero scorrelate e quindi dovrebbe essere E(B2W?) = E(B2)E(W?). Invece:

t t t
1
E(B)=s, E(W?)=E (/ Bﬁdu) z/ E(B2)du :/ udu = §(t2 — §?)
Calcolando il prodotto E(B2?)E(W?), viene diverso da E(B2W?) = 1s(t—s)?+3s%(t—s),

calcolato al punto (i). Pertanto, W e B? sono correlate, quindi dipendenti, dunque W &
dipendente da Fj .

4. Richiamiamo la seguente:
Proposizione. Se f € L?([0,T]) ¢ una funzione deterministica, allora il processo

It) = /0 f(s)dB,

e Gaussiano.



(i) Per la proposizione di sopra Y; e Z; sono entrambi processi Gaussiani, ed hanno evi-
dentemente media zero. Calcoliamo le varianze; si ha:

t t 9 t
(/ e—)\(t—s)st) :/ (e—A(t—s)) ds :/ o—2N(t=9) gg —
0 0 0

2
Var(Yy) = E

t
1
Var(Z;) = FE = / e ds = ﬁ(l — e ) = Var(Y,)
0

(/Ot 6_>‘8st>

Quindi, per ¢ > 0 fissato, Y; e Z; hanno entrambe legge normale N (0, 1‘;—:\2M)
(ii) Per le proprieta dell’integrale stocastico Z; ¢ una martingala, mentre invece, se s < t,
si ha:

t
ElY;|F]=e™ME U e dB,
0

7 -
(per la (7) della Proposizione richiamata nell’Esercizio 2)

— e—)\t/ e)\udBu — e—)x(t—s)Ys
0

e quindi Y; non e una martingala.

5. Supponiamo dapprima che f = 1 ,; allora fos f(w)dB, = Bs.
(i) Ses>t:

t t ¢ ¢
E (Bs/ Bgdu> = / E(B,B?)du = / E[(Bs — B,)B2]du + / E(B)du =
0 0 0 0
(visto che fg E(B3)du = 0 e per I'indipendenza degli incrementi)
t
_ / E(Bs — B))E(B2)du = 0
0
(ii) Se s < t:
¢ ¢ s t
E (Bs/ Bﬁdu) = / E(ByB%)du = / E(ByB?)du + / E(ByB*)du =1, + I,
0 0 0 s
Ma I; = 0 per (i); per quanto riguarda l'integrando di I, si ha:

E(BSBZ) = E(BS(B’LL - BS)Z) + 2E(B§(Bu - BS)) + E(Bg) =
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(per I'indipendenza degli incrementi)
= E(B;)E((By — B,)?) + 2E(B})E(B,, — B;) + E(B]) =0

In conclusione, sia per s > t che per s < t, il prodotto scalare in L?(Q2, F, P) tra f = 10,9

t . . . .
e fo B2du & zero, ovvero sono ortogonali. La stessa cosa vale allora se f & una funzione
semplice, cioé combinazione lineare di funzioni indicatrici, e quindi, per densita, se f €

L?(0, ).

6. Si ha:

E <Bt /Otf(s)dBS) —E (/Ot dBS./Otf(s)st) _

(per la (4) dell’Esercizio 2)

- / CEQ- f(9)ds = / " Fs)ds.



