FACOLTA DI INGEGNERIA
CALCOLO DELLE PROBABILITA E STATISTICA
INGEGNERIA CIVILE E A&T E INFORMATICA

IIT PROVA SCRITTA
A A. 2020-2021

Durata della prova 2.5 h
Punteggi: 1) 3+3+3+3; 2)2+3+3+4; 3)3+3.

Totale = 30.

Esercizio 1 Si consideri la v.a. bidimensionale discreta (X,Y) € {—1,0,1} x {0, 1} con densita:
p(z,y) = { 5 ose (z,y) = (0,0), (2,y) = (~1,1), (z,9) = (1,1)
0 altrimenti
(i) Trovare le densita marginali di X e Y’; si tratta di distribuzioni note?

(ii) Calcolare E(X), E(Y), E(X?), E(Y?) e cov(X,Y); X eY sono v.a. stocasticamente
indipendenti?

(iii) Si lancia 300 volte una moneta, truccata in modo che la probabilita che esca Testa
in ciascun lancio sia § = P(Y = 1) - 1072; se N rappresenta il numero di Teste uscite,
calcolare approssimativamente P(N > 1).

(iv) Siano U e V v.a. indipendenti, con la stessa distribuzione geometrica di parametro
p = P(Y = 1); trovare la distribuzione di Z = min(U, V') e calcolare P(U/2 > V).

Esercizio 2 Per a > 0 si consideri la funzione f : R? — R definita da:

afem @) 4720 2 >0, y>0

0 altrimenti

fa(l‘»y) = {

=« {6_(“1/) + 6_2(I+y)] 1(0,4-00) ()L (0,400) (¥)-
(i) Trovare il valore & di « in modo che f5(x,y) sia la densita congiunta di un vettore
aleatorio bidimensionale.
(ii) Si consideri la v.a. bidimensionale (X,Y") che ha per densita f5(z,y); si calcolino le
densita marginalidi X e Y, E(X), E(Y) e cov(X,Y). Le v.a. X e Y sono stocasticamente
indipendenti?
(iii) Trovare la densita di Z = X + 2Y e calcolare P(Y < 2X +1).
(iv) Calcolare P(Y < X|X > 1).
Esercizio 3 Alcuni studenti effettuano delle misurazioni per determinare il punto di fusione

dello stagno. Dai dati ottenuti da 100 diverse misurazioni effettuate, si trova una media
campionaria di 231.8°C.

(i) Supponendo che il punto di fusione cercato sia distribuito secondo una v.a. con

deviazione standard o = 15.4°C, trovare un intervallo di confidenza al livello 1 — a = 0.95
per la temperatura media di fusione dello stagno.

(ii) Supponiamo ora che i dati X;, i = 1,...,100, ottenuti dalle misurazioni siano estratti
da una stessa distribuzione con media 231.8 e varianza o2, dove o & quella del precedente
punto (i). Utilizzando I’approssimazione normale, calcolare P(X 199 < 232), dove

X100 = W. Si tratta di una probabilita minore o maggiore di 1/2 ?
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Esercizio 1 (i) Si ha:

PX=-1,Y=0)=0, P(X=-1,Y =1) =1/3;
P(X=0,Y=0)=1/3, P(X=0,Y =1) = 0;
P(X=1Y=0)=0, P(X=1,Y =1)=1/3.

Allora:

PX=-1)=P(X=-1Y=0)+P(X=-1,Y =1)=0+1/3=1/3;
P(X=0)=P(X=0,Y=0)+P(X=0Y=1)=1/34+0=1/3;
PX=1)=P(X=1Y=0)+P(X=1Y=1)=0+1/3=1/3.

Pertanto, X & uniformemente distribuita in {—1,0,1}. Inoltre:
PY=0)=P(X=-1Y =0)+P(X =0,Y =0)+P(X =1,Y =0) = 04+1/3+0 = 1/3;

PY=1)=PX=-1,Y=1)4+PX=0Y=1)+PX=1Y=1)
=1/3+0+4+1/3=2/3.
Pertanto, Y ha distribuzione di Bernoulli di parametro p = 2/3.
(ii) Si ha:
EX)=(-1)-1/3+0-1/3+1-1/3=0, E(Y)=p=2/3;

E(X?) = (-1)2-1/3+0%-1/3+12.1/3 =2/3,
EY?) =var(Y)+ EXY)=p(1—p)+p* =p=2/3.
Per calcolare la covarianza di (X,Y’) occorre prima calcolare la media di Z = XY

osserviamo che Z puo assumere valori nell'insieme {—1,0,1} con probabilita:
PZ=-1)=PX=-1,Y=1)=1/3,
P(Z=0)=P(X=0Y=04+PX=0Y=1)+PX=-1Y=0)+P(X=1Y =0)
=1/3404+0+0=1/3, P(Z=1)=P(X=1,Y=1)=1/3.

Quindi, anche X ¢ uniformemente distribuita in {—1,0,1}, per cui E(XY) = E(Z) = 0.
Dunque cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =0.

Pero X e Y non sono indipendenti, poiché, ad esempio
1/3=P(X=1Y=1)#PX=1)PY =1)=

(iii) La v.a. N ha distribuzione binomiale di parametri (300,% -1072); per I’ approssi-
mazione di Poisson, si ha P(N > 1) ~ P(W > 1), dove W ~ Poisson()), con A = np =
30021072 = 2; quindi P(N > 1)~ 1 - P(W =0)— P(W =1) =1—3e"2

(iv) Se Z = min(U, V), risulta, per l'indipendenza di U e V :

P(Z>n)=PU >n,V >n)=PU >n)P(V >n)



n+1
1 1

—PWU+1>n+ )PV +1>n+1)= [(1—2/3)”*1}2: [<3>2] = <9>n+1;

quindi P(Z >n)=P(Z+1>n+1) = (%)n+1 , per cui Z +1 ha distribuzione geometrica
modificata di parametro 8/9, ovvero Z ha distribuzione geometrica di parametro 8/9.

Si ha, per I'indipendenza di U e V :

B STEA RIS Sy L ()
B 3 33 27) 3 2 13
k=0 =0
(Abbiamo usato il fatto che che U + 1 ha distribuzione geometrica modificata e quindi

P(U >2k)=P(U > 2k —1)= P(U +1 > 2k) = (1/3)%)

Esercizio 2 (i) Per a > 0 la funzione f,(z,y) ¢ continua e positiva per z,y > 0. Cal-

colando l'integrale doppio di f,(x,y) esteso a R+2, si ottiene %a; imponendo che tale

valore sia uguale a 1, si ottiene a = %. Dunque, si ottiene la densita:

4 —(x —2(x
fal@.y) = 7 [ 42 10, (010,400 (0):

(ii) La densita marginale di X é:

—2x

4 —x too _ (& +o0 )
fx(x):g e /o e Ydy + 5 /o 2e” “Ydy 1(0,+oo)(33)

tlem+e 2] =t (1+e7%/2), x>0
0 altrimenti

Visto che l'espressione di fz(z,y) & simmetrica rispetto a z e y, si ottiene analogamente

fr(y) = {ée-yu ter/2), >0

0 altrimenti
Si ha:
+oo 4 [Foe x 4 11 4 9 9
E(X)= do = — oy T2y — 2 (1422 ) =22 = 2
(%) /0 =fx(z)dz 5/0 (ze e Jdo 5<+4 2) 5 8 10

(il calcolo ¢ stato effettuato agevolmente, ricordando la formula per la media di una v.a.
esponenziale di parametro A ). Naturalmente, si ottiene anche E(Y) = E(X) = -f , visto
che X e Y hanno la stessa distribuzione.

Si ha: . .
E(XY) = . {/ dw/ dy zy (e*(”y) + ez(”y)ﬂ
5 LJo 0
400

4 “+o00o “+o0o +oo
== [/ dx :zez/ dy ye ¥ -l—/ dx xe2’”/ dy yezﬂ
5 LJo 0 0 0

—411+11—1
5 2 2)



(anche qui, abbiamo sfruttato la formula per la media di una v.a. esponenziale di parametro
A).

Quindi, otteniamo:

2
cou(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y) =1 — (190> _ % —0.19 20,

per cui le v.a. X e Y non sono stocasticamente indipendenti; d’altra parte, cido segue
anche dal fatto che la densita congiunta di (X,Y’) non ¢ uguale al prodotto delle densita
marginali.

(iii) La v.a. Z = X + 2Y assume valori positivi; utilizziamo il metodo di cambiamento di
variabili. Consideriamo la trasformazione

Jrz=x o Jrz=x
¢'{z:x+2y v '{yz(z—:c)/2

La matrice Jacobiana della trasormazione inversa e :

Jy-1(z,2) = <_11/2 1?2) ’

che ha determinante uguale a 1/2. Quindi, si ottiene per la densita congiunta di (X, 7) :

N

foxz) (@, 2) = fix vy (@, (2 —x)/2)

ot >~

1 —(z+(z—x —a(@T(z—T

2 [e (@H(z=2)/2) 4 =2z H( )/2)] L(0,400) (2)1{z<2} (2)
2 —\(xT+z Tz

=< [e (2+2/2) | oo+ )] 1(0,4+00) (7)1 ppeay (2).

Quindi, per z > 0 la densita di Z &:

> 2 —\rTz Tz
fo2) = [ dog [ 4 e 1 (01 (2)

2 [~ 2
I —z/2 —x/2 —z,—x\ _ 2| —2/2, _—z/2 —z(1 _ =%
5/0 dm(e e +e %e ) - {e 2l —e )+ e*(1—e7)

2
=% [267'2/2 —e 7 — 672'2} , 2> 0.

Inoltre:
+o00 2z+1
P(Y <2X+1)= / da:/ dy fa(z,y)
0 0

4 +o00 2241 400 1 [2=+1
== / dxez/ e Ydy —I—/ dre 2. / 262ydy}
5 [Jo 0 0 2 Jo

+oo 1 “+o0o
{/ dxe™™ (1 — 672171) + / dre " (1 — e4x2)]
0 2 Jo
+00 1 [t
[/ dz (e*m — 6731671) + / dx (e*2x — 66‘7:62)]
0 2 Jo
oty l (1 - 1e2>] = %5(15 —de™! —e7?) x~ 0.8928

4



(iv) Si ha:
PY <X, X>1) [ [4flz,y)dedy

PY <X|X>1)=

dove f(z,y) ¢ la densita di (X,Y), fx(x) ¢ la densita di X e
A={(z,y) eR%?:2>1, 0<y<a}.

Il numeratore vale:
4 “+00 T
Num — |:/ dm-/ dy (e_($+y) + 6_2(x+y)>:|
5 [ 0

4 +oo x +oo 1 x
= [/ dxe_z/ dye Y —|—/ dze™ 2" . / dy26_2y}
5 L 0 1 2 Jo

4 teo 1 [T
= - / dee (1 —e ")+ / dre (1 — e72%)
5 Lh 2.

416{8——26_1——6_2)2102654

Il denominatore vale:

4 +o00o 1 e—l
Denom = — / (e + e x| = —(4+e ).
51/, 2 5

Dunque, la probabilita cercata e:

Num %(8 —2e t —e7?) 1 8—2¢t—¢3
Denom e ld+e) T 9 4t e !

Esercizio 3 Un intervallo I di confidenza a livello 1 — « per la media incognita di una

distribuzione avente varianza o2, e:
o o

I=|z \/ﬁﬁbka/mi"f' \/ﬁ(ﬁlfa/Z

dove Z ¢ la media campionaria e ¢z ¢ il quantile della Gaussiana standard, tale che
®(pg) = S. Nel caso in esame, si ha n = 100, la media campionaria ¢ z = 231.8, e

o =15.4;

(i) se 1 —a = 0.95, allora 1 — /2 = 0.975, e quindi dalla tavola dei valori di & si
ricava ¢1_a = 1.96. Sostituendo in (x), si ottiene che un intervallo di confidenza per

la temperatura media di fusione dello stagno, al livello 0.95 e:

15.4 15.4
I= [231.8 BT 1.96, 231.8 + — - 1.96} = [228.7816, 234.8184] .

10
(ii) Si ha:

X1+ Xo+ -+ Xioo
100

P(Xmogﬂ::P<

PX>1) [ fx(a)dz

~ (0.8258 .

_p (Xl + X9+ -+ 4+ X090 — 100 - 231.8 < 100¢ — 100 - 231.8

15.44/100 o 15.44/100

5

gt) — P(X1 4 Xo 4 - + X100 < 100¢)

)



che, per I'approssimazione normale vale circa

o (10(1)&—\/21?;7168)) s <10(t ;5131.8)> .

Quindi, per t = 232, si ottiene:

10(232 — 231.8)
15.4

P(X100 < 232) ~ @ ( ) = $(0.1298) ~ 0.59 .



