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PRIMA PROVA DI VALUTAZIONE IN ITINERE - 5 MAGGIO 2023
A.A. 2022-2023

Durata della prova 2 h
Punteggi: 1) 3+3+3+9; 2) 6+6.

Totale = 30.

Esercizio 1 Una fabbrica produce valvole di sicurezza per caldaie a gas, la produzione gior-
naliera ¢ di 10000 valvole. Si sa che una valvola senza difetti supera sempre il collaudo
finale, mentre se e difettosa supera tale controllo nel 5% dei casi. Si supponga che I’ 1%
delle valvole prodotte in un giorno sia difettoso.

(i) Qual e la probabilita che una valvola scelta a caso di un lotto giornaliero superi il
controllo?

(ii) Qual e la probabilita che una valvola che ha superato il controllo sia difettosa?

(iii) Se X rappresenta il numero di valvole di un lotto giornaliero che superano il controllo,
quanto vale E(X)?

(iv) Sia D T’evento che una valvola prodotta in un giorno sia difettosa, e consideriamo due
v.a. stocasticamente indipendenti T e T5, aventi distribuzioni geometriche modificate, di
parametri p = 10 - P(D) e ¢ = 2p, rispettivamente. Calcolare:

(a) P(Tz > Th);
(b) P(Th + T2 = 4);
(c) trovare la densita discreta di Z := min(71, T»).

Esercizio 2 Si consideri la v.a. bidimensionale (X,Y) € {0, 1} x {1, 2, 3} la cui densita
discreta p(z,y) = P(X =z, Y =vy), (z,y) € {0, 1} x {1, 2, 3}, & data da:

p(0,1) p(0,2) p(0,3)\ _ (1/6 1/6 1/6
(L) p(12) p(1,3)) = \2/9 1/15 29
(i) Trovare le densita marginali di X e di Y. Si tratta di densita note ?

(i) Calcolare E(X), E(Y), E(X?), E(Y?) e cov(X,Y). Le v.a. X e Y sono stocastica-
mente indipendenti?
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Esercizio 1 Indichiamo con D ’evento che una valvola del lotto giornaliero sia difettosa e con
S P’evento che una valvola del lotto giornaliero superi il controllo; si ha

P(D) =0.01, P(S|D) =0.05, P(S|D°) =
(i) Per la formula della probabilita totale risulta:
P(S) = P(S|D)P(D) + P(S|D“)P(D®) = 0.05-0.01 +1-0.99 = 0.9905
(ii) Per la formula di Bayes:

P(S|D)P(D) _ 0.05-0.01 1

= = = 0.0005048.
P(9) 0.9905 1981

P(D|S) =

(iii) Il numero delle valvole che superano il controllo in un lotto giornaliero di 10000 valvole
¢ una v.a. X ~ B(10000,0.9905); quindi £(X) = 10000 - 0.9905 = 9905.

(iv) Risulta che T3 — 1 ~ Geom(p) e To — 1 ~ Geom(q) con p = 10P(D) = 0.1 e ¢ =
20P(D) =0.2 .

(a) Si ha:

k=1 k=1
e ricordando che per una v.a. T», geometrica modificata di parametro ¢ risulta

P(Ty >n) = (1 —q)", otteniamo:

o0
P(Ty > Ty) Zp =p) [(1-p)(1 -]

k=1

() 1 B P
Z P-af = PT20=p(—9  a+pr-p
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T02+01-01-02 028 28 14
e quindi infine P(T5 > Ty) = 2 = 0.3571429 .
(b) Si ha:

=pq(1 —q)*> +p(1 — p)?q+ p(1 — p)q(1 — q) = 0.0434 .

(c) Se Z =min(X,Y), il range di Z ¢ formato dagli interi positivi e per ogni intero positivo
n si ha:

P(Z>n)=PX >n)PY >n)=(1-p)"(1-¢)" =[1-p)(1-q]"



=[l—q-p+pq"=01-06)"
dove 0 =q+p—pg=02+0.1-0.02=0.28=7/25.
Da questo segue infine che Z ha distribuzione geometrica modificata di parametro
0="7/25.

Esercizio 2 (i) La densita marginale di X ¢, per x € {0,1} :

px(@)= Y px,y)=pe,1)+p(z,2) +p(x,3).
ye{1,2,3}

Da cui:
px(0) =1/2epx(1) =1/2,
per cui X ¢ una v.a. di Bernoulli di parametro 1/2.
La densita marginale di Y ¢, per y € {1,2,3}:
py(W) = Y p,y)=p0,y)+p(1y).
z€{0,1}

Da cui:
py(1)=7/18 , py(2) = 4/18, py(3) =7/18.
(i) Siha: E(X) =1/2, var(X) = 1/2-(1-1/2) = 1/4, quindi E(X?) = var(X)+E*(X) =
1/4+1/4=1/2.
E(Y)=1-7/18+2-4/18 +3-7/18 = 36/18 = 2;

E(Y?)=12.7/1842%-4/18 + 3% - 7/18 = 86/18 = 4.7T777778.
Quindi var(Y) = E(Y?) — E?(Y) = 86/18 —4 = 7/9 = 0.7777.
Inoltre, Z = XY prende valori in {0, 1,2, 3} con probabilita:
P(Z=0)=P(X =0)=1/2,

P(Z=1)=P(X =1,Y =1) = p(1,1) = 2/9,
P(Z=2)=P(X =1,Y =2) =p(1,2) = 1/18,
P(Z=3)=P(X =1,Y =3) = p(1,3) = 2/9.

Quindi: B(Z) = E(XY)=0-1/2+1-4/18+2-1/18+3-4/18=1e

cov(X,)Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=1-1/2-2=0, per cui le v.a. X eY sono scorrelate.
Pero esse non sono indipendenti, poiché ad esempio 1/6 = p(0,1) # px(0)py (1) =1/2-
7/18 = 7/36 .



