
◃ Esercizio 2b.14 Sia (X,Y ) un vettore aleatorio di densità congiunta
f(x, y) = e−y per 0 < x < y. Trovare la densità di X, di Y e di (X,Z), dove Z = Y −X.

◃ Esercizio 2b.15 Siano X e Y indipendenti e uniformemente distribuite in [0, 1]. Trovare

la densità di Z = max(X,Y )
min(X,Y ) .

◃ Esercizio 2b.16 SianoX e Y indipendenti ed esponenziali di parametro λ. Se U = X+Y
e V = X/(X + Y ), trovare la densità di (U, V ), di U e di V.

◃ Esercizio 2b.17 Siano X,Y e Z indipendenti ed esponenziali di parametro λ. Trovare
la densità di Z −X condizionata da X < Z < Y.

◃ Esercizio 2b.18 (II prova in itinere a.a. 2011-12)
Si consideri il vettore aleatorio (X,Y ) con densità congiunta:

f(x, y) =
{
x+ y se 0 < x < 1, 0 < y < 1
0 altrimenti

(i) Trovare le densità di X e Y. Risultano v.a. indipendenti?
(ii) Calcolare E(X), E(Y ), V ar(X), V ar(Y ) e Cov(X,Y ).
(iii) Calcolare P (Y − 4X2 > 0).
(iv) Trovare la densità di Z = X + Y e calcolare:

(a) P (ln(X + Y ) < 0);
(b) il quantile di Z di ordine 1/3, cioé il valore q per cui P (Z ≤ q) = 1/3 .

1

Abundo
Casella di testo

Abundo
Casella di testo
f(x,y) = exp(-y)* 1_E (x,y)E= { (x,y): 0<x<y }

Abundo
Linea
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y =  zx    (z ≤ 1) 

 

   

 

                                                   

                    1 

                                 y =  zx    (z > 1) 

              1 

Figura 8

Derivando, si ottiene la densità di Z :

fZ(z) =

{
1
3 + 1

3z se 0 ≤ z ≤ 1
1

3z3 + 1
3z2 se z > 1.

◃ Esercizio 2b.14

Si ha:

fX(x) =

∫ +∞

−∞
dye−y1{0<x<y}(x, y) =

=

∫ +∞

x

e−ydy =
[
− e−y

]+∞

x
= e−x, se x > 0.

fY (y) =

∫ +∞

−∞
dxe−y1{0<x<y}(x, y) =

=

∫ y

0

e−ydx = ye−y, se y > 0.

Inoltre, se Z = Y −X, risulta quasi certamente Z ≥ 0 e, per z ≥ 0 :

P (Z ≤ z) = P (Y −X ≤ z) =

∫ ∫
E

e−y1{0<x<y}(x, y)dxdy,

Abundo
Casella di testo
  SOLUZIONI Esercizi  2b.14, 2b.15, 2b.17, 2b.18

Abundo
Casella di testo
Dunque X~esp(1)Inoltre Y~Gamma (2, 1)

Abundo
Ovale
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 y = x + z 

         y =  x 

   

 

                                                  

                                                  E 

Figura 9

dove E = {(x, y) : 0 < x < y, y ≤ x+ z} è l’insieme indicato in figura 9.
Allora, per z ≥ 0 :

P (Z ≤ z) =

∫ +∞

0

dx

∫ x+z

x

dye−y =

∫ +∞

0

dx
[
− e−y

]x+z

x
= . . . = 1− e−z

e quindi Z ha distribuzione esponenziale di parametro λ = 1.
Consideriamo ora la trasformazione g : (X,Y ) −→ (X,Z){

X = X
Z = Y −X

, oppure
{
X = X
Y = X + Z

con

Jg−1(x, z) =

(
1 0
1 1

)
, detJg−1(x, z) = 1.

Allora, la densità di (X,Z) è :

f(X,Z)(x, z) = f(x, x+z)·1 = e−(x+z)1{0<x<x+z}(x, z) = e−(x+z), per x, z > 0.

◃ Esercizio 2b.15
Siano Xe Y v.a. indipendenti ed uniformemente distribuite in (0, 1). Ci pro-

poniamo di calcolare la densità di Z = max(X,Y )
min(X,Y ) .

Con riferimento alla figura 10, risulta Z = X/Y su E1 = {(x, y) : y ≤ x},
mentre Z = Y/X su E2 = {(x, y) : y ≥ x}.

Abundo
Casella di testo
la densita' di Y - Xe':f_Z(z) = \int f(x, z+x) dx
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Figura 10

Ovviamente risulta Z ≥ 1. Se z ≥ 1, si ha:

P (Z ≤ z) =

∫ ∫
E1∩{x≤zy}

dxdy +

∫ ∫
E2∩{y≤zx}

dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ x

x/z

dy +

∫ 1

0

dy

∫ y

y/z

dx =

∫ 1

0

dx(x− x/z) +

∫ 1

0

dy(y − y/z) =

= (1− 1/z)

∫ 1

0

xdx+ (1− 1/z)

∫ 1

0

ydy = (1− 1/z), z ≥ 1.

Allora, La densità di Z è fZ(z) =
d
dzP (Z ≤ z) = 1

z2 , per z ≥ 1, altrimenti è
zero.

◃ Esercizio 2b.16

Siano X e Y indipendenti e con distribuzione esponenziale di parametro λ,
e U = X + Y, V = X/(X + Y ). Siccome X,Y ∼ Γ(1, λ), per il teorema di
addizione di v.a. indipendenti con legge Gamma, si ottiene che U = X + Y ∼
Γ(2, λ), e quindi la densità di U è:

fU (u) =

{
λ2ue−λu se u ≥ 0
0 altrimenti

Ricordiamo che (v. Esercizio 2b.7) se X e Y sono indipendenti e X ∼ Γ(α, λ),

Abundo
Casella di testo
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Y ∼ Γ(β, λ), allora Z = X/(X + Y ) ha distribuzione Beta di parametri α e β.
Dunque, nel caso in esame, siccome α = β = 1, risulta che V = X/(X + Y ) ∼
Beta(1, 1), ovvero V ha densità

fV (v) =
Γ(2)

Γ(1)Γ(1)
v0(1− v)0 = 1, v ∈ (0, 1)

il che vuol dire che V ∼ Uni(0, 1), ovvero V è uniformemente distribuita in
(0, 1).
Consideriamo ora la trasformazione g : (X,Y ) −→ (U, V ) :{

U = X + Y
V = X

X+Y
, ovvero

{
X = UV
Y = U(1− V )

Si ha:

Jg−1(u, v) =

(
v u

1− v −u

)
; detJg−1(u, v) = −u

Si osservi che |detJg−1(u, v)| = |u| = u, visto che u ≥ 0. Pertanto, la densità di
(U, V ) è :

f(U,V )(u, v) = f(X,Y )(uv, u(1− v)) = λe−λuv · λ u e−λu(1−v)

per u ≥ 0 e 0 ≤ v ≤ 1, mentre è zero altrimenti. In conclusione:

f(U,V )(u, v) =

{
λ2ue−λu se u ≥ 0, v ∈ [0, 1]
0 altrimenti

Abundo
Casella di testo
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◃ Esercizio 2b.17
Siano X,Y e Z indipendenti ed esponenziali di parametro λ, e poniamo U =
Z −X; occorre calcolare P (U ≤ u|X < Z < Y ) =

= P (U ≤ u|0 < U < Y −X) = P (U ≤ u|0 < U < V ) =
P (U ≤ u, 0 < U < V )

P (0 < U < V )

dove abbiamo posto V = Y −X.
Cominciamo col calcolare la densità congiunta di (U, V ); si ha:

P (U ≤ u, V ≤ v) = P (Z −X ≤ u, Y −X ≤ v) =

= P (Y ≤ v+X,Z ≤ u+X,X ≥ 0) =

∫ +∞

0

dx

∫ v+x

0

dy

∫ u+x

0

dzλ3e−λ(x+y+z)

=

∫ +∞

0

λe−λxdx

∫ v+x

0

λe−λydy

∫ u+x

0

λe−λzdz =

=

∫ +∞

0

λe−λxdx

∫ v+x

0

λe−λydy
(
1− e−λ(u+x)

)
= . . . = 1− 1

2
e−λu +

1

3
e−λ(u+v) := F (u, v).

Quindi, la densità di (U, V ) è data da:

f(U,V )(u, v) =
∂2F

∂u∂v
(u, v) =

1

3
λ2e−λ(u+v), u, v ∈ IR.

Allora:

P (U ≤ u, 0 < U < V ) =

∫ u

0

ds

∫ v

u

dt
1

3
λ2e−λ(s+t) = . . . =

1

6
(1− e−2λu).

Inoltre:

P (0 < U < V ) =

∫ +∞

0

ds

∫ +∞

u

dt
1

3
λ2e−λ(s+t) =

=
1

3

∫ +∞

0

λe−λudu

∫ +∞

u

λe−λvdv =
1

3

∫ +∞

0

λe−λue−λudu = . . . =
1

6

Infine:

P (U ≤ u, 0 < U < V )

P (0 < U < V )
=

1
6 (1− e−2λu)

1
6

= 1− e−2λu, per u > 0.
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◃ Esercizio 2b.18
(i) Si ha:

fX(x) =

∫ +∞

−∞
1(0,1)2(x, y) · (x+ y)dy

Dunque, per x /∈ (0, 1) risulta fX(x) = 0, mentre per x ∈ (0, 1) si ottiene:

fX(x) =

∫ 1

0

(x+ y)dy = x+
1

2

Analogamente:

fY (y) =

{∫ 1

0
(x+ y)dx se y ∈ (0, 1)

0 altrimenti
=

{
y + 1

2 se y ∈ (0, 1)
0 altrimenti

Pertanto, X e Y hanno stessa legge, ma non sono indipendenti, in quanto
f(x, y) ̸= fX(x)fY (y).
(ii)

E(X) = E(Y ) =

∫ 1

0

t(t+
1

2
)dt =

7

12

E(X2) = E(Y 2) =

∫ 1

0

t2(t+
1

2
)dt =

5

12

da cui V ar(X) = V ar(Y ) = 5
12 −

(
7
12

)2
= 11

144 ;

E(XY ) =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

xy(x+ y)dy =

∫ 1

0

xdx

∫ 1

0

(yx+ y2)dy =

=

∫ 1

0

xdx
[
xy2/2 + y3/3

]y=1

y=0
=

=

∫ 1

0

dx(x2/2 + x/3) =
1

3
.

Infine Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = 1
3 −

(
7
12

)2
= − 1

144 .

(iii) Si ha:

P (Y > 4X2) =

∫ ∫
F

(x+ y)dx dy

dove F è l’insieme indicato in Figura 11.
Esplicitando il calcolo, si ottiene:

P (Y > 4X2) =

∫ 1/2

0

dx

∫ 1

4x2

(x+ y)dy =

∫ 1/2

0

dx
[
xy +

y2

2

]y=1

y=4x2
=
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            1/ 2                      1 

y = 4x
2

1

F

Figura 11

=

∫ 1/2

0

(
1

2
+ x− 4x3 − 8x4

)
dx = . . . =

21

80

(iv) Per z ∈ (0, 2), la densità di Z = X + Y è data dalla formula:

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx =

=

∫ 1

0

1(0,1)(z − x) · (x+ z − x) dx =

∫ 1

0

1(z−1,z)(x) · z dx

Pertanto:
se z ∈ (0, 1), si ottiene:

fZ(z) =

∫ z

0

zdx = z2

se z ∈ (1, 2), si ottiene:

fZ(z) =

∫ 1

z−1

zdx = z(2− z)

In conclusione:

fZ(z) =


0 se z ≤ 0
z2 se z ∈ (0, 1)
z(2− z) se z ∈ (1, 2)
0 se z ≥ 2
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(a) P (ln(X + Y ) < 0) = P (Z ∈ (0, 1)) =
∫ 1

0
z2dz = 1

3 .

(b) Il quantile di Z di ordine α = 1
3 è qα = 1; infatti P (Z ≤ 1) = 1

3 .

◃ Esercizio 2b.19 (I prova scritta a.a. 2011-12)
(i) Si ha:

P (V > 1− U) =

∫ ∫
A

f(u, v)dudv

dove A = {(u, v) : 0 < u < v, v > 1− u} = A1 ∪A2 e
A1 = {(u, v) : 0 < u < 1/2, v > 1− u}, A2 = {(u, v) : u > 1/2, v > u}.
Dunque:

P (V > 1− U) =

∫ 1/2

0

du

∫ +∞

1−u

dv9e−3v +

∫ +∞

1/2

du

∫ +∞

u

dv9e−3v

= 9

∫ 1/2

0

du
[e−3v

−3

]v=+∞

v=1−u
+ 9

∫ +∞

1/2

du
[e−3v

−3

]v=+∞

v=u

= 3

∫ 1/2

0

e−3(1−u)du+ 3

∫ +∞

1/2

e−3udu = .....2e−3/2 − e−3.

(ii) Le densità marginali di U e V sono:

fU (u) =

∫ +∞

−∞
9e−3v1E(u, v)dv =

∫ +∞

u

9e−3v = 3e−3u

per u > 0.

fV (v) =

∫ +∞

−∞
9e−3v1E(u, v)du =

∫ v

0

9e−3vdu = 9ve−3v

Come si vede, U e V non sono indipendenti, in quanto f(u, v) ̸= fU (u)fV (v).
(iii) Sia Z = V −U, cambiamo variabili tramite g : (U, V ) → (U,Z) con U = U
e V = U + Z. La matrice Jacobiana di g−1 è

Jg−1(u, z) =

(
1 0
1 1

)
, detJg−1(u, z) = 1,

pertanto la densità di (U,Z) è f(u, u + z) = 9e−3(u+z) per 0 < u < u + z,
ovvero per u, z > 0. La densità di Z risulta quindi

fZ(z) =

∫ +∞

0

9e−3(u+z)du = 3e−3z,

Abundo
Casella di testo

Abundo
Linea




