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1. Catene di Markov a tempo discreto

Si chiama processo stocastico una famiglia {X (¢)} di v.a. definite su uno spazio di proba—
bilitd Q, dove t € T C IRT. I processi stocastici sono modelli matematici di fenomeni
aleatori che si evolvono nel tempo.

Un processo stocastico viene detto senza memoria se il suo stato al tempo ¢ dipende

solo dallo stato all’istante immediatamente precedente. Dunque, la storia del sistema non
e rilevante per la conoscenza dello stato attuale.
Contrapposti ai processi senza memoria sono quelli con memoria, per i quali lo stato
attuale del sistema dipende da tutti gli stati precedentemente assunti. Esempi sono dati dal
processo di isteresi magnetica per sostanze ferromagnetiche, e dal processo di deformazione
irreversibile di un materiale sottoposto ad una sollecitazione oltre il limite di elasticita.

Per ora, ci limiteremo a considerare il caso in cui T' & discreto e X (t) € F C IR,
dove E e pure un insieme discreto. Sia dunque dato uno spazio degli stati discreto e
finito £ = {z1,x2,...,xN}; siccome F pud essere messo in corrispondenza biunivoca con
I'insieme {1,2,..., N}, supporremo per semplicita che £ = {1,2,...,N}.

Definizione 1.1 (Catena di Markov a tempo discreto con spazio degli stati discreto finito)
Si chiama Catena di Markov (CM) discreta con spazio degli stati discreto B = {1,2,..., N}
una famiglia di v.a. {Xg} indiciate dal tempo discreto k € IN, per cui vale la seguente
relazione per le probabilita condizionali:

P(Xpp1 =jlXn=10Xn1=tn-1...,X0=10) = P(Xpt1 =7j|X,, =1%) =pi;(n) (1.1)

PET 19,21, 0pn_1,%,] € FE.
La quantita p;;(n) (i,j € E) si chiama probabilita di transizione della CM dallo stato i
allo stato j.

Una tale CM si dice temporalmente omogenea se Vi, j € E risulta p;;(n) = p;;, ovvero se
le probabilita di transizione non dipendono da n.
Nel seguito supporremo che {Xj} sia una CM discreta con spazio degli stati finito, tem-
poralmente omogenea.

Ad esempio, per n =1 si ha:

P(Xy =9, X1 =11, X0 = 1p) _
P(X1 =1, Xo = o)

P(X2 - i2|X1 - ’il,XO - 20) -

_ P(Xs =i, X5 = i1, X0 = 1p) (1.2)
P(Xl = i1|X0 = Zo)P(X() = Zo) .

da cui segue che
P(Xg =iz, X1 = i1, X = ig) =
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Statistica, Laurea magistrale in Ingegneria Informatica, Universita di Roma “Tor Vergata”,
versione aggiornata, a.a. 2014-15



= P(XQ = i2|X1 = ’il,Xo = Zo)P(Xl = i1|X0 = Zo)P(XQ = i()) (13)

In generale:
P(Xn—l—l = in—l—len = in7 .. 'aXO = ZO) =

= P<Xn+1 = in+1|Xn = in, Ce ,X() = Z())P(Xn = in|Xn_1 = in—l; . ,Xo = Zo)
- P(Xy = 11| X0 = i0)P(Xo =ip) (1.4)
Se {X)} ¢ una CM omogenea, per la poprieta di Markov (1.1), la relazione (1.4) diventa:

P(Xn-l-l = in+1’ Xn = ina cee 7X0 = 7'0) = P(XO = io)pioilpiliz C Piginga (15)

La matrice P = (p;;) (i,j € E) e detta matrice delle probabilita di transizione ad un passo;
pij = P{i — j} rappresenta la probabilita di passare dallo stato ¢ € E allo stato j € E in
un passo.

Definizione 1.2 (matrice stocastica)

Una matrice A = (a;;), 1,5 = 1,2,..., N, si dice stocastica se a;; > 0 per ogni i,j =
1,2,...,N e risulta ijzl a;; = 1.

La matrice P delle probabilita di transizione di una CM omogenea, definita da p;; =
P(X,41 =j| X, =1), & una matrice stocastica. Infatti:

N N
> pij =P | | J{Xn1 =jlXn =i} | = P(Xpp1 € E|X, =i) =1 (1.6)
j=1 j=1

Ad ogni CM omogenea resta associata la matrice quadrata P = (p;;), 4,5 = 1,2,...,N.

Viceversa, data una matrice stocastica P, esiste sempre una CM omogenea che abbia P
come matrice delle probabilita di transizione.

Esercizio 1.1 Mostrare che se P e () sono matrici stocastiche N x N, allora P - Q e
anch’essa una matrice stocastica, dove - denota il prodotto riga per colonna tra matrici.

Soluzione:
N
(PQ)ij = > pindn; (1.7)
h=1
Dunque
N N N N N
SPQi; =D pinani = _pin > anj
Jj=1 j=1 h=1 =1 j=1

Siccome () € stocastica, Zj\]:l qn; = 1, e quindi Z;yzl(PQ)ij = th:1 pin = 1, per il fatto
che anche P e stocastica.
Conseguenza: se P & una matrice stocastica, anche il prodotto P* = P- P ---- P (n volte)
€ una matrice stocastica.



Esempio 1.1 (Successione di prove indipendenti, schema di Bernoulli)
Sia F = {1,2} lo spazio degli stati. Poniamo pi1o = pas = p € (0,1) e p11 = p21 = q =
(1 — p). Otteniamo una CM omogenea con matrice delle probabilita di transizione:

()
q p
Si osservi che le righe di P sono uguali.

Esempio 1.2 Sia X} lo stato di un’ apparecchiatura al tempo k. Lo spazio degli stati e
E ={0,1} (0 = guasto, 1 = funzionante). Supponiamo che dallo stato 0 si possa transire
in 1 con probabilitd 1 —p € (0,1) o rimanere in 0 con probabilita p; analogamente, dallo
stato 1 si puo rimanere in 1 con probabilita ¢ € (0,1), oppure andare nello stato 0 con
probabilita 1 — q. X ¢ una CM omogenea con matrice delle probabilita di transizione:

(1n7)
1-q¢ ¢

Si puo anche descrivere la CM tramite il grafo di Fig. 1.

7 T 9

Fig. 1: Grafo di transizione della CM dell’Esempio 1.2

Esempio 1.3 (Stato energetico di un elettrone)

Sia X} lo stato energetico di un elettrone al tempo k; nel modello di Bohr dell’ atomo
di idrogeno, P(Xy4+1 = j|Xx = i) = p;; dipende solo dalla variazione di energia A;; =
E; — E;, durante il passaggio da un’ orbita di energia E; ad una di energia E;, avendosi
pij = K exp(—KA;).

Esempio 1.4 (Automa stocastico)

Un automa finito (F, A, f) pud leggere una sequenza di lettere di un alfabeto A scritte su
un nastro infinito. Esso puo stare in uno degli stati dell’insieme finito F, e la sua evoluzione
¢ descritta da una funzione f : E x A — E nel modo seguente: quando I'automa ¢ nello
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stato i € E e legge la lettera a € A, esso passa dallo stato i nello stato j = f(i,a) e quindi
legge sul nastro la successiva lettera alla destra.
L’automa puo essere rappresentato dal suo grafo di transizione GG avente per nodi gli stati di
E. Esiste un cammino orientato dal nodo (stato) i al nodo j se e solo se esiste a € A tale che
j = f(i,a), e a questo cammino viene data 'etichetta (label) a. Se j = f(i,a1) = f(i,a2)
con a; # as, vi sono due cammini orientati da ¢ a j con labels a1 e as o, piut brevemente, un
cammino con label (a1, az). Pit in generale, un dato cammino orientato puo avere labels
multiple di qualunque ordine.

Ad esempio, consideriamo l'automa con alfabeto A = {0,1} corrispondente al grafo
di transizione della figura 2 e supponiamo che ’automa parta dallo stato iniziale 0.

Fig. 2: Grafo di transizione dell’automa dell’ Esempio 1.4
Quando 'automa legge la seguente sequenza di 0 e 1 da sinistra a destra:
100111100111111010
esso passa successivamete attraverso gli stati (incluso lo stato iniziale 0):
0100123100123123010

Infatti, se indichiamo con X} lo stato dell’automa al tempo k, in base al grafo di figura 2
e alla stringa letta, abbiamo:

Xy = 0 e, siccome il primo carattere letto e 1, il grafo impone di passare nello stato
1, cioé X7 = f(0,1) =1;

X7 =1, quindi, siccome il secondo carattere letto e 0, il grafo impone di passare nello
stato 0, ovvero Xo = f(1,0) = 0;

seguitando, si ottiene X3 = f(0,0) =0, Xy = f(0,1) =1, X5 = f(1,1) =2, Xg =
f(2,1)=3, X7 = f(3,1) =1, Xg = f(1,0) = 0, etc. Pertanto, 'automa visita successiva-
mente gli stati (partendo da 0:)

0100123100123123010



Riscriviamo ora la sequenza di stati sotto la stringa di lettere:

100111100111111010

0100123100123123010

possiamo vedere che ’automa e nello stato 3 dopo che ha letto tre volte consecutivamente
il carattere 1. Tale automa e allora in grado di riconoscere e contare i blocchi di 1 (con-
trassegnati dalla sottolineatura), anche se esso non sa tener conto dei blocchi di 1 che si
sovrappongono.

Se la sequenza di lettere lette dall’automa ¢ {Z,},>1, la sequenza di stati {X,},>0 ¢
data dall’ equazione ricorsiva X, 11 = f(X,,Z,). Supponiamo ora che le Z, € {0,1}
siano variabili aleatorie, indipendenti tra loro e dallo stato iniziale X, e identicamente
distribuite, in modo che P(Z, = 0) = P(Z, = 1) = 5; allora si ottiene il grafo di figura 3,
che rappresenta ua CM omogenea X,, con spazio degli stati E' = {0,1, 2,3} e matrice delle
probabilita di transizione:

1/2 1/2 0 0
1/2 0 1/2 0
/2 0 0 1/2
1/2 1/2 0 0

Fig. 3: Grafo di transizione della CM associata all’automa dell’Esempio 1.4

Esempio 1.5 (Random walk con barriere assorbenti)

Nella passeggiata a caso sul reticolo £ = {0,1,...,a} con barriere 0 ed a assorbenti, si
considera una particella che si puo spostare di una quantita unitaria, verso destra con
probabilita p € (0, 1), o verso sinistra con probabilita ¢ = 1 — p, ma non pud mai rimanere
ferma in una posizione (stato); gli stati 0 e a (barriere) vengono detti assorbenti poiché
si richiede che p{0 — 0} = ppo = 1 e P{0 — j} = po; = 0 Vj # 0; in modo analogo
p{a = a} = paa =1 e Pla — j} = ps;j = 0 Vj # a. Dunque, una volta finita nello stato
0 oppure a, la particella non puo piu allontanarvisi, ma resta li per sempre. In maniera
colorita, gli stati assorbenti 0 e a si comportano come “buchi neri”. La CM omogenea
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| P
9 P
(o e )

Fig. 4: Grafo di transizione della CM dell’Esempio 1.4

corrispondente ha per spazio degli stati £ = {0,1,...,a}; ad esempio, per a = 3, la
matrice delle probabilita di transizione e:

SO
o O O
ooTB O
_g o o

ed il relativo grafo e illustrato in Fig. 4.

Esempio 1.6 (Random walk con barriere riflettenti)

Nella passeggiata a caso sul reticolo F = {0,1,...,a} con barriere 0 ed a riflettenti, si
considera una particella che si pud muovere di una quantita unitaria, verso destra con
probabilita p € (0,1), o verso sinistra con probabilita ¢ = 1 — p, ma non pud mai rimanere
ferma in uno stato; Gli stati 0 e a vengono detti riflettenti poiché P{0 — 0} = pgo =0 e
P{0 — 1} = pp1 = 1; in modo analogo P{a — a} = pse =0e P{la - a—1} =p, q—1 = 1.
Dunque, una volta finita nello stato 0 oppure a, la particella viene riflessa all’interno di
E, spostandosi un passo a destra se parte da 0, un passo a sinistra se parte da a. La CM
omogenea corrispondente ha per spazio degli stati E = {0, 1,...,a}; ad esempio, per a = 3,
la matrice delle probabilita di transizione e:

oo O
o O
_ o O
o o o

ed il relativo grafo e illustrato in Fig. 5.

Esempio 1.7 (Random walk con barriere parzialmente riflettenti)

Si tratta di una CM simile a quella dell Esempio 1.5. La differenza e che ora le barriere
0 e a sono in parte assorbenti, in parte riflettenti. p{0 — 0} = pgo = € (0,1) e P{0 —
1} = po1 =1 —r; in modo analogo p{a — a} =pee =7 e Pla v a—1} =pg a1 =1—1.
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Fig. 5: Grafo di transizione della CM dell’Esempio 1.6

Dunque, una volta finita nello stato 0 oppure a, la particella viene riflessa all’interno di
E con probabilita 1 — r, oppure rimane ferma nello stato occupato con probabilita r. La
CM omogenea corrispondente ha per spazio degli stati E = {0,1,...,a}; ad esempio, per
a = 3, la matrice delle probabilita di transizione e:

oo 3
o3
=38 oo

ed il relativo grafo e illustrato in Fig. 6.

Fig. 6: Grafo di transizione della CM dell’Esempio 1.7

Esempio 1.8 (Il problema della rovina del giocatore)

Si consideri un gioco condotto tra due concorrenti. Ad ogni partita, un giocatore vince 1
euro con probabilita p € (0,1) o perde 1 euro con probabilita ¢ = 1 — p; non & prevista
parita. Sia ¢ il capitale iniziale (in euro) di uno dei due giocatori (ad esempio il primo) e
a — 1 il capitale (in euro) del suo avversario. Si suppone che il capitale complessivo dei due
concorrenti (in euro) durante tutte le partite sia costante ed uguale ad a, dove a ¢ un intero
positivo. Il gioco termina quando il capitale di un giocatore si riduce a 0 o ad a, cioé uno di
essi vince tutto, e I’altro e rovinato. Si puo modellizzare il gioco mediante un random walk
con barriere assorbenti, 0 ed a : ad ogni partita, il capitale, diciamo del primo giocatore,
e rappresentato dalla posizione di una particella che si muove sul reticolo 0,1,...,a dalla
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posizione iniziale Xg =7 (0 < i < a), verso destra con probabilita p € (0,1) e verso sinistra
con probabilita ¢ = 1 — p. La posizione della particella dopo n passi e il capitale del primo
giocatore dopo l’ennesima partita. Il gioco termina quando la particella raggiunge per
la prima volta lo stato 0 o lo stato a. Sia ¢; la probabilita che il primo giocatore perda
il suo capitale iniziale ¢, ovvero la sua probabilita di rovina, cioé la probabilita che la
particella, partendo dalla posizione iniziale i, sia definitivamente assorbita in 0. La CM
omogenea associata a questo random walk con barriere assorbenti, con insieme degli stati
E =1{0,1,...,a}, ha matrice delle probabilita di transizione:

1 0 0 ... 0 O
q O p ... 0 O
0O ¢qgq O p ... 0
P=1... e e
0 q 0O p O
0 0 q 0 p
0 0O 0 0 1
Deve aversi: N
qi =P qit1 174G Gi-1
1.8
{ qo = 17 qa = 0 ( )
Infatti, se la particella parte dallo stato ¢ al tempo 0, I’evento che essa sia assorbita
in 0 & 'unione disgiunta dei due eventi: A; = {la particella fa un passo avanti rag-

giungendo la posizione ¢ + 1, e da qui viene assorbita in 0}; As = {la particella fa un
passo indietro raggiungendo la posizione i — 1, e da qui viene assorbita in 0}. Risulta
P(A1) = p ¢iv1, P(A2) = q gi—1. Inoltre, se la particella parte da i = 0, essa viene as-
sorbita in 0 con probabilita 1; se essa parte da a, viene assorbita in 0 con probabilita 0,
cioe viene assorbita in a. La (1.8) & un’ equazione alle differenze, lineare del II ordine,
omogenea, a coefficienti costanti e con condizioni al bordo; essa si risolve in maniera simile
alle equazioni differenziali lineari, omogenee, a coefficienti costanti.

1. Sia p # q. Si cerca una soluzione della forma ¢; = o*; sostituendo in (1.8) si trova:
o = pait! 4+ gai~!

1

e, mettendo in evidenza o'~ ", si ottiene:

™t (pa2 —a+q) =0

Pertanto, si ottiene I’equazione di II grado pa? — a4 ¢ = 0 con discriminante 1 — 4pq > 0;
risolvendola, si trovano le due soluzioni indipendenti a1 =1 e ag = (1 —-p)/p=q/p. Si

dice che ¢; =1e ¢ = (%) sono le soluzioni fondamentali di (1.8). La soluzione generale

si ottiene come combinazione lineare delle due soluzioni fondamentali:

¢=A+B (g)i (1.9)

p
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dove A e B sono due costanti positive da determinare. Le condizioni al bordo impongono

che
A+B=1
A+ B(%)a =0
Risolvendo tale sistema, si trova:
(2) !
A=  p=——— - (1.10)

:Kﬁilﬁﬁi (1.11)

2. Siap=gq= % Procedendo come nel caso p # ¢, si trova ora I'equazione di II grado (con
1

discriminante uguale a zero): 5042 — o+ % che ha due soluzioni coincidenti oy = ag = 1;
in tal caso un sistema di soluzioni fondamentale e dato da 1* =1 e 7 - 1* = 7. Dunque, la
soluzione generale dell’equazione alle differenze € q; = A-1+ B -i; imponendo le condizioni
al bordo, si trova A =1 e B = —1/a. Pertanto, la soluzione cercata ¢
=1 ! 1.12
4 = a (1.12)

Lo stesso risultato si puo ottenere passando al limite per p/¢ — 1 in (1.11); usando la
regola di L’Hospital *: '
(2) - ()
p r) _q4_1t

¢ = lim —F—F—— =
p/q—1 (ﬂ) -1 a

p

Indichiamo con p; = 1 — ¢; la probabilita che il giocatore vinca tutto (cioé che la particella
sia definitivamente assorbita in a). La probabilita p; di vittoria ¢ la probabilita di rovina
dell’avversario, pertanto p; = q,_;, da cui si ottiene p; +¢; =1e ¢; + qu—; = 1.

Introduciamo ora la v.a. G = guadagno; essa assume valori a — ¢ e —¢ con probabilita
1 — q; e q;; pertanto la sua media e:

E(G)=(a—i)-(1—-q)+q-(~i)=a(l —q)—i (1.13)

Nel caso particolare p = ¢ = 1, tenendo conto della (1.12), si trova E(G) = 0 (gioco equo).

ama_l—iwl_l

axa—l

. . i—1l—a-+1
=1—i-limy y = =

-z __

xo—1 hmw—)l

* Posto x = p/q, si ha lim,_,;

—1-1.
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Per a — oo si ha un gioco contro un avversario infinitamente ricco (il banco); si ottiene
1 sep<gq
li ;= ¢ 1.14
amroo B (%) sep>gq (1.14)

Durata media del gioco

Sia 7; il tempo (random) di durata del gioco, con la condizione che il capitale iniziale (del
primo giocatore) sia i, ovvero il tempo di assorbimento in 0 oppure in a. Si puo dimostrare
che la durata media del gioco D; = E(7;) ¢ finita e soddisfa la seguente equazione alle
differenze:

Dizp-Di+1+Q'Di_1+1,0<i<& (115)

con le condizioni al bordo
Dy=0, D,=0

Procedendo in maniera analoga a quanto fatto per I’equazione (1.8), si trova che la soluzione
di (1.15), per p # q &:

i a 1-(q¢/p)
Dz_q—p q—p 1—(q/p)° (1.16)

Se p=gq =1/2, si trova:
D; =i(a — 1) (1.17)

Esercizio 1.2 Si consideri la seguente generalizzazione della CM relativa alla rovina del
giocatore. Si tratta di una passeggiata aleatoria sul reticolo {0, 1,...,a} modificata, in cui
la particella si puo spostare verso sinistra con probabilita ¢, verso destra con probabilita
p, e puo rimanere ferma con probabilita r; naturalmente ora p+¢q+1r = 1 (il caso di prima
si ottiene per r = 0). Supposto che gli stati 0 e a siano assorbenti, si scriva la matrice delle
probabilita di transizione relativa a questa CM e si calcoli la probabilita di assorbimento
in 0, partendo dallo stato 1.
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1.2 Probabilita di transizione ad n passi

Sia {Xj} una CM omogenea con spazio degli stati £ = {1,2,..., N}. Vogliamo calcolare

la probabilita di transizione ad n passi, ovvero
pgj) P(Xyin = J1 X = 1)
che, per 'omogeneita, ¢ anche uguale a P(X,, = j| X, = 7). Si ha:

P(X,=j,Xo=1)

P(X, =j|Xo=1i) =

P(Xo = 1)
P —j, 1=hX():Z) P(anlzh,X():Z.) .
X = hXo=1) P(Xo =) B
:ZP n =l Xn-1="h,Xo=9)P(Xn_1=h|Xo=1i) =
h

(per la proprieta di Markovianeta)

= ZP<Xn = j|Xn-1=h)P(X,,—1 = h|Xo = 1) thj p(" 2
h

Abbiamo pertanto ottenuto la formula di Chapmann-Kolmogorouv:

n—1
pz] Z ph]p( )
heE

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Se indichiamo con P(™ la matrice delle probabilita di transizione ad n passi, cioé la matrice

di elementi p( ") dalla formula di Chapmann-Kolmogorov si ottiene P(") = P~V P, in

Z_]’

particolare P(?) = PP = P2 Procedendo per induzione, si trova allora P(") = P,
dove P™ & la matrice ottenuta moltiplicando (riga per colonna) n volte la matrice P per

se stessa.

Ricordando 1'Esercizio 1.1, si ottiene che la matrice P(™ = P" delle probabilita di tran-

sizione ad n passi ¢ ancora una matrice stocastica.
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1.3 Legge di X, e distribuzione invariante

Sia {X}} una CM omogenea con spazio degli stati £ = {1,2,..., N} e matrice delle
probabilita di transizione P. La distribuzione della CM al tempo n ¢ individuata dai numeri
w; = P(X,, = i), i = 1,2,...,N. Il vettore w = (wy,ws,...,wy)? & un vettore riga
con componenti w; > 0 e tale che 21]\;1 w; = 1. Se Xy ha legge (o distribuzione) u =
(Ul,UQ,...,uN)T = (P(Xo = 1),P(X0 = 2),,P(X0 = N))T, si ha:

w; = P(X, =i) =Y P(X, =iXo=h)P( = i un (1.21)
heE heE

Pertanto, risulta:
w = uP™ (1.22)

(notare che P™ & moltiplicata a sinistra per u).
Nel caso particolare in cui la CM parte quasi certamente dallo stato k, ovvero

1 seh=k
la relazione di sopra diventa:
w; = P(X, =i) = p\" (1.24)

Definizione 1.3 (Distribuzione invariante)
Una distribuzione di probabilita v su E st dice invariante per la CM se risulta v = vP.
Se la distribuzione iniziale u ¢ invariante (ovvero u = uP) da (1.22) si ottiene:

w=uP" = (uP)P" ' =uP" ' = (uP)P" ?=uP" ?=...=u (1.25)

ovvero w; = P(X,, =i) =u; = P(Xo =1), ¢ € E e dunque X,, ha la stessa distribuzione,
per ogni n.
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1.4 Classificazione degli stati di una CM

Sia {X%} una CM omogenea con spazio degli stati £ = {1,2,..., N} e matrice delle
probabilita di transizione P.

1) Si dice che lo stato i € E comunica con j € E, e si scrive i — j, se esiste un intero n > 0
tale che pl(.?) > 0.

2) Un s.i. C C FE si dice classe chiusa se gli stati di C' non comunicano con quelli del
complementare di C.

3) Una classe chiusa si dice irriducibile se tutti i suoi stati comunicano tra loro.

4) Se uno stato costituisce da solo una classe irriducibile, esso si dice assorbente.

5) Una CM si dice irriducibile se tutti i suoi stati comunicano, cioé F ¢ formata da un’unica
classe irriducibile.

6) Dato uno stato j € E, sia 7; = min{n > 0: X,, = j} il primo istante (random) in cui la
CM “visita” lo stato j; 7; puo essere anche infinito, se lo stato j non viene mai visitato.
Si osservi che 7; ¢ una v.a. Poniamo

Pij = P(Tj < OO|X0 :i)

cioé la probabilita che la CM, partendo dallo stato ¢ al tempo zero, visiti prima o poi lo
stato j.

7) Uno stato i € E si dice transitorio se p; < 1, ricorrente se p;; = 1. Dunque, se ¢ & uno
stato transitorio, ’evento che la CM parta da ¢ e non vi faccia piu ritorno, ha probabilita
positiva (in altre parole, se lo stato ¢ & transitorio, esiste un percorso della CM che parte
da i e non puo piu ritornare indietro su 7). Invece, se la CM parte da uno stato ricorrente,
essa puo farvi ritorno infinite volte, con probabilita 1. Ovviamente, uno stato assorbente
h & ricorrente, poiché P (71, = 1|Xy = h) = 1, visto che la CM non puo mai allontanarsi da

h (CiOé Phh = ]-7 Phk = 07 k # h)

Da quanto detto sopra, segue che lo stato ¢ ¢ ricorrente se e solo se, partendo dallo stato
1, il numero medio di volte che la CM visita lo stato 7 ¢ infinito. Allora, posto

j 1 seX,, =1
10 se X, £

si ha che Y I, rappresenta il numero di volte che la CM visita lo stato . Dunque:

E i[n‘Xo - @] - iE[In|X0 — ]
n=0 n=0

= iP(Xn =i|Xo =) = ipg”.
n=0 n=0

Abbiamo pertanto ottenuto:
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lo stato ¢ é:
(n) _

ricorrente se Y . p;;’ = 00,

transitorio se >~ Opgf) < 00.

Osservazione 1.1
Sei—jej— h,allorai— h.
Infatti, esistono n, m > 0 tali che p( S 0e pg.?;:) > 0. Allora

(n+m) (n) (m)
Din Z Dik pkh 2D P >0
kcE

e dunque 7 — h.

Esercizio 1.3 Provare che, se lo stato ¢ comunica con lo stato transitorio j, allora anche
¢ € transitorio.

Esercizio 1.4 Provare che, se lo stato ricorrente ¢ comunica con j e j comunica con ¢,
allora anche j e ricorrente.

Esempio 1.8 Consideriamo la CM discreta omogenea, con spazio degli stati
E =1{1,2,...,10} e matrice delle probabilita di transizione

(1.26)

O OO *x ¥ OO O OO
O OO OO ¥ ¥ O % O
OO *x OO % OO OO
OO OO O ¥*x OO % O
O OO O ¥ ¥ O % OO
OO DO ODODO OO OO
S ¥ OO OO OO *
O OO OO OO ¥ OO
O % O % OO O OO *
_ O OO OO oo oo

dove x indica una quantita positiva e minore di 1; ricordiamo che P € una matrice stocastica,
quindi la somma degli elementi su ciascuna riga deve valere 1. Dall’esame di P si trova:
1) lo stato 1 comunica con 7 e 9; 7 comunica con 1 e 9; 9 comunica con 7 e 9. Pertanto gli
stati 1,7,9 comunicano tra loro e C7; = {1,7,9} ¢ una classe irriducibile.

2) 2 comunica con 2 e con 4; 4 comunica con 2. Cy = {2,4} ¢ una classe irriducibile.

3) 3—5; 5 — 2; dunque da 3 si puo andare in 2 in due passi, ma 2 non comunica né con
3 ne con 5 : 3 e 5 sono stati transitori.

4) 6 — 1 ma 1 non comunica con 6: lo stato 6 ¢ transitorio.

5)8 =3, 3 =5, 5 — 2; quindi 8 comunica con 2 che non comunica con 8 : lo stato 8 &
transitorio.

6) 10 comunica solo con se stesso: esso € uno stato assorbente.
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L’insieme degli stati E' si decompone in 3 classi irriducibili: C; = {1,7,9},Cy = {2,4},
Cs = {10} e T = {3,5,6,8}. Quest’ultima classe contiene gli stati transitori, gli altri
stati sono ricorrenti. In generale, per una CM vale la decomposizione in modo unico:
E=TUC;UCyU..., ove le C; sono classi irrudicibili di stati comunicanti tra loro e T &
I'insieme degli stati transitori.

Osservazione. Con riferimento all’ Esempio precedente, potrebbe sembrare che, per
esempio, lo stato 1 e transitorio, poiché se la CM effettua una transizione da 1 a 9 e poi
rimane in 9 per sempre, si viene a realizzare un percorso per il quale e impossibile ritornare
nello stato 1. Cio non implica che 1 e transitorio; infatti, per esserlo, in base alla definizione
dovrebbe accadere che la probabilita di non ritorno nello stato 1 e strettamente positiva,
mentre la probabilita di realizzare il percorso di cui sopra (che consiste nel soggiornare
definitivamente, ovvero un numero infinito di volte, nello stato 9 € minore o uguale del
lim,,_, o (P99 )™ = 0, pertanto tale probabilita e zero, ovvero p;; = 1 e lo stato 1 e ricorrente.
Analoghi ragionamenti valgono per gli altri stati di Cf.

Esempio 1.9 (rovina del giocatore)

Nella CM della rovina del giocatore (v. Esempio 1.8) con 0 < p < 1, gli stati 0 e a sono
assorbenti, gli stati {1,2,...,a — 1} sono transitori; infatti, se i € {1,2,...,a — 1}, i =0,
ma 0 non comunica con 1.

Ritorniamo a parlare del tempo 7; di primo passaggio della CM per lo stato j. Se j ¢ uno
stato transitorio, allora P(7; = +00|Xo = j) > 0; in tal caso si ha

E(rj))=1-P(rj=1)+2-P(r;=2)+...4+... + 00 P(1; = +0) (1.27)

Se P(1; = 4+00) > 0, porremo per convenzione E(7;) = +00. Se invece P(1; = 4+00) = 0,
allora 7; € una v.a propria e E(7;) risulta finita se la serie

i k-P(r; = k) (1.28)
k=1

¢ convergente.

1.5 Problemi di assorbimento

Sia C una classe chiusa, non necessariamente composta da tutti gli stati ricorrenti; se la
CM raggiunge C, allora restera per sempre in C. Ci proponiamo di calcolare la probabilita
di giungere in C, partendo dallo stato 7, ovvero

A = P(X,, € C per qualche n > 0| Xy = i) (1.29)

Naturalmente, se i € C, allora risulta \; = 1; se i € C’ con C’ altra classe chiusa diversa
da C, allora risulta \; = 0, poiché X,, resta sempre in C’ per ogni n. Dunque, \; ¢ da

16



calcolare solo se 7 € uno stato transitorio che non sta in C. I numeri \; si chiamano le
probabilita di assorbimento in C. Si puo dimostare la seguente:

Proposizione 1.1 Sia T l'insieme degli stati transitori della CM, che non fanno parte di
C; allora per i € T le probabilita \; di assorbimento in C sono le soluzioni (uniche se E é
finito) del sistema lineare:

)\i = Zpih + Zpij)\j, 1€T (130)
heC jeT

Da un punto di vista intuitivo, la (1.30) non e sorprendente, poiché la prima somma fornisce
la probabilita di fare una transizione direttamente da 7 in C al primo passo, la seconda
¢ la probabilita di andare al primo passo in uno stato j € T e poi essere assorbiti in C'
partendo da j.

Esercizio 1.5 Verificare che, per la CM della rovina del giocatore, le probabilita di assor-
bimento in C' = {0}, partendo dallo stato transitorio i € {1,2,...,a — 1}, sono date da
(cfr. con (1.11), (1.12)):

(a/p)*—(a/p)*
A= { Mo Seq#p 1 (1.31)
1—% seq=p=3

(per a fissato e sufficiente verificare che le (1.31) risolvono (1.30))

Tempo medio trascorso nella classe degli stati transitori
Sia 7' la classe degli stati transitori della CM e siano i, j € T due stati transitori. Indichiamo
con s;; il numero medio di volte che la CM ¢ nello stato j, essendo partita dallo stato ¢. Si
puo dimostrare che vale la seguente:

Proposizione 1.2 I numeri s; ;, 1,7 € T sono soluzioni dell’ equazione:

sij =01+ > Pikskj » 1,5 €T (1.32)
keT

Dim. Se conteggiamo separatamente il primo passo, questo da un contributo 9;;. La
media della permanenza successiva e s;,. se la CM passa dallo stato transitorio ¢ allo stato
transitorio r, mentre ¢ nulla se passa in uno stato ricorrente. In conclusione, vale la (1.32).

Sia ora S la matrice dei numeri s;;, 4,5 = 1,...,t dove ¢ indica il numero degli stati
transitori; denotiamo inoltre con Pr la matrice delle probabilita di transizione ristretta
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all’insieme 7' degli stati transitori. Allora, in notazione matriciale I'equazione (1.32) si
scrive:

S=1d+ PrS

dove Id ¢ la matrice identita di ordine ¢. Questa equazione ¢ equivalente a (Id— Pr)S = Id,
OVVero:

S = (Id— Pr)™'.

Dunque, le quantita s;;, 7, j € T, si possono ottenere, invertendo la matrice /d—Pr. L'unica
cosa da controllare & che la matrice Id — Pr sia non singolare, ovvero det(Id — Pr) # 0;
cio equivale a dire che 'equazione (Id — Pr)X = 0 ammette 1'unica soluzione X = 0. Tale
equazione si puo scrivere X = PrX; se X e soluzione, allora:

X =PrX =Pr(PrX)=(Pr)’X =...=(Pr)"X — 0, pern — oc,

poiché (PT)?J- = pf;?) e la probabilita di andare in n passi dallo stato transitorio ¢ ad un
altro transitorio j, e quindi tende a zero, per n — oo, poiché prima o poi la CM esce
dall’insieme dcegli stati transitori 7', e finisce nella classe degli stati ricorrenti. Ne segue
che X =0, dunque Id — Pr ¢ invertibile.

Esempio 1.10 Si consideri il problema della rovina del giocatore con p=0.4e a = 7.
Supponiamo che un giocatore parta con un capitale iniziale di 3 euro, determinare:
(a) il numero medio di volte che il giocatore ha 5 euro;
(b) il numero medio di volte che il giocatore ha 2 euro.

Soluzione. La matrice Pr, che specifica P;;, 4,5 € {1,2,3,4,5,6} &:
. 0
06 0 04 O 0 0
0
0

0

0 . .

0 0 0O 06 0 04
0 O 0 0 06 O

Invertendo Id — Pr (per esempio con Scilab), si ottiene:

1.6149 1.0248 0.6314 0.3691 0.1943 0.0777
1.5372 2.5619 1.5784 0.9228 0.4857 0.1943
1.4206 2.3677 2.9990 1.7533 0.9228 0.3691
1.2458 2.0763 2.6299 2.9990 1.5784 0.6314
0.9835 1.6391 2.0763 2.3677 2.5619 1.0248
0.5901 0.9835 1.2458 1.4206 1.5372 1.6149

S=(Id—-Pr)'=

Quindi, S35 — 09228, S39 = 2.3677 .

Se ¢ € T, indichiamo ora con 7; il tempo che la CM trascorre nell’ insieme degli stati
transitori 7', prima di finire nella classe degli stati ricorrenti, con la condizione che Xy =1
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(ovvero il tempo di assorbimento nella classe degli stati ricorrenti, con la condizione che la
CM e partita da i € T al tempo zero). Allora, evidentemente A; = 1 e quindi 7; = inf{n >
0:X, € C| Xy =1} ¢ finito. In tal caso vale la seguente:

Proposizione 1.2’ Se lo stato di partenza i e uno stato transitorio, allora i tempi medi
E(1;) = n; di assorbimento nella classe chiusa formata dagli stati ricorrenti sono le
soluzioni (uniche se E ¢é finito) del sistema:

ni =14 pun, i€T (1.32')
reT

ove T' ¢ linsieme degli stati transitori; notare che E(1;) > 1, i € T, mentre E(r;) = 0 se
ieC.

Prova. Si ha ovviamente n; = E(7;) = >, sij. Allora, sommando sull’indice j € T in
entrambi 1 membri dell’equazione (1.32), si ottiene:

E(r) =) 6ij+ Y _Dpix Y Skj»

JET k€T jET
ovvero
ni =14 pirnk,
k€T
visto che » ;.7 d;; = 1. La prova ¢ conclusa. N

Esercizio 1.6 Verificare che, per la CM della rovina del giocatore, i tempi medi di assor-
bimento in C' = {0, a}, partendo dallo stato transitorio i € {1,2,...,a — 1}, sono soluzioni

del sistema:
(1 =1+ pne

n2 =1+ qm +pn3

(1.33)
\ MNa—1 = 1+ qMa—2
Sep=gq = %, la soluzione del sistema di sopra ¢ n; = i(a — i), (:02rne gia trovato in
precedenza (cfr. (1.17)). Sinotiche ng =1, =0en, 2 = 5(a—35) =% .

Esercizio 1.7 E’ data la CM con spazio degli stati £ = {1,2,3,4} e matrice delle proba-
bilita di transizione:

1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 0 0

1/4 1/4 1/4 1/4

1/4 1/4 1/4 1/4
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(i) Classificare gli stati della CM.

(ii) Dopo aver verificato che C' = {1,2} ¢ una classe chiusa, calcolare i tempi medi di
assorbimento in C, partendo dallo stato i € {3,4} e trovare le probabilita di assorbimento
in C, partendo da i € {3,4}.

Soluzione (i) Come si verifica facilmente 7' = {3,4} ¢ I'insieme degli stati transitori mentre

C = {1,2} & una classe chiusa costituita da stati ricorrenti.
(ii) I tempi medi di assorbimento in C, partendo da i € T sono soluzioni del sistema:

N3 = 1+ p33n3 + p3ana
Na = 1+ pagnz + paana

Inserendo i valori di p;;, e risolvendo si trova 73 = 14 = 2. Le probabilita di assorbimento
in C' partendo da ¢ € T sono soluzioni del sistema:

A3 = P31 + P32 + P33As + P3ar
A4 = P41 + pa2 + pa3As + PaaAs

Inserendo i valori di p;;, e risolvendo si trova A3 = Ay = 1, come ci si aspettava.
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1.6 Distribuzione stazionaria di una CM
Puo accadere che, per n — oo, la probabilita di transizione in n passi dallo stato 7 allo

stato j, pz(.;b), tenda ad un limite 7;, indipendente dallo stato iniziale ¢, ovvero

m; = lim p(-m (1.34)

Passando al limite, per n — oo nella formula di Chapman-Kolmogorov (1.20), si ottiene
allora

TP =) Thpn (1.35)

heE
oppure, in notazione matriciale
T=nP (1.36)
il che significa che m = (71, ma,..., 7N ) € autovettore sinistro di P relativo all’autovalore
1 (oppure 71 & autovettore di PT relativo all’autovalore 1). Il vettore 7 sopra trovato

e il vettore delle probabilita stazionarie. Il numero m; rappresenta la probabilita che la
CM sia nello stato ¢ all’equilibrio, cioé ad un tempo infinito. Ricordando la definizione
di distribuzione invariante, si ottiene che la distribuzione stazionaria (se esiste, ¢ unica)
di una CM e anche invariante, ma non e vero il viceversa: una distribuzione puo essere
invariante, ma non stazionaria, nel senso che puo non esistere lim,, pz(-;b).

Un sistema dinamico discreto si dice ergodico se la media temporale di un osservabile
coincide con la media di stato (all’ equilibrio), ovvero, per ogni funzione f continua:

prendendo allora f(x) = 14(z), si ottiene, per M — oo :

# visite ad A in un tempo M
M — Z e

= P(X(c0) € A)
1€EA

Dunque, se A = {i}, si ha che la frequenza di visita della CM allo stato i tende a 7; .

Supponiamo ora che { X} } sia una CM stazionaria (ovvero esiste la distribuzione stazionaria
7). Allora vale la seguente:

Proposizione 1.3 Sia {X};} una CM discreta con spazio degli stati {1,..., N} e sup-

poniamo che esista la distribuzione stazionaria m = (my,...,7y) tale che lim, pz(.?) =
mj, Vi,j € {1,...,N}; allora la frequenza di visita della CM allo stato j € {1,...,N}

tende in probabilita a ;.
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Per questo motivo, con riferimento alla proprieta di ergodicita, se esiste la distribuzione
stazionaria, la CM si dice anche ergodica.

Prova della Prop. 1.3 Per ipotesi:
P(X, =jlXo=1) = pgj) — T, Per n — oo

Da cio segue anche:

n—1
1
= E P(Xy, = j|Xo=1) = 7, per n = 00
n

Infatti, e facile provare (convergenza in media di Cesaro) che se ay — [, per kK — oo, allora
%Zz;é ar — 1, per n — oo. Sia Xg =i € {1,..., N}; introduciamo, per j € {1,...,N}
fissata la v.a Y} che vale 1 se X, = j, e 0 altrimenti. Allora P(X}y = j|Xo =1) = E(Yy) e
quindi, per quanto visto sopra, per n — oo :

n—1
1
— Z E(Y; < Z Yk> = E(freq. di visita allo stato j) — ; .

Inoltre:

h<k

n—1 2 n—1
(%ZYk) :%Z (Yz) +—QZEYhYk)
k=0 k=0

n—1
1 2 ) .
=2 E E(Yk)‘i'ﬁ E P(Xp =7, Xk =1J) =
k=0

h<k

:l —ZEYk +_QZP p]]; h) o

n
h<k

1 2 nn—1

2
T — 5
n n? 2 I J

Quindi, per n — oo :

n—1 n—1
1 1
El=) Yi|—=m e Var[=) Y| >0
(TL k) Tr] ’ v <TL k=0 k)

k=0

Allora, per la disuguaglianza di Chebicev, Ve > 0 :

n—1
1
P(‘EZY/{—W]">€)<—VGT< ZYk) 0,
k=0
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ovvero la frequenza di visita allo stato j converge in probabilita a ;.

Definizione 1.4 Una CM discreta con spazio degli stati E, si dice regolare se, detta
P = (P)ij la matrice delle probabilita di transizione associata, esistono un intero s > 0

ed un numero o € (0,1) tali che pl(.;) > « Vi,j € E (ovvero P® ha tutti gli elementi
strettamente positivi)

Criterio di regolarita Se la CM ¢ irriducibile (gli stati formano un’unica classe di ele-
menti tra loro comunicanti), condizione sufficiente per la regolarita é che esista un elemento
strettamente positivo sulla diagonale principale di P, ovvero esista h € E per cui ppp > 0.
Dim. Per ipotesi, per ogni i,j € FE esiste n = n(i,j) tale che pz(.?(i’j))
max; jer n(i, j). Si ha allora:

(2m) _ >
p@] - ... pihlph1h2 t 'phzm_lhgm : phgmj =
h1€FE hocFE hom€FE

> piZ(i’h)) “Phh " DPhh ~p§f}(h’j)) >0 (1.37)

> (0. Sia m =

2m—n(i,h)—n(h,j) volte

e quindi P?™ ha tutti gli elementi positivi, cioe P & regolare. N

Teorema 1.1 (ergodico I) Sia Xy, una catena di Markov regolare con spazio degli stati
E = {1,2...,N}, ovvero esistono un intero s > 0 ed un numero a € (0,1) tali che
pg;) > «a Vi,j € E. Allora esiste un’unica distribuzione invariante m = (71,72, ..., Ty)
(cioé tale che mP = 7), con m; > 0 Vi € E. Inoltre Vj € E, esiste ed ¢ indipendente dallo

(n)

stato © € E, il limite limy, o0 p;;° = 7, (m & anche distribuzione stazionaria) e la velocita

di convergenza e esponenziale, ovvero risulta:
ply) —m < 28" (1.38)
dove si ¢ posto B = (1 —a)'/* < 1. B

Se esiste la distibuzione stazionaria, cioé la CM e stazionaria, il limite per n — oo di P"
€ una matrice con le righe tutte uguali. Gli elementi di ciascuna riga formano il vettore
delle probabilita stazionarie 7. Naturalmente, se la CM non e regolare, puo accadere che
esista la distribuzione stazionaria 7, ma il vettore m non ha componenti tutte positive.

Esempio 1.11 Si consideri la CM con spazio degli stati E = {1,2,3,4} e matrice delle
probabilita di transizione

1/3 2/3 0 0
3/4 1/8 1/8 0
0o 0 1/2 1/2
0 0 1/3 2/3

P=
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E’ facile verificare con un computer (ad es. col software Scilab, Matlab, o con un pro-
gramma scritto in un qualunque linguaggio) che P™ conterra sempre qualche zero, qualun—
que sia n. Dunque la CM non & regolare e non si puo applicare il teorema ergodico.
Tuttavia, la CM & stazionaria; infatti, si verifica numericamente (ancora col software Scilab
o altro) che, per n grande P™ approssima una matrice con le righe tutte uguali al vettore
= (0,0, %, %), che ¢ evidentemente il vettore delle probabilita stazionarie. Le componenti
non sono tutte positive, poiché la CM non e regolare.

Esercizio 1.8
In ambiente Scilab (un software freeware analogo a Matlab che si scarica gratuitamente da

0
Internet), I'istruzione di input, ad esempio della matrice P = | 0 , € la seguente:
1

S O
o = O

P=[010;001;100]

Per calcolare P™, si digita P "n.

L’istruzione spec(P) fornisce gli autovalori di P, mentre l'istruzione

[m, q] = eigenmarkov(P) fornisce il vettore delle probabilita invarianti.

L’istruzione [perm,rec,tr,insRec,indsT] = classmarkov(P) fornisce la classificazione
degli stati della CM associata a P; perm € un vettore di permutazione di interi; rec, tr
sono due interi contenenti, rispettivamente, il numero degli stati ricorrenti e il numero
degli stati transitori; insRec e indsT sono vettori interi contenenti, rispettivamente, gli
stati ricorrenti e quelli transitori.

Usando Scilab, classificare gli stati, studiare la regolarita, la stazionarieta, e trovare au-
tovalori e distribuzione/i invariante/i e/o stazionaria/e per le CM associate alle seguenti
matrici:

0 1 0 01 0

P1: 0 O 1 ,PQI O 0 1

2/3 0 1/3 10 0
1/3 2/3 0 0 0 1/2 0 1/2
po_ | 3/4 1/8 1/8 0 p_ |12 0 1/2 0
7l o o 12 172]°* | 0o 12 0 1/2

0 0 1/3 2/3 1/2 0 1/2 0

Verificare che la CM associata a P, non ¢ stazionaria e (P2)* = P, (CM periodica di
periodo 3); la CM associata a P; non ¢ regolare (qualunque potenza di P; contiene degli
zeri), ma ¢ stazionaria, ed esiste la distribuzione stazionaria 7 = (0,0,2/5,3/5). La matrice
Py @ bistocastica (v. Definizione 1.5) e risulta (P;)%* = (P4)?%, (Py)?**! = (P))3; la CM
associata e periodica di periodo 2, non esiste la distribuzione stazionaria, ma c¢’e¢ un’unica
distribuzione invariante m = (1/4,1/4,1/4,1/4).

Esercizio 1.9
Scrivere un programma in Java, C, oppure CTT, per calcolare autovalori, distribuzione
invariante, potenze della matrice delle probabilita di transizione associata a una CM.
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Osservazione 1.2 Se esistono (almeno) due stati assorbenti, diciamo 1 e 2, la CM non

puo essere stazionaria. Infatti, risulta p&?) =0Vj #1, pgfl) = 0 Vh # 2. Allora, per ogni
(n) (n)

n risulta p;,” = 0 e py,’ = 1; se esistesse la distribuzione stazionaria m, dovrebbe aversi
contemporaneamente:
mo = lim pgg) =0em = lim pg;) =1
n—oo n—oo

ma cio € impossibile, in quanto il limite che definisce 7, se esiste, € unico.

Osservazione 1.3 Supponiamo che esistano due distinte classi chiuse C e C5, tali che la
CM ristretta a C5 sia regolare. Allora, non puo esistere la distribuzione stazionaria per la
CM. Infatti, siano Cy = {iy,ia,..., i} e Co = {j1,J2,--.,Jm}. Ovviamente, risulta Vn e
Vk=1,2,...,¢: pl(-k”;Z = 0 (poiché & impossibile andare da C; a C5). Inoltre, siccome la
sottocatena ristretta a C5 e regolare, deve esistere, ad es.

lim p(n)

nsoo Pivge — Vj, >0

Ma, se esistesse la distribuzione stazionaria 7w per la CM intera, cioé tale che m, =

lim,, oo pgz), dovrebbe aversi contemporaneamente:

— 1 (n)
0=mj, =lim, Piy i
— 1 (n)
Tjy = Vj, = lim,, o0 Pjjs > 0
ovvero 7;, dovrebbe essere contemporaneamente 0 e > 0, il che ¢ assurdo.

Osservazione 1.4 Una CM puo essere irriducibile, senza essere regolare. Vale pero la
seguente:

Proposizione 1.4 Se una CM con spazio degli stati E finito ha matrice di transizione
P irriducibile, allora esiste un’unica distribuzione invariante per P (non é detto che sia
anche stazionaria).

Dim. Consideriamo la matrice Q = 327, gn%P " Essa ¢ stocastica e irriducibile, cioé
qij > 0 Vi, j. Infatti:

00 1 . 00 1
2 1= 20%1 2p = Zoznﬂ =1
J n= J n=

=1

e quindi @) e stocastica.

Inoltre, visto che ¢;; = Zfzo #pgl), e P e irriducibile, nell’ultima somma compare

(n(i,5))

almeno un termine p;

i > 0, per cui si conclude che ¢;; > 0 Vi,j € E e dunque @ ¢
regolare.
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Ora, se v & distribuzione invariante per P, essa lo & anche per Q =Y 7 Q,L%P”. Infatti:

1 1
UQ:Z2n+lvpn222n+1?}:U

dal momento che la serie geometrica ., st vale 1.

Siccome, come abbiamo visto, () e regolare, per il Teorema ergodico 1.1, esiste ed € unica
la distribuzione stazionaria ed invariante per (). Pertanto, non possono esistere due diverse
distribuzioni invarianti per P, poiché in tal caso esse lo sarebbero anche per ) che di tali
distribuzioni ne ha una sola. |

Tempo medio di primo ritorno per una CM ergodica
Sia T; = inf{n > 1 : X,, = i}; allora, E(T;|Xo = i) := m,; si chiama il tempo medio di
primo ritorno nello stato i . Vale la seguente:

Proposizione 1.5 Sia X, una CM con spazio degli stati £ = {1,2,..., N} ed ergodica
(ovvero esiste la distribuzione stazionaria); allora il tempo medio di ritorno, m;, nello
stato i ¢ finito Vi € F, e risulta m; = 1/m;, dove m = (my,ma,...,mn) € la distribuzione
stazionaria.

Diamo di seguito una dimostrazione non rigorosa di questa Proposizione.

Per i € F fissato e k = 0,1,...,n consideriamo la v.a. Y} definita da:
1 se Xy =1
Vi = {0 se X #1

Per la Proposizione 1.3, %(YO +Y1+...Y,_1) converge in probabilita, per n — oo, a
P(Xs =1i) = m;, ovvero Ve > 0, risulta:
> e) =0.

Poiché m; ¢ il numero medio di passi per ritornare nello stato i, la frazione (n — 1)/m; ¢
uguale approssimativamente al numero di visite allo stato ¢ nei primi n — 1 passi, partendo

da X = 7. Quindi:

7
n—00

Yot . 4Y,
limP<‘ 0F -+ n-1
n

n—1

~Yy+Yi+...4+4Y,1
7
ovvero
1 NY0+Y1+...+Yn_1 Y0—|—Y1—|—...—|—Yn_1 n

— = . ~ T; , per n — oQ.
m; n—1 n n—1

Esempio 1.12. Si lancia ripetutamente un dado perfetto. Mostriamo, usando la Teoria
delle CM, che il tempo medio tra due uscite successive di una data faccia del dado e 6. In
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verita, questo risultato segue subito, se si considera che, per 'indipendenza dei lanci e la
proprieta di mancanza di memoria, il tempo tra due uscite successive di una faccia € una
v.a. geometrica modificata di parametro p = 1/6, e quindi il tempo medio tra due uscite
successive di una data faccia del dado € 1/p = 6. Se perd modellizziamo i lanci del dado con
una CM, possiamo considerare la CM X € {1,2,3,4,5,6} con matrice delle probabilita
di transizione:

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Si tratta di una matrice bistocastica (v. piu avanti), e la CM & regolare, per cui esiste
la distribuzione stazionaria 7 = (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6). Allora, per la Proposizione
1.5 si ottiene che il tempo medio tra due uscite successive di una data faccia del dado e
1/7’(’1‘ = 6.

Esempio 1.13. Consideriamo la CM a due stati con matrice delle probabilita di tran-
sizione:
P (1/2 1/2 )
p l—=p

dove il parametro p € (0,1] & incognito. Supponiamo che, se si osserva la CM per un
numero di passi abbastanza grande, essa finisce nello stato 1 approssimativamente il 20%
delle volte e nello stato 2 ’'80% delle volte. Serviamoci di questi dati per stimare il valore
del parametro p.

Siccome la CM e regolare, esiste la distribuzione stazionaria m; inoltre, dalle ipotesi
si puo ritenere che m; = 0.2 e my = 0.8 , quindi il tempo medio di ritorno nello stato 1 &
1/m = 5, mentre quello nello stato 2 ¢ 1/m3 = 5/4 . Siccome il vettore m deve soddisfare
all’equazione m = mP con la condizione 7 + m = 1, imponendo

G2) (7 12)-(02)

si trova 1/2-0.2+p-0.8 = 0.2 che implica p =1/8 .

Definizione 1.5 Uno stato i di una CM si dice periodico di periodo d; > 1 (indicato anche
con per(i)) se
MCD{n>0:p™ > 0} = d; (1.39)

Se tale MCD wale 1, lo stato © si dice aperiodico.

(n) (m)

Se risulta p;;” > 0 ep,, ~ > 0 con n e m primi tra loro, ovviamente lo stato ¢ ¢ aperiodico.

Inoltre, come si vede facilmente, se una CM ha stati periodici (di periodo maggiore di 1),

\ . . s 7z N . . n
€5SSa 1non puo essere St&ZlOH&I‘la, Clo€ non puo esistere Ty = hmn_mo pg] )
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Gli stati di una stessa classe hanno lo stesso periodo, come evince dalla seguente:

Proposizione 1.6 Se i e j appartengono alla stessa classe di elementi comunicanti, allora
per(i) = per(j).
Dim. Siccome ¢ comunica con j e j comunica con %, esistono interi m,n tali che pz(-;n) >0

e pg?) > 0; dunque pgan) > ngn) -p§?)

d; = per(i).
Consideriamo lo stato j, di periodo d; = per(j); esistono infiniti interi » abbastanza grandi

per cui p%di) > 0. Ma

> 0 il che implica che m + n & divisibile per

(mrd;tn) pz(»;n) ~p§§dj) -p§?) >0
da cui segue che m+-rd;+n ¢ divisibile per d;. Siccome d; divide m+-n, allora d; divide rd;,
e vista l'arbitrarieta di r (poiché i valori di tali 7 sono infiniti), d; deve necessariamente
dividere d;, cioé esiste k intero positivo tale che d; = kd;. D’altra parte, scambiando ¢ con
J, si ottiene con ragionamento analogo che d; divide d;, cioé esiste un intero i > 0 tale che
d; = hd;; pertanto d; = k - hd;, da cui segue kh = 1, ovvero k = h = 1 e concludiamo che

Un caso particolare di CM con stati periodici si ha quando la CM ¢ ciclica, ovvero tutti
gli stati comunicano tra loro, ed esiste un intero d > 0 tale che P9+! = P. Si osservi che
cid non implica P¢ = I (matrice identitd) a meno che P sia non degenere. Se la CM
e ciclica, tutti gli stati hanno stesso periodo d. Naturalmente, una CM puo avere stati
periodici, senza che essa sia ciclica. Inoltre, puo accadere che esista un intero d > 0 tale
che Pi*! = P, senza che la CM sia ciclica (cfr. Esempio 1.16, per il quale gli stati della
CM non appartengono tutti alla stessa classe).

Esempio 1.14 La CM con 3 stati e matrice delle probabilita di transizione:

01 0
P=10 01
1 0 0

¢ ciclica e periodica di periodo 3, infatti P* = P (oppure P? = I, essendo detP =1 # 0).
Partendo da uno stato 4 si ritorna in i esattamente dopo 3 passi (vedi Figura 7.)

Fig. 7: Grafo delle probabilita di transizione della CM dell’Esempio 1.11
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Questa CM non ¢ stazionaria (la distribuzione stazionaria non esiste, poiché non
esiste lim,,_, o, P™ ), ma la distribuzione invariante, come si verifica facilmente, calcolando
I’autovettore sinistro di P relativo all’autovalore 1, ¢ (1, 1, 1) cioé la distribuzione uniforme

: ! 3733
sugli stati.

Esempio 1.15 (random walk con barriere riflettenti)
Consideriamo la CM con 3 stati e matrice delle probabilita di transizione:

01 0
P=1q 0 p
0 1 0
con p,q>0ep+q=1.5iha:
g 0 p
PP=10 1 0
qg 0 p
e
PP=P
per cui P?" = P? mentre P>"t! = P, avendosi pl(-?nﬂ) = pl(-?) = 0 Vn. Quindi gli stati

sono tutti periodici di periodo 2, e la distribuzione stazionaria non esiste, poiché non esiste
lim,, ,~, P". Infatti, ad esempio:

n) |0 se n e dispari
Pii = 1> 0 seneé pari

La distribuzione invariante ¢ 7 = (¢/2,1/2,p/2).

Esempio 1.16
Consideriamo la CM con 3 stati e matrice delle probabilita di transizione:

P=

o O O

1
0
1

o = O

Lo stato 1 e transitorio, gli stati 2 e 3 sono ricorrenti ed hanno periodo 2. Infatti:

0 0 1
PP=(0 1 0
0 0 1
pi=r

per cui P?" = P2 ¢ P?"*! = P, ¢ la distribuzione stazionaria non esiste. La distribuzione
invariante ¢ 7 = (0,1/2,1/2).
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Definizione 1.6 Una matrice stocastica P si dice bistocastica se ), ppij = 1 ovvero
se anche PT ¢ stocastica. Per la CM associata ad una tale P, la distribuzione uniforme
v = (3,73 ---»7) € invariante (non é detto sia unica e che sia stazionarial). Infatti,
v; = 1/N soddisfa banalmente il sistema v; = Z]. v;pji, visto che, essendo P bistocastica,

risulta Y, pj; = 1.

Esempio 1.17
Consideriamo la CM con 4 stati e matrice delle probabilita di transizione:

01 0 0

p_|1 0 0 0 _(P1 0)
1o o0 12 172 \0 P
0 0 1/2 1/2

C1 ={1,2} e Cy = {3,4} sono classi chiuse di stati ricorrenti; gli stati 3 e 4 sono aperiodici,
mentre gli stati 1 e 2 sono periodici di periodo 2. Infatti:

Id 0 P, 0 Id 0
2 3 1 4
P2 — ( . Iﬁ:), P? = ( . féj) — P pP'= ( . }B:>,...

ovvero, per ogni intero n :

P 0 Id 0O
2n+1 1 _ 2n __
pro= (0 p) == (1)

La distribuzione stazionaria non esiste; quella invariante, essendo P bistocastica, e m =

(1/4,1/4,1/4,1/4).

Definizione 1.7 Una distribuzione m sugli stati si dice reversibile se e verificata l’equazione
del bilancio dettagliato, ovvero:

TiPij = T;iPji Vz,j cF (140)
In tal caso, m & anche invariante, avendosi:
I (O
i€E i i
visto che la somma in () vale 1.

Vediamo ora il significato di distribuzione reversibile. Sia X una CM ergodica con prob-
abilita stazionarie ;.

Partendo dall’istante n, consideriamo la sequenza di stati X,,, X,,_1, X, _o,...; questa
sequenza di stati individua un’altra CM invertita X;, con probabilita di transizione

P(Xm = ja Xm—|—1 = 7')
P(Xm+1 - Z)

Gij = P(X +m = j|Xpq1 =1i) =
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 P(Xn = )PKon1 = ilXm = §) _ mpps

~
~

P(Xpmiq = 1) o

per n grande.

Se ¢;; = pi; per ogni ¢, j allora la CM X}, si dice reversibile, e vale dunque ’equazione del
bilancio dettagliato (1.40). Questo significa che il tasso con il quale la CM X}, effettua in
regime stazionario una transizione da i a j, ovvero m;p;;, uguaglia il tasso col quale essa
va da j a ¢, ovvero m;p;;. Cio ¢ ovviamente una condizione necessaria per la reversibilita
temporale della CM Xj.

1.7 Matrice di transizione ad n passi

Ci occuperemo ora del calcolo esplicito della matrice delle probabilita di transizione ad n
passi di una CM, ovvero della matrice P" = (pgl)) il cui elemento di posto 7, j rappresenta
P(X, = j|Xo =1). E’ facile provare che la matrice (stocastica) P ha sempre un autovalore
A1 = 1 (corrispondente all’autovettore avente tutte le componenti uguali ad 1) e tutti
gli altri autovalori hanno modulo < 1. In altre parole, una matrice stocastica ammette
sempre ['autovalore 1, e comunque tutti i suoi autovalori sono situati all’interno del cerchio
unitario nel piano complesso.

Per dimostrare cio, osserviamo che se A ¢ un qualunque autovalore di P relativo all’

autovettore u, si ha:

N
/\ui :Zpi]‘u]’ ,\V/ZZ 1,2,...,N
j=1
Sia ora |up| = max;j—1 2 .~ |u;|, per un certo h € {1,2,..., N}. Allora:

Mlunl = 1Y prgul <7 pnglugl < funl D pnj = lual
i i i

da cui, semplificando |up| > 0, si ottiene |A| < 1.

Ricordiamo dall’algebra lineare la nozione di matrice diagonalizzabile. Sia A una
matrice quadrata di ordine N con autovalori A1, A2, ..., A\x € supponiamo che per ciascuno
dei \;, i = 1,.., N, la molteciplita geometrica uguagli la molteplicita algebrica; allora A
¢ diagonalizzabile, cioé esiste una matrice U di ordine N, tale che U' AU & una matrice
diagonale e risulta

U YAU = A = diag(\1, A, .oy AN) (1.41)

La matrice U ha per colonne gli N autovettori indipendenti di A.

Consideriamo ora, al posto di A, la matrice di transizione P di una CM con spazio degli
stati E = {1,2,..., N}, e supponiamo che gli autovalori di P siano tutti distinti. Allora,
P ¢ diagonalizzabile e risulta P = UAU~!; pertanto, come ¢ immediato verificare, si ha
P =UA"U—L.

Effettuiamo, ad esempio il calcolo esplicito di P™, nel caso in cui P e una matrice stocastica
di ordine 2, con elementi strettamente positivi, cioé essa ¢ la matrice delle probabilita di
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transizione di una CM regolare a due stati (nel caso di matrici di ordine > 2 il calcolo ¢
piu complicato e lo tratteremo in qualche esercizio); P puo essere posta nella forma:

P:(lgp P ) (1.42)

1—a

dove a,p € (0,1). Gli autovalori di P sono: A\; =1e Xy =1—a—pcon [\ <1 (v.
osservazioni precedenti), ed essi sono distinti; dunque:

A:((l) 1_2_p) (1.43)

I due autovettori relativi a A\; e Ay sono, a meno di un fattore di proporzionalita:

=) =-(3)

Si ha allora:

Dunque:

a p
P”:UA”U*:(} 12><é ) 0 n><a;p atp >
o (1-a-p) atp  atp

ed effettuando 1 calcoli si ottiene infine:

P (T )i (1 ) 1

atp atp a+p e a

Le due righe (uguali) della prima matrice sono costituite dalle componenti del vettore
delle probabilita stazionarie (7 € 1 autovettore sinistro di P relativo all’autovalore 1), che

() (%)

P = (7” ”2) + ()" R (1.46)

)

Abbiamo allora ottenuto:

ove R & la matrice (non stocastica) data da:

Jry— (p _p) (1.47)

a+p\—a a
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La velocita di convergenza nel teorema ergodico e fornita allora dalla quantita A," ove,
come abbiamo visto, |A2] < 1 : piu vicino a zero e il secondo autovalore di P, maggiore

(n)

¢ la velocita di convergenza di p;;” a m; per n — oco. La velocita di convergenza alla

stazionarieta puo essere valutata anche tramite la (1.38).
Concludiamo col seguente teorema, valevole anche nel caso in cui la CM non e regolare.

Teorema 1.2 (ergodico IT)
Se X € una CM con insieme degli stati F finito, irriducibile e i cui stati sono tutti
aperiodici, allora esiste la distribuzione stazionaria per la CM. B

Osservazione 1.5 (Relazione tra spettro della matrice di transizione e sua regolarita)
Lo spettro di una matrice e costituito dai suoi autovalori; come abbiamo visto, la matrice
di transizione P di una CM ammette sempre un autovalore A\; = 1, mentre gli altri suoi
autovalori hanno valore assoluto minore o uguale di 1, ovvero il raggio spettrale di P ¢ 1.
Viene da chiedersi se vi sia una relazione tra lo spettro di P e la sua regolarita. In effetti,
si puo dimostrare il seguente risultato:

Se P ¢ regolare, allora 1 ¢ autovalore semplice di P e tutti gli altri autovalori di P sono
m modulo < 1.

Il risultato di sopra non si puo invertire, ovvero esistono matrici di transizione P che hanno
1 come autovalore semplice, gli altri autovalori hanno modulo strettamente < 1, ma non
sono regolari. Ad esempio, la matrice di transizione:

1 0 0
P=11/2 1/4 1/4
0 1/2 1/2

ha autovalori A\; = 1, A2 = 3/4, A3 = 0 (quindi 1 & autovalore semplice e tutti gli altri
autovalori sono in modulo < 1), ma come si verifica facilmente P non e regolare, poiché
qualunque potenza di P avra sempre almeno un elemento nullo. Tuttavia, la CM che ha
P come matrice di transizione ammette distribuzione stazionaria m = (1,0,0), visto che,
per n — oo, P" tende ad una matrice avente per righe (1,0, 0).

Si osservi che la matrice di transizone P dell’esempio di sopra ha zero come autovalore,
quindi e degenere (cioé det(P) = 0).

Vediamo ora come calcolare esplicitamente P™ per una CM a tre stati, nel caso di
autovalori distinti 1, Ao, A3.
Siccome P ¢ diagonalizzabile, esiste una matrice invertibile I' per cui P = I'AT'"!, dove
A = diag(1, A2, A3). Allora:

1 0 0
P'=T(0 (M) 0 |T!
0 0 (A)"



Quindi:
P = (P")ij = > > LA (T
h ok

Siccome (A™)gn = dkn(An)™, si ottiene:
3
Pl = 3 T ) (0 )y =
h=1

=Ti1-1- (T D)1y 4 Dia(A2)" (T )25 + Tis(As) (D135 = Ayj + Bij(A2)™ + Cij(As)"
ove

Aij =T (D7)

Bij =il 1)y,

Cij =Tig(T71)3;

Ad esempio, sia:

1/3 0 2/3
P=|1/3 2/3 0
1/3 1/3 1/3
Gli autovalori sono Ay = 1, A2 = 1/3, A3 = 0. Allora
(n) 1\" n 1\"
pij = Aij + Bij g + ngj 0" = Aij + Bij g (*)

Supponiamo di voler calcolare, per es., p&?).
Si ha p1; = 1/3 e, dalla formula di Chapman-Kolmogorov (o calcolando la matrice P?),

risulta: ;
2
pil) = Zplhpm = pi1 + Prapa1 + pisps1 =
h=1

1+0+21_1
9 3 3 3

Sostituendo in (*) n =1ei =j =1, sl ha 1/3 = p;; = A+ B/3 = 1/3; sostituendo
n=2sihal/3= pﬁ) = A+ B/9 . Dunque, si ottiene il sistema (si & posto per semplicita
A+B/3=1/3
{ A+B/9=1/3

che ha soluzione A =1/3, B =0, per cui pgq) =1/3.

Se vogliamo trovare pgg), dobbiamo prima calcolare pg) = pP11P12 + P12P22 + P13P32 =
%-0—1—0—1—%-%: %; sostituendo in (*) n =1ei=1,j =2, si ha 0 = pyo :A-l—B-%;
sostituendo n = 2, si ha % = pg) = A+ % . Dunque, si ottiene il sistema:

A+B/3=0
A+B/9=2/9
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che ha soluzione A =1/3, B = —1, per cui pgg) =1/3— (%)n
Infine p{2) =1 — p™ — p™W =1 - 1/3 —1/3+ (1/3)" = 1/3 + (1/3)".
Pertanto, per n — oo, p&?) — 1/3 = 7m;, Vi. Cio ¢ in accordo col Teorema ergodico (la

distribuzione stazionaria 7 esiste, poiché P & regolare, essendo P? > 0). Inoltre, siccome
P & bistocastica, la distribuzione stazionaria ¢ quella uniforme.

Osservazione 1.6

Se esistono due o piu distribuzioni invarianti per una CM, allora non puo esistere la
distribuzione stazionaria.

Infatti, siano 7 e pu due diverse distribuzioni invarianti; allora si ha:

m=nP" e u=uP" Vn

Se esistesse la distibuzione stazionaria, diciamo m, si avrebbe P™ — II, ove II e la matrice
che ha tutte le righe uguali al vettore 7. Allora, dovrebbe aversi yu = ull, ovvero:

Mi:ZMjHji:ZMm':?TiZMj =m, t=1,...,N
J J J

N——"
=1

il che implica p = .

1.8 L’algoritmo di Metropolis e il Simulated Annealing

L’algoritmo del simulated annealing (SAA) ¢ uno strumento utilissimo in molti problemi
di ottimizzazione in cui occorre trovare il minimo o il massimo globale di una funzione f
definita su uno spazio finito 2 (lo spazio degli stati o delle configurazioni). Il SAA & una
strategia ottenuta per mezzo di un metodo di rilassamento stocastico; l'interpretazione
meccanico-statistica e quella di un sistema fisico sul quale si considera una funzione f
ed una distribuzione di Gibbs a temperatura 7T. La distribuzione di Gibbs fornisce la
probabilita di trovare il sistema in una particolare configurazione (stato) ad una data
temperatura.

L’algoritmo consiste nel far evolvere il sistema in base alla distribuzione di Gibbs e con-
temporaneamente raffreddare il sistema abbastanza lentamente, in modo che (per T' — 0)
la distribuzione limite coincida con la distribuzione uniforme sugli stati di minima energia.
Dunque, se il sistema non e raffreddato troppo rapidamente, si puo costruire un’opportuna
catena di Markov X,, le cui probabilita di transizione soddisfano ’equazione del bilancio
dettagliato (1.40) e tale che, quando " — 0 e n — oo, la CM X,, converge verso lo stato
di minima energia (si veda, ad es. S. Geman and D. Geman “Stochastic relaxation, Gibbs
distribution, and the Bayesian restoration of images” IEEE Trans. Pattern and Mach.
intell. 6 (1984), 721-741). Si puo dimostrare (E. Aarts, J. Korst “Simulated annealing
and Boltzmann machines” John Wiley and Sons, 1989) che X,, ammette distribuzione
stazionaria ed essa coincide con la distribuzione uniforme sui mimimi globali, mentre la
convergenza dell’algoritmo e garantita dalla proprieta di Markov della catena.
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Supponiamo che lo spazio degli stati {2 sia un insieme finito i cui elementi sono le
configurazioni o, e sia f : £ — IR una funzione reale sullo spazio degli stati. Il SAA
risolve il problema di trovare un elemento o,y € €2 tale che

min f(o) = f(oopt) (1.48)
oef)
In generale, tale configurazione o,,; non ¢ unica. L’insieme delle configurazioni ottimali
sara denotato con Qpr = {oopt € N}
Per T' > 0, consideriamo la distribuzione di Gibbs II7 su €2 definita da:

r(o) = exp (—@) " (o)

oef
(si osservi che questa distribuzione di probabilita (o densita discreta) su €2 & ben definita,
risultando ) ., II7(0) = 1, grazie alla costante di normalizzazione).
Osserviamo che, per grandi valori della temperatura T' la distribuzione tende ad essere

(1.49)

uniforme su  (approssimando il valore ﬁ = >,ea HT(J)]fl); per piccoli valori di
T gli stati favorevoli di 2, cioé quei 0 € Q per i quali f(o) & piccola, vengono pesati
con maggiore probabilita (infatti, per " ~ 0 la frazione ¢ = % diventa in generale
grande, e quindi exp(—q) diviene piccolo; ma se il valore f(o) e confrontabile con T, per
esempio f(o) ~ L, con m grande, si ottiene che exp(—q) = exp(—1/m) & poco meno
di 1). Quindi, una soluzione probabilistica al problema di trovare il minimo globale di
f si ottiene campionando con la distribuzione Il per piccoli valori di 7" > 0. Cio si puo
realizzare simulando una CM X,, con spazio degli stati €2, che abbia Il come distribuzione
stazionaria, e lasciando che la CM raggiunga ’equilibrio.

In primo luogo, € necessario determinare per ogni o € €2 un insieme di stati “vicini”
Q, C in cui e possibile effettuare una transizione, a partire da o, in modo tale che la
CM sia irriducibile e aperiodica (cio € sufficiente - Teorema 1.2 - per garantire che esiste
la distribuzione stazionaria). Supponiamo che o € Q, < o’ € Q, e che per ogni o € )
sia #{, = © = costante.

Ora, definiamo la probabilita di transizione dallo stato o € € ad un altro stato o’ € €;

pT(Ua UI) = PT(Xn+1 = O'I|Xn = 0‘) =
0 se o’ ¢ Q,
- {cost- Lexp{—(f(o') — f(0))"} sed’ €9, (1.50)

dove la costante cost si ricava imponendo la condizione che ) . pr(o,0’) = 1. Qui g*
denota la parte positiva della funzione g, cioé

+(y— {9(o) seg(o) >0
g7 (0) {0 altrimenti

Si puo dimostrare che Il definita da (1.49) soddisfa ’equazione del bilancio dettagliato
(v. E. Aarts, J. Korst) :

pr (0,0 \lr(o) = pr(o’, o)y (o) (1.51)
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cio e sufficiente a garantire che II7 e una distribuzione invariante per la CM e coincide con
la distribuzione stazionaria, che esiste, unica, per il Teorema Ergodico II.

In pratica, la CM & simulata nel seguente modo: quando il sistema e nello stato o
un vicino ¢’ viene selezionato uniformemente in €, e il valore f(¢’) calcolato. Quindi, la
transizione da o a ¢’ viene accettata con probabilith p = 7 exp {—(f(0') — f(0))T} e il
nuovo stato della CM & ¢/, altrimenti la transizione viene rigettata ed il sistema rimane nello
stato 0. Geman and Geman hanno dimostrato che, se il sistema e raffreddato abbastanza
lentamente, diminuendo la temperatura 7' = T,, proporzionalmente a 1/logn, ovvero se
T, = c¢/logn, n — oo, e se al tempo discreto n si utilizzano le probabilita di transizione
(1.50) con T' = T, allora la distribuzione limite IIy = limy_,o+ II7 ¢ la distribuzione
stazionaria (e invariante) della CM X, ed essa ¢ la distribuzione uniforme sugli stati di
minima energia f. L’ algoritmo del simulated annealing (tradotto letteralmente “algoritmo
del raffreddamento simulato”) viene cosi chiamato, proprio per i motivi sopra descritti.

I1 SAA & un metodo generale per risolvere problemi combinatori di ottimizzazione;
osserviamo che, sia la scelta della struttura dei vicini in €2, che della funzione di energia f,
sono di peculiare importanza per riuscire a implementare 1’algoritmo in maniera efficiente.

Per un insieme degli stati €2 discreto, una possibile buona scelta della struttura dei

vicini e quella utilizzata nel problema del commesso viaggiatore: esso consiste nel trovare
il giro ottimale (cioé quello di minima lunghezza) affinché il viaggiatore possa visitare
ognuna di n citta C7,Cs,...,C, ed infine tornare a casa. In questo caso €2 e l'insieme
delle permutazioni degli indici {1,2,...,n}; ogni permutazione o = {iy,ig,...,i,} € Q &
in corrispondenza biunivoca con il giro effettuato secondo ’ordine impartito da o.
Per il problema del commesso viaggiatore, sono state proposte e studiate varie strutture
di vicini (si veda ad es. E. Bonomi, J. L. Lutton “The N-city travelling salesman problem:
statistical mechanics and the Metropolis algorithm” SIAM Rev. 26 (1984), 551-568; S. Lin
“Computer solutions of the travelling salesman problem” Bell System Tech. J. 44 (1965),
2245-2269).

Un altro problema combinatorio di ottimizzazione ¢ il “multiple digest problem” che
trova applicazione, oltre che in Biologia molecolare (v. e.g. M. Abundo, “Sequencing DNA
fragments by using a simulated Annealing algorithm” Technical Report Centro Matema-—
tico V. Volterra N. 46, 1990), in vari altri contesti. Ad esempio, consideriamo il seguente
problema. Siano @1, @2, ..., Q, n distinti apparecchi telefonici e supponiamo che i tempi di
arrivo delle chiamate a ciascun apparecchio siano regolati da un processo di Poisson. Sup-
poniamo di osservare gli n apparecchi nell’intervallo [0, 7] e denotiamo con T¢, T4, ..., T¢
i tempi di arrivo delle chiamate all’apparecchio @);, ¢ = 1,...,n; indichiamo inoltre con
0 = T, =T}, j =1,...,r — 1 gli intertempi di arrivo tra due succesive chiamate
all’apparecchio @);, con Z;: (5; = T. Per fissare le idee, supponiamo che n = 2. Dunque,
osserviamo le chiamate che arrivano a 1 e registriamo i tempi 6]1- che intercorrono tra due
succesive chiamate verso ()1 (conserviamo traccia solo degli intertempi, ma non dei tempi
di arrivo); facciamo la stessa cosa per Q2. Analogamente, osserviamo le chiamate verso
il cluster (Q1,Q2) e registriamo i tempi che intercorrono tra due successive chiamate all’
uno o all’altro dei due apparecchi 1 e (02, senza distinguere di quale apparecchio si tratti.
Il problema del doppio digest consiste allora nel ricostruire esattamente i tempi di arrivo
delle chiamate verso ()1 e verso Q).
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2. CM a tempo continuo

2.1 Il processo di Poisson

Supponiamo di voler studiare i tempi di arrivo di successive richieste di collegamento ad
un server remoto da parte di utenti autorizzati. Se 'intervallo di tempo tra due successivi
arrivi € una variabile esponenziale di parametro A\ > 0, per T fissato, cosa possiamo dire
riguardo al numero di richieste di collegamento giunte nell’intervallo [0, T]? Precisamente,
siamo interessati a conoscere la probabilita che giungano esattamente k richieste in [0, 7.
Indichiamo con N (¢) il numero delle richieste di collegamento giunte fino al tempo ¢t < T,
e supponiamo che N(0) = 0. Sia 7; il tempo di arrivo della i—esima rihiesta e poniamo
Ty =11, To = 79 — 11, e in generale T; = 7; — 7;_1 gli intertempi di arrivo delle richieste,
ovvero 71 = 17 > 0 e il tempo di arrivo della prima richiesta, 7 = T7 + T5 ¢ il tempo
di arrivo della seconda richiesta, ..... , T =11+ T + ...+ T} e il tempo di arrivo della
k—esima richiesta. Facciamo l'ipotesi che le v.a. T; (i = 1,2,...) siano indipendenti ed
esponenziali di parametro A > 0, ovvero abbiano densita

00 set <0
1) = {)\e_kt set>0 (2.1)

L’evento {N(T) <k} ={N(T) < k+ 1} ={mp1 >T}={T1+To+ ...+ Tpy1 > T},
ovvero il tempo del (k4 1)— esimo arrivo ¢ > 7. Siccome T; ~ Esp(\) (ovvero ha legge
Gamma di parametri (1,)), per il teorema di addizione di v.a. indipendenti con legge
Gamma, risulta per il tempo del k—esimo arrivo

e=T1+To+ ...+ T ~T(k,A)

ovvero T ha distribuzione Gamma di parametri k e A, cioé ha densita:

0 . set <0
t) = PthlemM g ¢ >0 (2.2)
ove
+oo
I'(«) :/ e dy (2.3)
0
¢ la funzione Gamma di Eulero (si ricordi che I'(k) = (k — 1)!).
Allora:

PIN(T)<Kk)=P(Ti+... 4+ Ths1 >T) = P(rps1 > T) =

(ricordando D’espressione della funzione di distribuzione cumulativa di una Gamma con
primo parametro k intero)

k i
=1-Plr1 <T) =) (A? e M (2.4)

- 1
1=0

Questa e la funzione di distribuzione cumulativa di una v.a. di Poisson di parametro \T.
Ne segue che N(T') ¢ una v.a. di Poisson di parametro AT, oppure, sostituendo ¢t a T,
possiamo scrivere N (t) ~ Poisson (\t).
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La famiglia di v.a. N(t), t > 0 & un facile esempio di processo stocastico a tempo continuo:
esso viene chiamato processo di Poisson. La v.a. N(t) “conta” il numero di volte che uno
specifico evento (nel nostro esempio 'arrivo di una richiesta di collegamento al server) si e
verificato nell’intervallo di tempo [0, ¢]. Tale processo ¢ anche detto processo di conteggio,
proprio perché si tratta di una famiglia di v.a. a valori interi > 0, che “conta” il numero
degli “arrivi” in [0,¢]. Una traiettoria (aleatoria) di N(t¢) ¢ rappresentata da una funzione
non decrescente a scalino. Ad ogni istante di salto, 75, N(t) si incrementa di una unita.
Naturalmente, N(0) = 0 (v. Figura 8).

N(t)

Tl 2 3 k23 tempo

Fig. 8: Traiettoria del processo di Poisson N (t).

Altri esempi di fenomeni aleatori modellizzabili con un processo di Poisson sono: 1)
il numero di particelle emesse in [0,¢] da una sostanza che va incontro a decadimento
radioattivo; 2) il numero di guasti che subisce un’apparecchiatura nell’intervallo [0,¢]; 3)
il numero di arrivi di clienti ad un servizio nell’intervallo [0, ¢].

Definizione 2.1 S chiama processo di Poisson di intensita A\ > 0 un processo sto-
castico N(t) a valori interi > 0 per cui risulti:

(At)*
!

P(N(t) =k) =e M L k>0 (2.5)

Diamo ora un’altra costruzione/interpretazione del processo di Poisson.

Proposizione 2.1 Sia X (t) € IN un processo stocastico che “conta” il numero di eventi
occorsi fino al tempo t, e supponiamo che valgano le sequenti condizioni:

1) il numero di eventi occorsi in due intervalli disgiunti di tempo sono stocasticamente
indipendenti: se s1 <ty < sg < to, allora X (t1) — X (s1) ¢ indipendente da X (t2) — X (s2);
2) X(s+1t)— X(s) dipende solo dat e non da s e da X(s) (omogeneita);

3) X(0) =0 (oppure P(X(0) =0)=1) ;

4) dallo stato j € IN si puo passare direttamente soltanto nello stato j + 1;

5) la probabilita di effettuare un salto nell’intervallo di tempo [t,t+ h] é uguale a Ah+o(h)
(A > 0 ¢é lintensita del processo);

6) la probabilita di effettuare due o piu salti in [t,t + h] é uguale a o(h).
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Allora, X (t) risulta essere un processo di Poisson di intensita A.

Dim. Per n > 1, poniamo p,(t) = P(X(t) = n); consideriamo ’evento che al tempo ¢ + h
risulti X (¢ + h) = n; la sua probabilita & p,(t + h). L’evento in questione, {X (t + h) = n}
si puo scrivere come unione disgiunta di tre eventi:

(i) al tempo t ¢ X(t) = n e nessun salto avviene tra ¢ e ¢t + h; la probabilita di questo
evento & pu(t)po(h) = pa(t)(1 — k) + ofh);

(ii) al tempo t & X (t) = n — 1 ed esattamente un salto avviene tra t e t + h; la probabilita
di questo evento € p,,—1(t)A\h + o(h);

(iii) al tempo ¢t & X(t) = j con |n — j| > 1 e nell'intervallo [t,t + h] € avvenuto piu di un
salto; la probabilita di questo evento ¢ o(h).

Sommando i contributi (i), (ii), (iii), si ottiene:

pu(t +h) =pu(t)(1 = Ah) + pr—1(t)A\h + o(h) (2.6)

che si puo riscrivere:

n(t+h) —p,(t o(h
Pll RN ZPnll) g (0) 4 A1) + 42 (27)
Calcolando il limite per h — 0, si ottiene che p,(t) & derivabile e per n > 1 *:
P (t) = —Apn(t) + Apn—1(t) (2.8)

E’ ora facile verificare che le equazioni (2.8), con la condizione py(0) = P(X(0) =0) =1,
sono verificate da: \
t n
pn(t) = et A (2.9)

n!

Per esempio, pg(t) = e~ (con la condizione p_;(t) = 0) soddisfa (2.8), infatti %e‘” =
—Ae M py(t) = e MMt soddisfa (2.8), infatti £ (e"MAt) = —Ae MAL + Ae M, e cosi via.

Osservazione 2.1 Per la (2.9) possiamo dire che X (t) = N(¢) ¢ un processo di Poisson
di intensita A, ovvero X (¢) ha distribuzione di Poisson di parametro At, e si ha E(X (t)) =
Var(X(t)) = At

Osservazione 2.2 Se X (t) ¢ un processo di Poisson (in base alla II formulazione), ¢ facile
riottenere che gli intertempi di arrivo T, kK = 1,..., sono v.a. indipendenti ed esponenziali
di parametro .

*in realta, passando al limite per h — 0T si mostra che esiste la derivata destra di p,, (t);

poi, sostituendo t—h al posto di ¢, si ottiene Mif@_h) = —)\pn(t—h)-l-)\pn_l(t—h)—l—%
OVVEro p”(#)hfp"(t) = —\p, (t—h)—l—)\pn_l(t—h)—i-oTh) e per h — 07 si ottiene che anche la
derivata sinistra di p,(t) esiste e soddisfa la stessa equazione della derivata destra, dunque
pn(t) & derivabile e soddisfa (2.8)
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Infatti, per mostrare che T} ha distribuzione esponenziale, basta osservare che:
P(Ty>t)=P(rgy1 — 1 >t) = P(X (1 +t) = X (1)) =

= P(X (5 + 1) — X(3) = 0) =

(per 'omogeneita)

Dunque, P(T), <t) =1—e .

Mostriamo ora che le v.a. T} sono indipendenti; proviamo ad esempio che T} e T5 sono
indipendenti. Fissiamo i tempi 0 < t; <t; +h <ty < ty+k con h,k > 0 opportunamente
piccoli, in modo che ts + k < 73. Allora:

P(tl<7'1§t1—|—h,t2<7'2§t2—|—k):

=P(X(t1)=0,X(t1+h)—X(t1) =1, X(t2) = X(t1 + h) =0, X(ta + k) — X(t2) =1) =
(per lindipendenza degli incrementi e per I'omogeneita)
=P(X(t1)=0)-P(X(h) =1)  P(X(t2 —t1 —h) =0)- P(X(k) =1) =
— oML \pe M L e Ata—t1—h) | \Lo—Ak _
= e ML \ZeAMlmt) oA
Dividendo per hk e passando al limite per h,k — 0, si ottiene che la densita congiunta di

(11, 72) & N
f7'1772 (t17t2) = Ae” t21{0<t1<t2}(t1>t2)

Effettuiamo ora il cambio di variabili 77 = 71, 15 = 79 — 71. Il determinante della matrice
Jacobiana ¢ uguale ad 1, per cui otteniamo che la densita congiunta di (77,7%) é:

—)\(81 +82)

f1y 15 (51, 82) = frymn (51,81 + 52) = A2e 15, 50,8,50) (51, 52) =

= e g, 50y (s1) - e TN 1,503 (s2) = fry (51) - f (s2),

pertanto 717 e T, sono indipendenti.

Applicazione: se in [0,7] si verifica un solo arrivo, allora il tempo di arrivo ha
distribuzione uniforme in [0, 7.

Sia T' > 0 fissato e supponiamo che si sia verificato in [0, 7] un solo arrivo, cioé N(T') = 1.
Vogliamo studiare la distribuzione condizionata del tempo di questo arrivo, diciamo T,
ovvero P(t <t|N(T)=1), t €[0,T]. Si ha, per 0 <t < T':

P{r <t} n{N(T) =1}) _

P(r <HN(T)=1) = P(N(T)=1)
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PEN({@) =1} n{N(T) - N({) =0}) _
P(N(T) = 1)

(per I'indipendenza degli incrementi)

P({N(t) = 1} - PUN(T) = N(t) = 0})
P(N(T) = 1)

(per 'omogeneita)

P{N@) =1} - PUN(T —t)=0}) AMe M MT-O ¢
P(N(T) =1)  ATe AT T’

il che vuol dire che 7 & uniformemente distribuita in [0, 7).

2.2 Processi di nascita e morte

Mediante i processit di nascita e morte si puo descrivere la dinamica di popolazioni, la
diffusione di epidemie, etc.

Supponiamo che un dato sistema S possa ad ogni istante trovarsi in uno stato intero j e
che l'insieme di tali stati sia finito o numerabile. Supponiamo ancora che ad ogni istante
il sistema possa cambiare stato e che la probabibilita di passare dallo stato n al tempo ¢
nello stato n + 1 al tempo t + h sia uguale a A\, h + o(h), mentre la probabilita che nello
stesso intervallo di tempo passi nello stato n — 1 sia p,h + o(h). Supponiamo inoltre che
la probabilita che durante I'intervallo (t,¢ + h) il sistema passi dallo stato n ad uno stato
j con [n — j| > 1 sia o(h), cioé infinitesima di ordine superiore ad h. In queste ipotesi,
segue che la probabilita che il sistema rimanga nello stato n nell’intervallo (¢,t + h) &
1 —Anh — pnh + o(h). Le quantita A, e u, dipendono da n ma non dal tempo t, ne dalla
storia passata del sistema (markovianeta). Un proceso stocastico che rientra nello schema
descritto prende il nome di processo di nascita e morte. Se il processo descrive I’evoluzione
di una popolazione, la transizione dallo stato n allo stato n + 1 significa che la popolazione
¢ aumentata di una unita (nascita di un nuovo membro); la transizione da n a n — 1
significa che la popolazione ¢ diminuita di una unita (decesso di un membro). Se per ogni
n > 1 si ha u, = 0, ovvero se sono proibite le transizioni n — n — 1, il processo prende il
nome di processo di pura nascita, mentre se le transizioni proibite sono quelle n — n + 1,
ossia se \,, = 0,n = 0,1,..., allora il processo si dice processo di morte. Il processo di
Poisson € un processo di pura nascita con \,, = X per ogni n > 0. Analogamente a quanto
fatto nel caso del processo di Poisson, si possono trovare delle equazioni differenziali per
pi(t) = P(X(t) = k), cioé la probabilita che il sistema si trovi nello stato k& al tempo t.
Ricaviamo ora tali equazioni; I'evento { X (t+h) = n} si puo scrivere come unione disgiunta
di quattro eventi Fy, FEy, FE3, Fy:

E; :={X(t) = n e nessun salto & avvenuto nellintervallo [t,t+ h]}, B2 := {X(t) =n—1e
nell’intervallo [t, ¢+ h| & avvenuto un salto in avanti}, F5 := {X(¢) = n+ 1 e nell'intervallo
[t,t 4+ h] & avvenuto un salto indietro}, Fy := {X(t) = j, con |j —n| > 1}.

Si ha:

P(Ey) = pu(t)(1 = Anh — pinh) + o(h), P(E2) = pn-1(t)An-1h + o(h),
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P(E3) = ppi1(t)pins1h + o(h), P(Es) = o(h).
Allora, per n> 1 :
pn(t+h) = P(X(t+h) =n) =p,(t)(1=Aph—pinh) +0p—1(E) An—1h+pni1(t) inr1h+o(h),
da cui segue:

- _()\n + MTL)pn(t) +pn—1(t))\n—1 —I—pn+1(t),un + @

pn(t + h) - pn<t)
h

e quindi, passando al limite per h — 0, si ottiene infine:

p'/n(t) = —(An + pn)Pn(t) + Ao 1Pn—1(t) + pny1Png1(t).

Se n = 0, manca il termine p,,_1(t)\,—1, € si ha:

po(t) = —Xopo(t) + pap ().

In definitiva, si ottiene:

{pé(t) = —Aopo(t) + pap1(t) (2.10)
P (t) = —(Ak + )P () + A—1pr—1(t) + per1pr+1(t), k>1 :

In realta, noi siamo interessati a trovare soluzioni stazionarie py (t) = 7y ; allo scopo, bastera
risolvere il sistema ottenuto uguagliando a zero le derivate p} (t) e ponendo py(t) = 7,
cioé:

—Aomo + p1m =0 (2.11)

— (Mg + pr) T + Ae—1Tp—1 + k1T =0, K> 1 '
L’equazione (2.11) & suscettibile di una rappresentazione delle transizioni di stato:

M
By Wy Mie+1
Fig. 9: Rappresentazione delle transizioni di stato di un processo di nascita e morte
Dalla (2.11) si puo ricavare la relazione di bilancio globale:
(Al + Lr) Tl = A1 Th—1 + [l 1 Tht1 (2.12)
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che si puo interpretare, relativamente alla figura sopra, dicendo che in equilibrio statistico
il flusso di probabilita che esce dallo stato k equivale al flusso di probabilita che entra nello
stato k. Dal diagramma si ottiene:

A0To = 1T, ATk = Mk41Th41 (2.13)

che sono le equazioni di bilancio locale, riguardani coppie di stati adiacenti.
Le equazioni (2.13) si possono risolvere esplicitamente; infatti, dalla prima equazione, si
ricava m = %7?0; sostituendo k£ = 1 nella seconda delle (2.13), si ottiene my = Mg =

o
AL doqos sostituendo k = 2, si ricava mg = 227y = 22 A1 Ao
M2 1 K3 K3 H2 p1

Dunque, in generale si ha, per K =1,2,...:
_ AOATL - Ap—1
M1M2 P MI’C

0.

Tk 0.

Imponendo la condizione Y -, 7 = 1, si ottiene:

-1
SN VS VRS VI
7TO:<1+Z 0Nl kl) :

ey HiH2 Pk

che, insieme alle equazioni per m; determina esplicitamente w, per k=0,1,....

Se A\k—1/uk € costante, ovvero \g_1/ur = p, si ottiene che my = (Z:O:o pk)fl; la serie
(geometrica) e convergente solo se p < 1 e quindi questa ¢ la condizione per I'esistenza della
distribuzione stazionaria. Ad esempio, risulta A\y_1/pux = p, se Ay = A e pu; = p, Vi > 0.
Per p < 1, calcolando la somma della serie, si trova mg = (1/(1 — p))~! = 1 — p, e quindi
la distribuzione stazionaria é:

e =p"(1—p), k=0,1,...;

si tratta di una distribuzione Geometrica di parametro 1 — p.

Se A\ip—1/uk non e costante, ma A\g_1/ur < ¢, ove ¢ < 1 & una costante, allora la serie che
definisce il reciproco di my converge per il criterio del confronto, ed esiste la distribuzione
stazionaria m, anche se il calcolo di 7y, e quindi di 7%, € pit complicato.

Le equazioni di Kolmogorov (2.10) diventano particolarmente semplici nel caso di un pro-
cesso di pura nascita. Tale processo si ottiene dal processo di Poisson imponendo che il
tasso di crescita dipenda dallo stato n, ovvero si sostituisce A con A,,, oppure dal processo
di nascita e morte, ponendo il tasso di morte u,, uguale a zero. Si ottengono in tal modo
le equazioni:

P (t) = —Aipi(t) + Ae—1pr—1(t), k>1

Osservazione 2.3 Nel caso di un processo di nascita e morte in cui A\, = n\ e u, = nu,
se denotiamo con X () lo stato del sistema al tempo ¢ (popolazione in senso generalizzato)

e AX(t) = X(t+ h) — X(t), si ha:
{P(AX(t) = —1|X(t)) = uX(t)h + o(h)

{pé(t) = —Aopo(t) (2.14)

P(AX(t) = +1]X (1)) = AX (t)h + o(h) (2.15)
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Quindi:
E[X(t+ h)|X(t)] = X(t) + (A — p)hX(t) + o(h)

Passando alla media:
E(X(t+h)) = E[E(X(t+h)[X(1))] = E(X(t) + (A — p)E(X(t))h + o(h)
e dunque:
E(X(t+h)—EX(({t)=\N—pEX(t))h+o(h) (2.16)

Posto M(t) = E(X(t)), dividendo entrambi i membri di (2.16) per h e passando al limite
per h — 0, si ottiene:

M'(t) = (- p)M(2) (2.17)

che ha soluzione M (t) = X(0)e®~#t Se A = u la popolazione rimane a media costante
per ogni t; se A > i la popolazione cresce in media, al variare di t; infine, se A < pu, la
popolazione si estingue per t — oo.
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2.3 Q-matrici e matrici di transizione

Definizione 2.2 Una Q—matrice su uno spazio degli stati I é una matrice reale Q = (¢;;)

tale che:
(i) gis <0, Viel

(47) gij > 0, Vi#j, i,j €1 (2.18)

Per 7 # j il valore g;; rappresenta il tasso di transizione dallo stato i allo stato j.
Da (iii) segue che

i = a (2.19)
JF1

Il valore —gq;; = q; rappresenta il tasso di uscita dallo stato i.

Esempio 2.1 La matrice nulla:

0 0 0
0 0 0
Q= _
0 0 0

e una ()—matrice.

Esempio 2.2 Se I = {1,2} (due stati), la generica ()—matrice ha la forma:
—a o«
o= (3 %)

Definizione 2.3 (esponenziale di una matrice)
St pone:

con «, 3 > 0.

JQ:Id+§3@gV (2.20)
k=1 )

ovvero

ove Q¥ = Id ¢ la matrice identita.

La serie di sopra converge, infatti, se | A || denota una norma della matrice A, si ha:
oo oo
(tQ)" L@ I
fe@ = o YOy < ST IEIQIE _ cene < 4o
k=0 k=0
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Proprieta delle ()— matrici

(D)

€@ . e%Q = ¢%Q . ¢!Q = (t+9)Q 5 1 e RT
In particolare e ¢ = (etQ)_1 .

(IT)

ietQ = Qe!? =¢'RQ, t >0

dt
ovVVero p

t t t
i (e Q)z’j = (Qe Q)ij = (e QQ)ij
Inoltre: -
%etQ =Q"e!? =e¥Q", neN, t >0

(I11)

det (etQ) =t TTQ

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

dove det denota il determinante di una matrice e TrQ =), ¢;; denota la traccia di Q.

La (I) e (II) sono conseguenza del seguente:

Teorema 2.1 Sia Q una Q—matrice finita, allora per la famiglia di matrici P(t) = !9, t >

0, valgono le sequenti proprieta:

(a)
P(t+s)=P(s)P(t), s,t >0

(proprieta di semigruppo)
(b) P(t) é l'unica soluzione di:

%P(t) = P(t)Q, t > 0 (forward equation)

d

%P(t) = QP(t), t >0 (backward equation)
con P(0) = Id = matrice identita .

(c) per ogni intero n € IN, si ha:

d" n __ n
SoP) = P()Q" = Q"P(1)

In particolare:
d’n
—P(1) |t=0= Q"
TP == Q

che, per n =1, fornisce P'(0) = Q.
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Dim.
(a) Dalla formula del binomio di Newton:

(490 = (490 = () e Z (1) careor

]
=0

Allora:

Posto k — i = h, I'ultima sommatoria diventa:

SN Q) (@) =

h=0 i=0

oo SQh 0o th o
:<Z(h!) )( (i!)>:eQeQ

h=0 =0

Siccome P(t + s) = P(s +t), si ottiene:

tH9)Q — £5QetQ — P(s+1t) = et@es@

(b) Si ha:

d B d © thk B e tk—le—l B
P =~ (ZT) _Q;—(kz—l)! = QP(1),

ma e anche uguale a
X k—1k—1
" Q
—_— = P(1)Q.
(Z D) )Q (tQ
k=1
Osservazione 2.4 L’equazione (b) vale anche con —t al posto di t; pertanto:
ie—tQ — _e—tQQ — _Qe—tQ
dt

La condizione iniziale P(0) = Id ¢ banalmente verificata:

PO) =2 = 1d+ Y (0 'kfg)k = Id
k=1 )
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Per mostrare 'unicita della soluzione dell’equazione differenziale, sia Z(t) una qualunque
soluzione di: 4

wZt) =21)Q

Z(0)=1d

Allora: p p p
@ -tQy — (& —tQ O —tQ _
y7 (Z(t)e *?) (dtZ(t)> e "+ Z(t) e

=Z(t)Qe™'? + Z(t) (—Qe™"?) =0

Dunque Z(t)e~'“? non dipende da t, & costante, ed & uguale a Z(0)e % = Z(0) = Id.
Abbiamo quindi ottenuto Z(t)e=tQ = Id, Vt > 0, ovvero Z(t) = e'?. Lo stesso argomento
si puo appicare per I’equazione differenziale:

d
Z2(t) = QZ(1).

Osservazione 2.5 Se (@) e finita, la proprieta di semigruppo
P(t+s) = P(s)P(t) = P(t)P(s)
vale Vs,t € IR.

Teorema 2.2 Se Q ¢ una matrice finita, allora P(t) = '@ ¢ una matrice stocastica Vt > 0
se e solo se () & una Q—matrice.

Dim. (=)
Sia P(t) = €'@ una matrice stocastica V¢ > 0. Osserviamo che:
— Q _
lim P(t) — P(0) — i © Id _
t—0+ t t—0+ t
rQ\ 1
pu— 1' . — =
Jm (Z ; ) =

Dunque, se @ # j, pi;(t) = qi;t + o(t), per t — 0T, mentre p;;(t) — 1 = g;;t + o(¢).
Allora, siccome _; p;;(t) =1 (P & stocastica), si ha:

0= %Zpij(t) = Z %pij(t) = Z (QP(t));

J J J
Pertanto, per ¢t = 0, visto che P(0) = Id, si ottiene Z]‘ ¢i; = 0. Inoltre, dalla relazione

0 < pij(t) = qijt + o(t), per i # j, segue che g;; > 0, i # j; da 0 > p;;(t) — 1 = giit + o(2)
segue che ¢;; < 0. Dumque, concludiamo che () ¢ una (Q—matrice.
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(<)

Sia () una (Q—matrice; sappiamo che la somma degli elementi su ogni riga deve valere
Zero, OVVvero » ;i =0. Osserviamo che questa proprieta si conserva per le potenze di @,
ovvero, per ogni intero n, anche la somma degli elementi di ciascuna riga della matrice Q™
vale zero. Per esempio, per n = 2, (Q2)i]~ = > 1 Qikqkj, DEr cui:

D@ =D g =Y qik Y _arj=0-0=0
J Jj k k J

Procedendo per induzione, la cosa si dimostra per ogni intero n.
Cominciamo col dimostrare la tesi per P(h), dove h > 0 & sufficientemente piccolo, ovvero
che P(h) = e"@ & una matrice stocastica, se h & abbastanza piccolo. Tenendo presenti le
proprieta di @, dal fatto che P(h) = Id + hQ + o(h), per h — 07, segue che, per h > 0
sufficientemente piccolo:
(i) pii(h) =1+ hqsi +o(h) >0
(ii) per i # j, pij(h) = hq;j +o(h) >0
Infatti, cio & immediato, se g;; > 0; se invece g;; = 0, allora risulta p;;(h) = 1h%(Q?);; +
o(h?). Osserviamo che (Q?);; = >, qikqr; > 0; se (@%)i; > 0 si vede subito che (ii)
vale. Nel caso in cui fosse (Qz)ij = 0, si passerebbe a considerare @3, fino a trovare
una potenza n di @ per cui (Q");; > 0, concludendo che vale (ii), visto che risulterebbe
pij(h) = h™(Q™)i; + o(k™) > 0. Infine, se dovesse accadere che (Q™);; = 0 per ogni n, si
avrebbe p;;(h) = 0. In conclusione (ii) e verificata in tutti i casi.

Si ha noltre:

_ hQ _ ek
P(h)y=e"=1d+) 5@
k=1
e quindi:
h*
(iii) > pij(h) =) i+ Y o > @) =1,
j j K j

visto che > d;; =1e ) . (QF)i; = 0.

Allora, da (i), (ii) e (iii) segue che P(h) € una matrice stocastica.

Per concludere la dimostrazione, occorre provare che P(t) = e'?@ & stocastica per ogni
t > 0. Posto h = t/n, risulta che h si puo rendere piccolo come si vuole, prendendo n
opportunamente grande. Per tale n, risulta allora che P(h) = P(t/n) & stocastica. Ma,
per la proprieta di semigruppo:

p=r(t e ) mr (DY (D)r (D)= ((4)) =y

che & una matrice stocastica, essendo la potenza ennesima della matrice stocastica P(h).
i

Osservazione 2.6

Dalla dimostrazione fatta segue che p;;(h) € sempre positivo, mentre per ¢ # j, p;;j(h)

positivo, qualora esista un intero n > 1 per cui risulti (Q™);; > 0. Dunque, se ¢ soddisfatta

quest’ultima condizione, la matrice P(h) = e"? & regolare (addirittura risulta P(h) > 0).
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Osservazione 2.7
P(t) = e'? ¢ bistocastica se e solo se la somma degli elementi su ciascuna colonna di Q é
zero (la somma degli elementi su ciascuna riga € gia zero per le proprieta di Q).

Dim. (=)
Se Y, pij(t) =1, allora:

0= %Zpij(t) = Z %pij(t) = Z(QP(t))w

e quindi, per ¢t = 0, visto che P(0) = Id, si ottiene ), Q;; = 0.

(<)
Se Y, Qi; =0, allora per ogni intero n risulta ) ,(Q™);; = 0. Ad esempio, per n = 2:

Z(QQ)ij = ZZQikaj = Zkaj <Z Qik) =0
% P i

7 7

(per m > 2, si procede per induzione).
Allora, poiché P(t) = e!Q = Id + Y27 Q¥ si ha:

oo

k
Sput) =0+ > S S @y =1,
i 7 k=1

visto che Y~,(Q%);; = 0.

Osservazione 2.8

Se v & autovalore di Q, allora e ¢ autovalore di P(t). In particolare, €7 ¢ autovalore di
P(1).

Infatti, se v € autovalore di @ esiste un vettore u # 0 tale che Qu = yu (ricordiamo che @
ha sempre un autovalore 7, = 0). Allora:

_ L tQ,, k, __ k, _ _tv
Pt)u=e""u= —k!Qu—g Y u=elu
k=0 k=0

e quindi e ¢ autovalore di P(t).

Dunque, gli autovalori di P(1) (eccetto Ay = 1) hanno modulo minore di 1, se gli autovalori
di @ (eccetto 41 = 0) hanno parte reale negativa. Inoltre, visto che detP(t) = e!1"Q >
0, P(t) non ¢ degenere.
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Esempio 2.3 ((Q— matrice 2 x 2)
Sia, per a, 3 > 0 :

o=(7 %)

Gli autovalori di @ sono A\; = 0 e Ay = —(a+/3). Q & diagonalizzabile e risulta Q = UAU 1,
ove
0 0
A= :
(0 —(a+pB) >

ee] tk o0 tk -
Pit)y=> EQ’“ => EUA’“U 1=
k=0 k=0

Dunque:

Se a = =0, allora P(t) = Id. Altrimenti p;;(t) = A;; + Bije_(o‘+'3)t con:
{Pdij(o) = Aij + Bij = 0y
3iPii (8) lt=0= aij = — (o + B)B;
Per esempio, per i = j = 1, si ha:

A1+ B =1
—a=q1 =—(a+p)B1

da cui segue:
«

Ay =L By =
1 a+p 1 a—+f

Effettuando i calcoli per ogni i e j, si trova:

_5 _|_ _o 6—(C¥+,3)t o o e_(a+ﬁ)t
P(t) _ a+p a+ a4+ a+

B _ B —(atp)t _a_ | B —(atp)t

at+p a+p at+p a+p

Si noti che, per t — +o0, P(t) tende a:
B a
( a+p a+pB )
B «
a+B  a+pB

Esempio 2.4 (autovalori multipli)

-2 1 1 0
1 -2 1 0
@= 0 1 -2 1
1 0 1 -2



Gli autovalori sono A\ =0, Ao = —2, A3 = Ay = —3. La molteplicita geometrica di ciascun
autovalore & 1. Se P(t) = €', si ha per i,j = 1,2,3,4 :

(P(t))ij; = pij(t) = Asj + Bije > + (Cyj + Dijt)e ™™

Osservazione 2.9

1. Una @Q— matrice & sempre degenere, cioé ha determinante zero, e quindi almeno un
autovalore zero. Cio € dovuto al fatto che una riga di () € banalmente somma di altre due
righe, visto che la somma degli elementi su ciascuna riga e zero.

2. Il quadrato Q% di una Q— matrice non fornisce necessariamente una (Q— matrice, a
meno che ) non sia la matrice nulla. Infatti, se per o, 5> 0:

[—a «
o=(3 %)
Q? = ( a? + af —aQ—QB)

—af = p% af+p°

La somma sulle righe & zero (cio & vero anche per Q"); pero, affinché gli elementi diagonali
siano < 0, deve essere a = 3 = 0, ovvero Q = 0.

si ha:

3. Per il Teorema 2.2, data una @Q— matrice, risulta che P(t) = e'“ & una matrice
stocastica, il che vuol dire che esiste una CM discreta che ha P(t) come matrice delle
probabilita di transizione.

4. Non & vero che ogni matrice di transizione P puo essere scritta come e'@ per qualche
(Q— matrice e qualche t > 0. Ad esempio,

0 1 100
P1:< ),P2: 10 0
1/2 1/2 010

hanno determinante < 0, mentre e**"@ > 0, il che contraddice la proprieta (III), ovvero
det(e!@) = ettr@,

A proposito, la proprieta (IIT) (2.24) & facilmente dimostrabile nel caso in cui @ & diago-
nalizzabile. Infatti, in tal caso Q@ = UAU !, dove A & la matrice diagonale degli autovalori
di Q. Allora €@ = UetAU~! e quindi

detet® = detU - dete® - detU ™! = dete'® =

- det(dlag(l’ 6t>\27 <o 7€t>\n) = 6t Zz A €t~trQ7

visto che la somma degli autovalori di una matrice € sempre uguale alla sua traccia.
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2.4 Catene di Markov con spazio degli stati discreto, tempo
continuo ed omogenee

Definizione Una CM a stati discreti, tempo continuo ed omogenea, con (Q— matrice () e
distribuzione iniziale v é una famiglia di v.a. {X;, t > 0} a valori in un insieme discreto
I tale che:

(a) P(XO :i) =v;, 1€1

(b)) V0 <ty <t <... t, estaliig,iy,...,in €I, si ha:

P(Xo =10, Xty = i1, .., Xt,, = in) = VigDigiy (t1)Piyin (b2 — t1) -+ Pipy_yi, (b — tn—1)
dove p;;(t) sono gli elementi della matrice P(t) = e'@.

La matrice ) e chiamata generatore della CM a tempo continuo X;. Piu precisamente, X,
e detta (v,Q)— CM a tempo continuo.

Proprieta 1 (omogeneita)
La matrice P(t) = (p;;(t)) € detta matrice delle probabilita di transizione al tempo ¢ :

pij(t) = P(Xy = j|Xo =1) = P(Xi4s = j|Xs = 1) (2.30)
Proprieta 2 (perdita di memoria)
P(X(tn) = ]’X(tn—l) =1, X(tn—Z) =ln—2,.-- 7X0 = Z0) =

= P(X(tn) = j|X(tn-1) = i) = pis(tn — tn-1) (2.31)
Proprieta 3
P(X; =) =Y vipi;(t) = (vP(1)); (2.32)

Definizione 2.4
Diciamo che v = 7 & una distribuzione invariante se P(X; = j) = m;, Vt > 0, ie.
wP(t) = 7. Allora:
d d
— Z(nP(t)) = n—P(t) = 7P
0=~ (nP(t)) =n_ P(t) =nP()Q
che, per t = 0, fornisce:

Q=0 (2.33)

ovvero, se la distribuzione 7 e invariante, 7 € autovettore sinistro di ) relativo all’autovalore

0.
D’altra parte, se 7QQ = 0, allora 7P(t) = m, ¥Vt > 0; infatti:




poiché mQ* = 0, per ogni k > 1.
In conclusione, 7 & invariante se e solo se 7Q) = 0.

Proprieta 4
Se esiste lim;_, o, P(t) = II, allora, utilizzando il fatto che P(t + s) = P(s)P(t) :

= lim P(t+s)= <lim P(s)> P(t) = IIP(¢) (2.34)

§— 00 S§— 00

In tal caso esiste la distribuzione stazionaria che € anche invariante; la matrice II ha le righe
tutte uguali e in ciascuna riga vi € il vettore delle probabilita stazionarie 7 = (71, ..., m,),
che ¢ anche soluzione dell’equazione 7@ = 0. Si noti che risulta = = 7P(t) ¥Vt > 0.

o=(3 %)

Se a+ 3 > 0, allora la distribuzione stazionaria ed invariante e

Esempio 2.5 Sia:

_ (B _a
= ( a+pB aiﬁ )
Invece, se « = =0, si ha Q =0, P(t) = Id, ed ogni distribuzione ¢ invariante.

Vale il seguente:

Teorema 2.3 Sia X; una CM discreta a tempo continuo con generatore @, allora, se
X =1, posto q; = —qi; > 0, il tempo di attesa residuo R; nello stato i ha distribuzione
esponenziale di parametro q;, ovvero:

PR, <71|Xy=i)=1—e 47

o anche:
P(Rz ZTlXt:i):P(Xt+s:ia V0§S<T|Xt:i):€7qi7-
Inoltre, al tempo t + R; la CM passa nello stato j # i con probabilita p;; = q;j/qi, cioé:
. . dij
P(Xiyr, = j| Xy = 1) = q—j

Posto pi; = 0 e pij = ¢i;/q:, € immediato verificare che la matrice P tale che (P)U =pi; €
stocastica. Infatti, risulta p;; > 0, p;; = 0; inoltre, per la (2.19):

sz] Z i :__Z%j = - Q’L’L>_1

j#i —dqii g;éz qii

Osservazione 2.10 Se per uno stato ¢ risulta ¢; = 0, allora V7 si ha P(R; > 7|X; = 1) = 1,
il che vuol dire che la CM, una volta raggiunto lo stato ¢, vi rimane per sempre, ¢ € uno
stato assorbente (naturalmente, in tal caso anche ¢;; deve essere zero).

55



Esempio 2.6 Un virus si presenta sotto la forma di N + 1 diverse specie mutanti (varianti)
0,1,...,N. Esso permane nella stessa specie per un tempo aleatorio con distribuzione
esponenziale di parametro A > 0, dopodiché avviene una mutazione in una delle rimanenti
specie, con uguale probabilita. Calcoliamo la probabilita che la specie al tempo t sia la
stessa di quella al tempo 0.

Intanto, si ha ¢; = —qii = A\, Pij = ¢ij/q = qi; /A per cui ¢;; = Ap;j. Siccome una delle
altre specie viene scelta uniformemente con la stessa probabilita, deve essere p;; = 1/N e
quindi ¢;; = A/N, 1 <i,5 < N +1, i # j. Dunque, si ottiene:

~A AN ... A/N
e
AN NN .. =)\

Supponiamo ora, per semplicita, che N =1 (2 specie mutanti); allora

o=(3 4)

Ricordando I'Esempio 2.3, si ottiene:

e L
iQ
P(t)=¢e™ = — (per t — o0)
1 1,-2x 1, 1_,-2xt 11
2 7 2¢ 3 t3¢€ 2 2
ovvero p;;(t) — 1/2, i,j = 0,1 per t — oo, avendosi distribuzione stazionaria = =

(1/2,1/2).

Ritorniamo ora a considerare il processo di Poisson/nascita e quello di nascita e morte,
gia visti precedentemente. Vogliamo illustrare come essi possano essere visti come CM a
tempo continuo e trovarne esplicitamente il generatore (). Iniziamo dal processo di nascita;
ricordiamo che deve aversi:

P(X(t+h) =k +1|X(t) = k) = Aph + o(h)
P(X(t+h)=k|X(t) =k) =1 — Aph+ o(h) (2.35)
P(X(t+h) =m|X(t) = k) = o(h) se |m — k| > 2

Calcoliamo ora il generatore:

. Pt)—Id . €9 —Id = u) 1
— 1 = lim ————— =1 Q' | - — 2.
Q= fim S m e S (L) (239
Si ha:
. . DPrks1(h) = Oprq1 . Agh
1 =1 = =\
W T W TR M
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.. . pkk(h)—ékk_ . 1—)\kh—1_
) L
. prk—1(h) = Opr—1
1 =0
) S
i(h) — Op; .
(iv) lim pk()—k:Ose|k—z|>1
h—0t h
Riasssumendo, per 7,7 =0,1,...,:
A; se j =141
(Q)ij=aqij =<3 -\ sei=j (2.37)
0 altrimenti
e, per esteso:
—Xo Ao o ... ... ... 0
0 =X M\ o ... ... 0
Q= 0 0 —X X 0 ... O (2.38)
E immediato verificare che > ;%G =0eq; = —\;, dove \; rappresenta il reciproco del

tempo medio di permanenza nello stato 4, prima di andare in ¢ 4 1. Inoltre, da p;;(h) =
(Id+ hQ);j + o(h), si ottiene, ad esempio, come verifica:

p11(h) =1+ hq1 +o(h) =1 — A1h+ o(h)
p12(h) = 04 kA1 + o(h) = hAy + o(h)
p13(h) = o(h), p21(h) = hga1 + o(h) = o(h)
paz(h) = 1= Xah +o(h), pas(h) = 0+ Xah +o(h), etc.

Per il processo di Poisson, si puo ripetere il discorso precedente, sostituendo per ogni k, Ag
con .
Si puo verificare che, in tal caso, risulta:

_ _ )2 _
e M Ne—M (>\2) et

0 e~ At Ate™ At C
P(t):etQ: 0 0 e M S

Distribuzione di Poisson(At)
_ 0 Distribuzione di Poisson(At) (2.39)
N 0 0 Distrib. di Poisson(At) '



Per quanto riguarda il processo di nascita e morte, ¢ facile vedere che il generatore () ¢
dato da (i, =0,1,...):

A sej=1i+1
) sej=i—1 2.40
0 altrimenti
Ad esempio,
. prk(h) =1 . 1=+ pr)h =1
— lim 2R T = —(\
ik hg{)l+ h hgf)l+ h (A + o)
Riassumendo:
-0 Ao 0 U ()
125} —(>\1+M1) )\1 0 0
Q=1 o 142 —(Ag+p2) X 0O ... 0 (2.41)

Osservazione 2.11
Da quanto visto evince che:

e il generatore ) (Q— matrice) & una matrice di tassi, non di probabilita .
e ¢li elementi sulla diagonale principale di ) sono gli opposti dei reciproci dei tempi medi
di attesa residui negli stati, ovvero:

—Qis = q; = 1)

dove il tempo di permanenza nello stato ¢ € una variabile aleatoria con distribuzione espo-
nenziale di parametro 7;.
e fuori della diagonale, vi sono i tassi di passaggio nei vari stati.

Infatti, riferendoci per esempio al processo di nascita e morte, vediamo che:

e da uno stato ¢ > 1 il sistema puo passare nello stato ¢ — 1 (morte) oppure nello stato i+ 1
(nascita); se Th rappresenta il tempo di attesa prima di un evento “morte”, allora T} ha
distribuzione esponenziale di parametro pu;; analogamente, se T, rappresenta il tempo di
attesa prima di un evento “nascita”, allora T5 ha distribuzione esponenziale di parametro
A;. Quindi, il tempo di attesa nello stato ¢ > 1 & T; = min(73,T5), che ha distribuzione

esponenziale di parametro q; = —q;; = A\; + ;-
Se invece i = 0, essendo impossibile un evento “morte”, si trova che T; ha distribuzione
esponenziale di parametro go = —qoo = Ao -

Trascorso il tempo T; di attesa nello stato i :
- se 1 = 0, il sistema passa nello stato 1 con probabilita pp1 = qo1/(—qoo0) = Mo/ Ao = 1;
- se i > 1, il sistema passa nello stato ¢ — 1 con probabilita p; ;-1 = ¢ i—1/(—qi) =
wi/(Ai + i), e nello stato ¢ + 1 con probabilita p; ;11 = q; i11/(—qii) = Ni/(Ni + 113)-
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Si ottiene quindi, per i # j, Pi; = ¢i;/(—qii) e la matrice P assume la forma:

0 1 0 e 0

A
) pwi 2 0 0
P=1 0 3£ 0 2 0 ... 0

A2+ iz Az+pa
La matrice P descrive una CM “accelerata”, nel senso che si trascura il tempo di perma-
nenza nei vari stati, come fosse un random walk con la barriera di sinistra rifettente.
Esercizio 2.1 E data la (Q— matrice:
—-1/2 1/2
o (12 1
0 0

Si consideri la CM a tempo continuo con spazio degli stati {1,2} associata a @ e si deter-
minino la matrice di transizione P(t) = e!@ e, se esiste, la distribuzione stazionaria per la
CM.

Soluzione. Lo stato 2 ¢ assorbente, poiché goo = 0. Gli autovalori di @ sono 0 e —1/2 e
quindi @) si diagonalizza nel seguente modo:

=(1 )6 5 (0) =G0 ) h)

Dunque:
1 1 1 0 0 1
1Q _ _ _
€ _P(t)_(l 0) (0 e—t/2)(1 —1)_
e t/2 1 — e t/2 0 1
0 1 — 0 1 per ¢t — oo

e—1/2 1 _ p—1/2
P(l):( . 1 )

con autovalori 1 e e~'/2; il fatto che (P(1))22 = 1 conferma che 2 sia stato assorbente.

Si ha:

Calcolando 'autovettore sinistro di P(1) corrispondente all’autovalore 1, si trova (71, m2) =
(0,1), che conferma la distribuzione stazionaria trovata come lim;_,, P(t). Quanto sopra
discende anche da quanto trovato in generale per una (Q— matrice del tipo

—-a  «
o=(3 %)
con, in particolare, « =1/2 e § =0 (v. Esempio 2.3).
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Esercizio 2.2 Trovare a in modo che

a 1/4 1/4
Q=0 -1/4 1/4
1/3 1/3 -2/3

sia il generatore di una CM a tempo continuo con spazio degli stati {1,2,3}. Dopo aver
trovato il valore di a, trovare la distribuzione stazionaria della CM. Inoltre, calcolare ap-
prossimativamente p;;(t) (i,j = 1,2, 3) al tempo t = 0.1 .

Soluzione. Affinché ) sia una ()— matrice deve aversi a+1/4+1/4 =0, ovveroa = —1/2..
Si trova che gli autovalori di () sono: 0, —0.5 e —0.9166 .
La distribuzione stazionaria m = (my, 72, 73) € soluzione di:

{77@:0

T +me+m3 =1

Ovvero:
—571'1 + 7T3 =0
1 1

171 — 47T2+ 71'3—0

7T1+7T2+7T3—1

Risolvendo, si trova 7 = (2/11,6/11,3/11) = (0.18,0.54,0.27). Si ha poi:
P(h) = Id+ hQ + o(h) =

0 0 ~1/2 1/4 1/4
1 0|+h| 0 —1/4 1/4 | +o(h) =
0 1 1/3  1/3 —2/3

1
0
0
(1 - h/2 h/4 h/4

1—nh/4 h/4 , per h piccolo
h/3 h/3  1-—2h/3

Dunque:
0.95 0.025 0.025
P(0.1) = 0 0.975 0.025
0.033 0.033 0.933

Per ottenere approssimativamente P(t) = e'@ per t fissato si puo usare la funzione expm()
di Scilab, che calcola I’esponenziale di una matrice. Inserendo in ambiente Scilab la matrice
Q e digitando P = expm/(0.1 % @), si ottiene:

0.9516269 0.0244847 0.0238884
P(0.1) = | 0.0003975 0.9757141 0.0238884
0.0314537 0.0322487 0.9362976

che differisce poco dall’approssimazione sopra trovata. Anche la distribuzione stazionaria
puo essere trovata in Scilab, osservando che, al crescere di ¢, P(t) “converge” ad una
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matrice con le righe tutte uguali; in pratica, prendendo ad es. ¢ = 100, ovvero calcolando
P = expm(100 % @), si ottiene:

0.1818182 0.5454545 0.2727273
P(c0) 2 P(100) = | 0.1818182 0.5454545 0.2727273
0.1818182 0.5454545 0.2727273

Si osservi che
0.6329765 0.2033461 0.1636774

P(1) =e? = [ 0.0264458 0.8098768 0.1636774
0.1917906 0.2446823 0.5635270

¢ non degenere e regolare; i suoi autovalori si ottengono calcolando le potenze di e aventi
per esponenti gli autovalori di Q, ovvero e® =1, e=9% = 0.6065307, e~9-2166 = (.3998763 .
A parte il primo autovalore, gli altri hanno modulo strettamente minore di 1.

Consideriamo ora la CM (a tempo discreto) “accelerata”, ottenuta trascurando i tempi di
permanenza nei vari stati; essa e descritta dalla matrice di transizione P, dove

0 sei =]
Si ottiene:
R 0 1/2 1/2
P = 0 0 1
1/2 1/2 0

La matrice P & regolare (P* > 0), pertanto esiste la distribuzione stazionaria (ed invari-
ante) 7 per la CM “accelerata”, soluzione di 7 = 7 P. Effettuando i calcoli, si trova:

(A1, (2603
T \1w39) 7T 1’11’11

dove 7 e la distribuzione stazionaria della CM a tempo continuo, con generatore ().

Esercizio 2.2 (continuato) Modifichiamo ora il generatore @) dell’Esercizio 2.2 nel modo
seguente:
-1/2 1/4 1/4
Q= 0 -1/2  1/2
/4 1/4 -1/2

Si ottiene ancora per la matrice di transizione della CM “accelerata”:

) 0 1/2 1/2
P=l0 o0 1
1/2 1/2 0
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con distribuzione stazionaria (lig, %, %) che ¢ anche la distribuzione stazionaria della CM a

tempo continuo con generatore (), come si trova facilmente risolvendo ’equazione 7@ = 0.
Il fatto che ora la CM “accelerata” abbia lo stesso comportamento all’equilibrio della CM
originale, si spiega considerando che i tempi di permanenza nei vari stati hanno tutti la
stessa distribuzione, che & esponenziale di parametro 1/2.

Esercizio 2.3 E data la (Q—matrice:

~1/2 1/2 0
Q=1 0o 0 o0
0 0 0

Si consideri la CM a tempo continuo con spazio degli stati {1,2,3} e avente @) come
generatore. Esiste la distribuzione stazionaria?

Soluzione. Gli stati 2 e 3 sono assorbenti, essendo g2 = ¢33 = 0; osserviamo che @ ¢
doppiamente degenere, nel senso che i suoi autovalori sono: 0 contato due volte, —1/2 .
Dall’equazione P(h) = hQ + Id + o(h), troviamo che, per h piccolo:

p11(h) =21 —h/2; p1a(h) = h/2; pia(h) = 0; pai(h) = 0; paa(h) = 1; pas(h) = 0;

ps1(h) = 0; psa(h) =2 0; pss(h) =1

Quindi, in un intervallo temporale di durata h, dallo stato 1 si passa nello stato 2 con
probabilita h/2, ovvero con un tasso A = 1/2 e si rimane in 1 con probabilita 1 —
h/2; dagli stati 2 e 3 non ci si pud muovere, essendo essi stati assorbenti. Risolvendo
I'equazione (71, ma,m3)Q = (0,0,0) si trova che esistono infinite distribuzioni invarianti
del tipo (my,m,m3) = (0,6,1 — @), per 6 € [0,1]. Pertanto, non esiste la distribuzione
stazionaria. D’altra parte, calcolando e? con Scilab, si trova:

0.6065307 0.3934693 0
P(1)=e? = 0 1 0
0 0 1

La matrice stocastica P(1) non & regolare ed i suoi autovalori sono: 1 contato due volte,
e~1/2: inoltre, calcolando le potenze ennesime di P(1) si trova che la terza riga rimane
invariata, mentre al crescere di n le prime due righe tendono a (0 1 0). Ad esempio, per
n = 1000, si trova:

P(1)1000 —

oo o
o=
— o o

La distribuzione stazionaria non esiste.
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2.5 Il problema di Erlang

Consideriamo un sistema costituito da n sportelli (apparecchi di servizio) al quale arriva un
flusso elementare di richieste (i clienti), secondo un processo di Poisson di intensita A > 0.
Ogni singolo sportello puo soddisfare un solo cliente per volta, e un cliente che trova tutti
gli sportelli occupati viene respinto (piu tardi contempleremo la possibilita che egli possa
mettersi in fila, ed aspettare che venga servito). Quando un cliente viene servito da uno
sportello, esce dal sistema; supponiamo che i tempi di servizio siano v.a. indipendenti ed
esponenziali di parametro p > 0. Ci proponiamo di trovare, ad ogni tempo ¢, il numero di
clienti presenti nel sistema e di calcolare la probabilita di congestione.

Diremo che al tempo t il sistema si trova nello stato 0 se tutti gli sportelli sono liberi, nello
stato 1 se uno sportello € occupato e tutti gli altri sono liberi, ...., lo stato n rappresenta
il caso in cui tutti gli sportelli sono occupati.

Indichiamo con p(t) la probabilita che all’istante ¢ il sistema si trovi nello stato k& €
{0,1,...,n}. Troveremo delle semplici equazioni differenziali alle quali py(t) deve soddi—
sfare. Per prima cosa, calcoliamo la probabilita che al tempo t + h il sistema si trovi
nello stato 0 (tutti gli sportelli sono liberi). Tale evento & I'unione disgiunta degli eventi
seguenti:

(i) all’ istante ¢ tutti gli sportelli sono liberi e non arriva alcun cliente tra ¢ e t + h;

(ii) all’istante ¢ un solo sportello & occupato, questo finisce di svolgere il servizio tra t e
t 4+ h e, in tale intervallo non arriva alcun nuovo cliente;

(iii) allistante ¢ due o piu sportelli sono occupati e finiscono il servizio nel successivo
intervallo (¢,t + h), etc.

Facendo ipotesi analoghe a quelle fatte per il processo di Poisson, si trova che:

- la probabilita del primo evento & po(t)e™" = po(t)(1 — Ah + o(h)) ;

- la probabilita del secondo evento & p1(t)(1 — e #")e= M = py (t)uh + o(h)

- la probabilita del terzo evento & o(h).

Tenendo conto di quanto sopra, si trova che:

po(t + h) = po(t)(1 — Ah) + php1(t) + o(h) (2.42)
e, passando al limite per h — 0 otteniamo ’equazione:

po(t) = —Apo(t) + ppr(t) (2.43)

Facendo un ragionamento analogo per 1 < k < n, si trova

Pr(t) = Ape—1(t) — (N + kp)pr(t) + (k + 1) ppra (t) (2.44)

e,perk=n:
P (t) = Apn_1(t) — nupn(t) (2.45)

Come nel caso del processo di Poisson, il sistema di equazioni differenziali ottenute permette
di calcolare le probabilita p(t). Le costanti arbitrarie che compaiono quando si scrivono
le soluzioni esplicite, si determinano tenendo conto delle condizioni iniziali

po(0) =1, pp(0) =0, per k > 1 (2.46)
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(ovvero al tempo 0 tutti gli sportelli sono liberi).

Occorre aggiungere inoltre la condizione di normalizzazione Y, _, pi(t) = 1.

Invece di trovare la soluzione esplicita delle equazioni differenziali di sopra, piuttosto com-
plessa, vogliamo ora studiare il processo stazionario, ossia considerare la soluzione delle
equazioni per t — co. Se poniamo 7, = lim;_, o, px(t), tali probabilita limite devono soddi—
sfare il sistema seguente di equazioni che si ottengono da (2.43), (2.44), (2.45) sostituendo
alle funzioni py () le costanti 7, e alle derivate p) (¢) il valore zero:

—Amg+ pumy =0

A1 — ()\ + ku)ﬂ'k + (k? + 1)N7Tk+1 =0 (1 <k< n)
ATTp—1 — npumy =0

D ko Tk =1

Posto p = A/pu, si puo dimostrare che le probabilita stazionare 7y soddisfano alle formule
di Erlang:

(2.47)

ok
wk:%kzo,y.. (2.48)
ijo g7
Per k = n, si ottiene la probabilita che tutti gli sportelli siano occupati e quindi la proba-
bilita che ogni nuovo cliente venga respinto; dunque, la probabilita di congestione e

o
2 =01

Il problema di Erlang rientra anch’esso nello schema dei processi di nascita e morte: si
tratta di un processo di nascita e morte con Ay, = A per 0 < k < ne A\ = 0 per
k>mn; pp=0perk>nepu,==kuperl<k<n (cfr. con (2.12)).

2.6 Processi a coda
Consideriamo ora alcuni esempi di CM in tempo continuo, in particolare processi di nascita
e morte, che sono utili come modelli per i processi a coda. Nel seguito supporremo sempre
che il flusso di arrivi segua un processo di Poisson di intensita A. I clienti che si trovano
in uno sportello libero iniziano un tempo di servizio allo sportello, gli altri si mettono
in coda. Quando uno sportello si libera, uno dei clienti in coda inizia il suo servizio.
Non e importante 1'ordine col quale i clienti accedono al servizio; facciamo 'ipotesi che i
tempi di servizio siano indipendenti e identicamente distribuiti e indipendenti dal processo
di Poissson che regola il flusso degli arrivi. Supponiamo inoltre che la distribuzione del
tempo di servizio sia esponenziale di parametro p.

Un processo di questo tipo viene denotato col simbolo M /M /n. La prima M indica che
il flusso degli arrivi e Poissoniano, la seconda indica che il tempo di servizio & esponenziale
ed n indica il numero degli sportelli, che puo variare da 1 a co. Precisamente, utilizziamo
la cosiddetta notazione di Kendall che indica le caratteristiche di una specifica coda con
diversi campi separati da sbarre:

campo 1 / campo 2 | campo 3 / campo 4 | campo 5
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dove:

campo 1 indica la distribuzione del tempo di interarrivo (M = esponenziale, G = di-
stribuzione generica, D = costante); campo 2 indica la distribuzione del tempo di servizio;
campo 8 indica il numero di serventi; campo 4 indica la lunghezza del buffer; campo 5

indica il numero di clienti ammesso. Nel caso che il buffer e il numero dei clienti ammesso
siano infiniti, si omettono i campi 4 e 5.

2.6.1 Coda M/M/n

Si tratta di un processo di nascita e morte con A\ = A per ogni k, e ur = kp se k <
n, wr =nusek >n.

M il H ) ni nu ni
Fig. 10: Rappresentazione delle transizioni di stato di una coda M/M/n

Le probabilita stazionarie m; che nel sistema siano presenti k& clienti sono soluzioni del

sistema di equazioni (2.11). Sostituendo i valori di \x e ug e posto p = A/u, si trova che
le soluzioni del sistema ottenuto sono:

k
L k<
=4 B0 s (2.50)
M sek>n-+1

nink—n

Per mostrare le (2.50), utilizziamo le relazioni (2.13), ovvero:

AT = H1T1 5y ARTh = [hkt1Th41

con \, = A Vke

_JEkp sek=1,...,n
Hie = np sek=n+1,...

Si ha allora:

s A
T =2
1= 7,70
1 )\2
7T2:§<;> 0
3
=1L (A
773_23</J> o
1 (A)"
\Wn:m(ﬁ> o



mentre:

A A1 /A"
Tn4+1 = T = — A\ o =
Hm+1 npn. \ @

AT
“\u nonl’

A A (A)”“l 1
7Tn—|—2:,u Tpnt1 = — | — — —To =

I n n!

e quindi:

N1
T = | — — —'Wo,perkzn—l—l
w) n n!

Abbiamo in tal modo ottenuto le (2.50). Il valore di 7y lo troveremo poi, imponendo che
0 —|— Zkzl T — 1

Affinché questa soluzione sia compatibile, occorre naturalmente che sia soddisfatta la con-
dizione:

o0
D e < +oo (2.51)
k=0
OvVVvero:
Tt > e <+ (2.52)
k=0 k=n+1

Visto che la prima somma e finita, basta richiedere la convergenza della serie che, ponendo
J =k —n —1, si puo riscrivere

S (o) (253)

Dunque, la condizione di convergenza ¢ p/n < 1, ovvero p < n. Tale condizione fornisce
il numero di sportelli n da inserire in un sistema a coda con flusso di arrivi assegnato,
affinché la coda si stabilizzi, cioé esista la distribuzione stazionaria. Per p < n, la somma
della serie in (2.53) &

pn—|—1
S 2.54
wl(n— ) (254
e si trova quindi infine, imponendo la condizione di normalizzazione Z;O:O e = 1,:
—1
n k n+1

P P
_ 7 _ 2.55
o L:o k! + n!(n — p)] (2.55)



Fig. 11: Rappresentazione delle transizioni di stato di una coda M /M /oo

2.6.2 Coda M /M /o

Basta considerare il caso precedente con n — oo, ovvero A\, = A\, ur = ku, per ogni k.
Procedendo come nel caso della coda M/M/n, si ottiene:
ok

T k=0.1,... (2.56)

T =
o0 k -1
Imponendo la condizione di normalizzazione, si trova my = [Z 0 ’;—,} , cioé my = e~ .
Pertanto, si ha infine:
k
p

M= ge T k=01, (2.57)

e la distribuzione stazionaria esiste sempre, senza imporre alcuna condizione su p. Notare
che (2.57) non & altro che la densita discreta di una v.a. di Poisson di parametro p.

2.6.3 Coda M /M/1

Basta considerare un processo di nascita e morte con A\ = A e ug = p, per ogni k.

u n H u
Fig. 12: Rappresentazione delle transizioni di stato di una coda M/M/1

Per trovare le probabilita stazionarie, occorre risolvere il sistema di equazioni (v.
(2.11)), oppure usare il risultato per la coda M/M/n con n =1 :

{—>\7T0—|—,LL7T1 =0 (258)

—( AN+ )7k + Amp—1 + pme1 =0, E>1
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Alternativamente, usando le (2.13), si ottiene:
m™ =

T —

AN T

e quindi, in generale, si ha:

()
T = | — 70
12

Imponendo la condizione di normalizzazione:
) k
A
o (—) +1] =1

o = (ﬁ) T 1— 2 (2.59)

e quindi, posto p = A/p, si ottiene la distribuzione stazionaria:

si trovas:

e =p"(1—p), k=0,1,... (2.60)

Naturalmente, la serie di sopra converge soltanto se p < 1; dunque la distribuzione
stazionaria esiste solo se p < 1, cioé A < pu, il che significa che I'intensita di arrivo deve
essere strettamente minore del parametro della distribuzione esponenziale del tempo di
servizio. Si noti che (2.60) ¢ la densita discreta di una v.a. Geometrica di parametro 1 — p.

Riassumendo:
per la coda M/M/1 si prende pp = p = cost
per la coda M /M /n si prende pj = p - min(k, n)
per la coda M /M /oo si prende py = kpu

I relativi generatori (matrici @) corrispondenti sono:

per M/M/1
- A 0 0
[ (At A 0
Q= 0 i SO+ p) A (2.61)
per M /M /n con, ad es. n =2
—A A 0 0
po =N+ ) A 0
Q=] o o0 —(\+2u) A (2.62)
+2u) A



per M /M /oo

—A A 0 0
po =N+ p) A 0 .
Q=1 0 o —(\+2p) A .. (2.63)
0 0 3u —(A+3m) A

2.6.4 Distribuzione del tempo totale che un cliente trascorre nel sistema
per una coda M/M/1

Se un cliente entra nel sistema quando il numero dei clienti ¢ N = n, dovra attendere che
tutte le n persone presenti completino il servizio all’'unico sportello, piu il tempo necessario
ad espletare il proprio servizio allo sportello (per semplicita, supponiamo che il cliente entra
nel sistema esattamente nell’istante in cui inizia il servizio del primo dei clienti in fila allo
sportello). Dunque, condizionatamente a N = n, il tempo T che il cliente attende nel
sistema e la somma di n + 1 v.a. esponenziali indipendenti di parametro p, quindi ha
distribuzione I'(n + 1, u). Allora:

t
P(T <t|[N=n)= / ﬁ' “HS(us)"ds
o N

da cui:

n=0
= / e (us)™ - p"(1— p)ds | =
n—0 o N
t oo sp)™
= u(l—p) e“sz('unﬁ)) ds =
0 n=0 ’

¢ t
=pu(l— p)/ e H3elPs ds = (1l — p)/ e H1=P)s (g =
0 0

— 1 — e H(1=p)t

e quindi 7" ha distribuzione esponenziale di parametro u(l — p) = u — .
Ricordando che la media di una v.a esponenziale ¢ il reciproco del parametro, si ottiene

W=E(T)=1/(n—2X) .
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2.6.5 Distribuzione del tempo 7. che un cliente trascorre in fila
per una coda M/M/1

Osserviamo che P(T. = 0) = P(N = 0) = mp = (1 — p). Se il cliente entra nel sistema
quando il numero dei clienti € N = n, con n > 1, il tempo che trascorre nella fila, prima
che venga iniziato il proprio servizio, uguaglia il tempo di n tempi di servizio. Dunque,
condizionatamente a N = n > 1, il tempo T, che il cliente attende in fila ¢ la somma di n
v.a. esponenziali indipendenti di parametro p, quindi ha distribuzione I'(n, ). Allora, per
n>1,set>0:

t
P(T.<tIN=mn)= / B gn—temnsgs,

Quindi, per t > 0:

P(T. <t)=P(T. =0) + i P(T, < t|{N = n)P(N = n)

n=1

(ricordando che la distribuzione stazionaria & geometrica di parametro 1 — p, ovvero
P(N =n) = p"(1 - p))

oo t n
M n— —MS n
“ror S ([ i) oo

t 00 —1
- (usp)”
:1—p+p1—p/ue "SE —~————ds
( ) 0 1 ('n—l)'

t
=1l-p+ p/ p(l = p)e =P ds;
0

osserviamo che l'integrale non ¢ altro che la probabilita che una v.a. esponenziale con
parametro (1 — p) sia < ¢, pertanto vale 1 — e~ (=Pt Dunque, riprendendo il calcolo,
otteniamo per ¢t > 0 :

P(T.<t)=1—p+p(l—e r0=Pt) =1 _ pe=nll=p)t,

La v.a. T, ha massa in ¢t = 0, avendosi P(T. =0) =1 — p > 0 (poiché p < 1) e, derivando
P(T. < t) rispetto a t, si ottiene che la densita della parte continua di T, é:

fr.(t) = pp(1 — p)e =P ¢ > 0.

Si noti che l'integrale da 0 a 400 di fr, () non vale 1, ma p < 1; si ha, pero:
“+oo
P(T, < +00) = P(T, = 0) +/ Fr)dt=1—p+p=1,
0
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come deve essere.
La media di T, e:

+oo
_u(i— p
:p/ (1 — p)e PA=Ptyqp = = :
0 (1=0) p(L—p)  p(p—=2A)

Quindi:

W, = E(T,) = m

2.6.6 Sistemi a coda in regime stazionario e relazioni di
Little
Per i sistemi a coda Markoviani visti, ’esistenza della distribuzione stazionaria permette
di considerare un regime stazionario per il processso N(t) del numero di clienti. Basta
considerare il processo con distribuzione iniziale uguale a quella stazionaria. Si puo di-
mostrare che vale [’ergodicita, ovvero in tale situazione un sistema a code si evolve verso il
regime stazionario e le medie temporali di quantita di interesse calcolate in [0, t], tendono,
per t — oo alla media calcolata nel regime stazionario.

Per valutare 'efficienza di un sistema a code si introduce il fattore di utilizzazione
n = p/n = A/ (un). Questa quantitd ¢ data dal tasso medio di arrivo dei clienti A per
la media del tempo di servizio, diviso il numero n degli sportelli. Si puo dimostrare che
n ¢ uguale alla percentuale media di utilizzazione degli sportelli. Per un sistema non
deterministico in regime stazionario si trova che n < 1, ovvero non e possibile avere una
utilizzazione completa degli sportelli (nel regime stazionario vi sara una probabilita positiva
per uno sportello di essere libero). Quantita di notevole interesse sono:
1) il numero medio L di clienti nel sistema;
2) il numero medio L. di clienti in attesa nelle code;
3) il tempo medio W che un cliente trascorre nel sistema;
4) il tempo medio W, che un cliente trascorre in attesa nelle code.

Le due ultime quantita sono collegate dalla relazione

1

Ci accingiamo ora a dimostrare la prima legge di Little, ovvero che L = AW. Per fare cio,
abbiamo bisogno del seguente Lemma.

Lemma Sia X; un processo di Poisson omogeneo, con intensita .
Allora, per t — 400 si ha, quasi certamente:

X
RN
t
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Dim. Osserviamo che, set=nsiha X, =X, =21+ 2+...+Z,,dove Z;,1=1,...,n
sono v.a. indipendenti con distribuzione di Poisson di parametro A (infatti, ritorna X,, ~
Poisson(n))). Per la legge dei grandi numeri, per n — oo si ha q.c.:

X, ZitZot..+Z
An _AH Lt H I pogy

n n

Per t > 0, abbiamo n = [t] <t < [t] + 1 =n+ 1, dove | | denota la parte intera; siccome il
processo di Poisson X; ¢ non decrescente, si ha X,, < X; < X,,,1. Abbiamo, allora:

Xn Xt XnJrl

< — K
n+1— ¢t n (*)
ma: X X .
ntl _ Ang1 N N1 = 0\
n n+1 n
e

X, X, n

n—f—lz n n+1

—A-1=A\
Pertanto, da (x) otteniamo, per t — 400 :

X
Tt — A, q.c.

e la dimostrazione del Lemma & conclusa.

Dimostrazione della prima legge di Little, L = AW.
Indichiamo con N (t) il numero di clienti presenti nel sistema all’istante ¢ e poniamo

T
Nior) = / N(t)dt (2.65)
0

Allora, la media temporale di N(t) nell’intervallo [0,77] & :

— NO T

Ny = % (2.66)
Per T — +oo grazie all’ergodicita, lim7_, o N & uguale alla media di stato del numero
di clienti, cioé L. Dunque, si ha:

L= lim Np= lim —N[O’T] = 1 —N[O’T] . Ar (k)
T—+4o0 T—+o0 T T—~+o00 XT T

dove X; ¢ il processo di Poisson degli arrivi. N 7] rappresenta il tempo cumulativo

speso da tutti i clienti del sistema nell’intervallo [0,7] e Xp ¢ il numero di clienti che

sono arrivati nell” intervallo [0,7T7; quindi limp_, o N7/ X1 rappresenta il tempo che

un cliente trascorre nel sistema. Inoltre, per il Lemma X1 /T, tende a A\, per T — +00.
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Quindi, passando alla media in (*x), utilizzando anche il Teorema di convergenza dominata,
otteniamo:

L = E(L) = E(tempo che un cliente trascorre nel sistema) - A = W - \.
La dimostrazione della prima relazione di Little
L=\W (2.69)

¢ conclusa.

Facendo un analogo ragionamento per il numero N.(¢) di clienti in fila al tempo t,
nell’ipotesi di ergodicita si ottiene la seconda relazione di Little:

L.= AW, (2.73)
Le due relazioni di Little sono valide per un’ampia classe di sistemi a coda in regime

stazionario. Ad esempio, per una coda M /M /1 la distribuzione stazionaria esiste se e solo
se p=A/pu <1, cioé A < u. Da (2.60), la distribuzione stazionaria del numero di clienti

nel sistema e : .
= (é> (1 _ i) (2.74)
Y Y

S S ) () - -

Si ha quindi:

k=1 k=1 M H
e
Le=Y (k=Dme=(1-=)> (k=1) (=] =
k=1 = K
e k e8] k
()2 G) -0 x6) -
K/ K K/ = \H
)\2
Quindi, usando le relazioni di Little, otteniamo:
g A (2.77)

=X e (g — A)
che soddisfano la relazione W = W, + % Si noti che 'espressione per W & stata gia trovata
in 2.6.4, dove si e mostrato che il tempo che un cliente trascorre nel sistema ha distribuzione
esponenziale di parametro p — A, mentre ’espressione per W, e stata gia trovata in 2.6.5
Osserviamo che quando 1 = p tende a 1, il numero medio dei clienti nel sistema ed in coda
ed il tempo medio di un cliente nel sistema ed in coda tendono all’infinito. Questa ¢ una
caratteristica generale dei sistemi a coda stocastici. Se si cerca di aumentare il fattore di
utilizzazione, si deve pagare il prezzo di far crescere il numero dei clienti in coda ed i loro
tempi di attesa. Il valore n = 1 non e raggiungibile da un sistema a coda stocastico in
regime stazionario; puo pero essere ottenuto da un sistema deterministico, ad esempio con
uno sportello in cui i clienti arrivano ad intervalli di tempo regolari, fissi ed uguali al loro
tempo di servizio.
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