FACOLTA DI INGEGNERIA
CALCOLO DELLE PROBABILITA E STATISTICA
INGEGNERIA CIVILE E A&T E INFORMATICA

SECONDA PROVA SCRITTA - 16 LucLio 2024
A.A. 2023-2024

Durata della prova 2:30 h
Punteggi: 1) 4+4; 2)4+3+4 3)3+4+4.

Totale = 30.

Esercizio 1 Siano X ed Y due variabili aleatorie indipendenti ed uniformi sull’insieme {—2, -1, 1}
(i) Calcolare P(X <Y') e la densita di Z = max(X,Y).
(ii) Determinare la densita della variabile aleatoria U := X —Y, e calcolare Cov(U, X +2Y).

Esercizio 2 Sia (X,Y) un vettore aleatorio di densita congiunta f(z,y) =e ¥ per 0 < z < y.
(i) Trovare le densita marginali di X e Y. Calcolare inoltre Cov(X,Y).
(ii) Trovare la densita condizionale di X dato Y = 5. Si tratta di una densita nota?
(iii) Sia Z =Y — X. Trovare la densita congiunta di (X, 7). Le varabili aleatorie X e Z
sono indipendenti?

Esercizio 3 Un campione di 100 dischetti per computer viene estratto da una grossa fornitura
ed esaminato per rilevare eventuali difetti. Si trova che 80 pezzi superano il controllo.

(i) Calcolare un intervallo di confidenza a livello 1 —a = 0.9 per la percentuale p di dischetti
della fornitura accettabili.

(ii) Sia p = 0.6. Utilizzando I'approssimazione normale stimare la probabilita che in una
produzione di 100 dischetti ve ne siano non piu di 33 difettosi.

(iii) Siano Xi, X»,... v.a. di Bernoulli di parametro p = 0.8, e sia X,, := W
Stimare quanto deve essere grande n affinché sia P(|X,, — p| < 0.01) > 0.99).



CALCOLO DELLE PROBABILITA E STATISTICA, A.A. 2023-24
SOLUZIONI DELLA SECONDA PROVA SCRITTA - 16 LuGLio 2024
Esercizio 1 (i)
(X <Y}=(X,Y) e {(-2,-1),(~2,1), (-1, 1)}.

Quindi

1 1
P(X <Y)=pxy(-2,-1) +pxy(-2,1) + px,y(-1,1) =3 x 9= 3

Notiamo che Im(Z) = {—2,—1, 1} e inoltre

(Z=-2} ={X=-2Y=-2}
(Z=-1}) ={X=-2Y=-1}JU{X=-1Y=-1}U{X =-1,Y = -2}

(Z=1} ={X=-2Y=1lU{X=-1,Y=1}U{X=1Y=1}U{X=1,Y =-2}U{X =1}
Quindi ! ; i
pz(=2) =g, pz(=1) =g pz(1) = g.

(ii) Notiamo che Im(U) = {-3,—-2,-1,0,2,3} e inoltre

({(U=-3) ={X=-2Y=1}
({U=-2} ={X=-1Yy=1}
{U=-1} ={X=-2,Y=-1}

(U=0} ={X=-2Y=-2U{X=-1Y=-1U{X=1Y=1}
(U=1} ={X=-1Y=-2)
(U=2) ={X=1LY=-1)
(U=3 —{X=1Y=-2)
Quindi
pu(=3) =pu(—2) = pu(-1) = pu(1) = pu(2) = pu(3) = % pu(0) = %
Inoltre

Cov(U, X +2Y) =Cov(X =Y, X +2Y) =Cov(X,X +2Y) — Cov(Y,X +2Y) =
=Var(X)+2Cov(X,Y) - Cov(X,Y) —2Var(Y) = Var(X) —2Var(Y)
Siccome Var(X) = Var(Y) allora Cov(U, X +2Y) = —Var(X). Infine

E(X) = —g, E(X?) = g =2

e pertanto Cov(U, X +2Y) = —(E(X?) — E(X)?) = —%.
Esercizio 2 (i) Si ha:

+oo
fx(@) = / dye L 0 cpeyy (@, 9) =

— 00

+o0 +00
= / e Ydy = [— e*y] =e ¥ sex>0.
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+oo
fY(y) = / dxe_y1{0<ac<y}(x>y) =

—0o0

y
= / e Ydx =ye Y, sey > 0.
0

Quindi X ~ Ezp(l) e Y ~T'(2,1) e pertanto E(X) =1, E(Y) = 2. Inoltre

+o0 Y 1 400
E(XY) :/ ydy/ ze Ydx = 2/ yle Vdy =
0 0 0

L) (>~ 1 5 3x2
2 /0 T’ YT ’

e dunque Cov(X,Y)=3—-2=1.
(ii) Si ha
8_5]10 5 1
fX|Y($|5) = ??K = 5]10<x<57
ovvero la densita condizionale di X dato Y = 5 ¢ una densita uniforme sull’intervallo [0, 5].

(iii) Consideriamo ora la trasformazione g : (X,Y) — (X, Z)

X =X
Z =Y-X
X =X
Y =X+72

Jg-1(z,2) = (i (1)> , detJg1(x,z) = 1.

Allora, la densita di (X, Z) ¢ :

e la sua inversa

con

f(X,Z) (IL’, Z) = f(a;,a; + Z) 1= ei(x+Z)1{0<:Jc<x+z} = ei($+z)]l[0,+oo) (‘T)]l[O,+oo) (y)

Si ricava immediatamente che X e Z sono indipendenti, entrambe esponenziali di parametro
1.

Esercizio 3 (i) Consideriamo le v.a. X; ,7 = 1,...,100, tali che X; = 1 se l'i-simo
dischetto controllato e privo di difetti, X; = 0 altrimenti. In generale un intervallo di
confidenza di livello 1 — « per la percentuale incognita p di una distribuzione bernoulliana
per un campione sufficientemente grande ha ’espressione:

_ o — o
I= |:Xn o/ P1-ay2, Xn + 7n ¢1a/2:|

dove n e la dimensione del campione, gbl_% ¢ il quantile di ordine 1 — § della distribuzione
normale standard, e 0 = y/p(1 — p). Maggiorando o con 1/2, si ottiene:

_ 1 — 1
IcC |:Xn - ﬁ ¢1—%7Xn + m ¢1_62¥:|

Nel caso in esame ¢1_% = ¢0.95 = 1.65. Pertanto si ottiene 'intervallo [0.8 — %01.65, 0.8 + %01.65} =
[0.8 —0.165,0.8 + 0.165] = [0.717,0.882] .



(ii) La variabile aleatoria S190 = X7 + ... + Xj00 conta il numero di dischetti buoni ed ha
una densita binomiale di parametri 100,0.6. L’evento ”su 100 dischetti ce ne sono non
piu di 33 difettosi” corrisponde pertanto all’evento Sigg > 67 Indichiamo con Z una v.a.

gaussiana standard.

S100 — 100p 67 — 100p )

P(S100 > 67) = P <\/100p(1 —p) ” v/100p(1 — p)

Posto p = 0.6 si ha quindi

<5100 —60 _ 67 —60

> ~P(Z>143)=1-®(1.43) =1 —0.9236 = 0.0764.
V24 V24 > ( ) (4

(iii) Si ha:

P (X, —p/<001) =P <\/ﬁ|Xn ol < ﬁom) -
(1-p)

01<z<

_pf__ WV WV
=P < mo mo.m) .

— 29 (ﬁo.m) —1
p(1 —p)

Siccome ¢ = 0.8 - 0.2 = 0.16, ovvero o = 0.4, affinché 'ultima quantitd ottenuta sia
> 0.99, deve aversi ® (1/n/40) > 0.995 ~ ®(2.58). Dunque deve essere /n/40 > 2.58,
ovvero n > 10651.



