ANALIST MATEMATICA 1 (17/02/2020)

Esercizio A1l. [punti 4] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

/7ZT log(1 — cos ) N
o [|sin2z)l*
Svolgimento: Si ha f, € C°(0,%). Per x — 0%, si ha

Clog (3(1+0(1))  2logz
fal@) = el o))~ 200

(1+0(1)),

percuifolfae]R < a <1l Perx— 57, postoy:=F —x— 07, siha

[sin(m —2y)]* [sin2y)lr 20e(l40(1)) 20yt

_ loBll ~os(5 ) _ logll —siny) _ ~y(1+ ol1) L (14o(1)),

fa(z) = fa (g—y> -

per cui ffﬂfaeR — a <2

Pertanto f, ¢ integrabile (in senso improprio) in (0, 7) se e solo se a < 1.



Esercizio A2. [punti 7] Calcolare il seguente limite

. [ _1 1\ -6n n2+1} )
lim (e n—i——) ——(n”.

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:

y2 y3 2

¢ = Lby+ 54 +o(y?), log(l4y) = y=T+o(y’). Iy =1+ +o(y).

Si ha:

log<e_%+%):10g<1—5+———+—+0<i)):———+0<1

da cui segue

1 Iy 6e _1 1 3 1 1
(en—i——) :exp<—6nlog(en+—)>:exp(——+—2+o<—2>
n n non n

D’altra parte

n?+1 1 1 1 1 3 9 1
T iy o) -2 2ol
n+3 +n21+% +2n2+0 n? n+n2+0n

1-2 4+ —+ +( ) 1 3+19+(1)
=l——4—+ " do[=)=1—=-4+—"F0l—).
n n? n  2n? n?

Pertanto

n—oo N2

lim {(e_% + l)_% _ymtl }n2 = lim —i(l +0(1))n? = —4.

= 1+y+y*+o(y?).



Esercizio A3. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

f(z) = arctan <7) — |z

2] — V6
specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza. Studiare il comportamento della funzione negli eventuali punti di non
derivabilita. Non é richiesto lo studio di f”.

Svolgimento: Il dominio di f & R\ {—+/6,1/6}. Inoltre, f & continua e pari. Per z — o0,
si ha
22(1+ o(1))

|z[(1+0(1))
per cui y = —x + 7 ¢ asintoto obliquo, per x — +00, e y = = + 7 ¢ asintoto obliquo, per
x — —oo. Inoltre,

f(z) = arctan ( ) — x| = —|z| + g + o(1),

mil:\r/n_ f(z) = xE%i { arctan <_:£1j7\0/(61)) —V6+ 0(1)} = :Fg ~ 6.

Per 0 <z < v6 e x > /6, si ha

o) = 1 21’(1’—\/6)—(1’2—7)_1: 22— 26z + 7 _1
L+ (27)° (@ Vo (2= V/6)2 + (a2 — 7)2
1— (2% —7)?

eV @ T

per cui f & crescente in (v/6, \/_] e decrescente [0, \/6) ein [\/_ +00). Inoltre, z = /8 & un
punto di massimo relativo, f(1/8) = arctan ( )

Infine,

o(1)

hm f im =0,
48
O — 1 o) — 20
£1(0) = T f(r) =T,
e quindi, per la disparita di f’, anche
lim  f'(z) =

z—(—V6)*

Allora x = 0 ¢ un punto angoloso, mentre la posizione limite delle rette tangenti, per x —
(£v/6)*, & orizzontale.

Figura 1: Grafico della funzione.



Esercizio A4. [punti 6] Calcolare I'integrale

jus

/2 sin(2x) log(1 — cos z) dx .
0

Svolgimento: Usando la sostituzione ¢t = cosx, si ha

/2 sin(2x) log(1 — cos ) dx = 2/2 sin x cos z log(1 — cos x) dx
0 0

1
:2/ Hlog(1 — #) dt.
0

Integrando per parti

@t @ e — gy L / t
/tlog(l t)dt = 5 log(1 —t) 5 | 1o 1dt
t2 1
= Elog(l_t)_§/<t+1+—t_1)dt
t? 2t loglt—1]
— el —4) — L _
og(l—1) =+ =5 5 :
dove in (a) si e usato
f(t) =log(1 1), f(t) =1,
Allora
% t2 1
/ sin(2z) log(1 — cos x) dx = [(t2 — 1) log(l —t) — 3 t}o
0

t2
— i 2 _ — 1) — —
B tl_1)I1r£ ((t 1) log(1 =) 2 t)
()

3 3
= =+ i 2)logy = —=
5 T Jim y(y+2)logy = —,

dove in (b) si e usato il cambio di variabile y = 1 — ¢ nel primo addendo.



Esercizio A5. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

,_ oz +2)(y—3)
1+ 22
y(0) =1.

Svolgimento: L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili:

z(x +2)
—3)dy = | ————dx.
/(y 3) dy /xQH x
Risolviamo il primo integrale:
]' /
——dy =logly — 3|+ ¢.
y—3
Risolviamo il secondo integrale:

/%dm:/<l_z2+l+1.2_:::_1>dx:x_arCtanx+10g(I2—|—1)—|—C//,

Pertanto
log |y — 3| = # — arctanz + log(z® + 1) + ¢ = y — 3 = ke ~rctanatlog(i+a?),

Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 si ottiene k = —2. Pertanto la soluzione del problema
di Cauchy e
2
yc(x) =3 26x—arctanx+log(l+x ) — 3 2(1,2 + 1)6x—arctanx‘



