ANALIST MATEMATICA T (29/01/2020)

Esercizio A1l. [punti 4] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine n = 6, centrato nel punto
xo = 0, per la funzione

f(z) = sin(e” — cos(zV/2)) .

Svolgimento: Utilizziamo lo sviluppi di Taylor, per y — 0:

2 .3 2 4 6 3
ey:1+y+%+%+o(y3), cosyzl—%+g—4—%+o(y7), siny:y—%+o(y4).
Allora

z? o Loy 1 o 14 L s 6

e” —cos(V2r) =142+ —a* + 2% — 1+ 2% — —2* + —a% 4 o(zf)

2 6 6 90
1 8
:2x2+§x4+5x6+0(x6),
da cui segue

s a? o L, 8 ¢ 1 2 31)3 6

sin(e® — cos(v2z)) = 2z +§:c +£I —6(2x + o(2%))” + o(z°)

1 52
= 22% + §x4 — Exﬁ + o(z9).



Esercizio A2. [punti 7] Determinare il limite, per z — 0%, e + — +o0, della seguente

funzione )
(m—l—cosx/Qa:) /r_ 1

log(1 1 2) (2z+5).

fz) =

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor, per y — 0:

2 2 4

log(l4+y) =y — %+0(y2), cosy=1-— %—i—%jLo(y‘r’).
2 2
Per x — 07 si haz+cosv2x:x+1—x+%—l—0(x2):1+%—|—0(932),dacui segue

2

(z+ cos@)ww = exp {glog (1 + %2 + 0({172))} = exp {;(% + 0(:172))}

= exp{% —l—o(:c)} =1+ %x+0(m).

Pertanto

1
lim f(z)= lim 37+ olr) ofz)
20+ =0+t x + o(x)

(54 0(1)) = 3

D’altra parte, per x — 400,

(o cosV22)* = oxp { 2o (1-+-cos V3R ) } = exp{ =55 (14 0(1))} = 1+ 257 05T,

per cui

2182 (1 + o

—_
~—
~—

22(1 + o(1)) = 4.

li =1
x—lgloof(x) oo log z(1 4 o(1)



Esercizio A3. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione
f(z) = log|3e” — 2¢*|

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza. Studiare il comportamento della funzione negli eventuali punti di non
derivabilita. Non é richiesto lo studio di f”.

Svolgimento: I dominio ¢ {z € R|3e” —2¢** # 0} =R\ {log 2}. Si ha, per 2 — +o0,
f(z) = log(2e* — 3e") = 22 + log(2 — 3e™*) = 27 + log 2 + o(1),
mentre, per x — —00,

f(z) =log(3e” — 2e**) = x + log(3 — 2¢”) = x + log 3 + o(1),

. (a) ;.
lim r) = lim log|z| = —o0,
z—(log 3)* f( ) 2z—0+ & | ‘

dove in (a) si ¢ usata la sostituzione z = 2e2* — 3¢”.

Allora x = log% e un asintoto verticale, mentre y = x + log 3 e asintoto obliquo, per xr — —o0,
ey = 2x + log 2 ¢ asintoto obliquo, per x — 4o00.

Per x # log%, si ha

3e* —4e**  4e® — 3
! — e

F@) = 35 ~ 5 — 3

pertanto f e crescente per x < log% e per x > log %, e f ¢ decrescente per log% <z <log %, e
z =log 2 & un punto di massimo relativo, f(log2) =log 3.

Figura 1: Grafico della funzione.



Esercizio A4. [punti 6] Calcolare I'integrale

1/4
Vzarcsin(1 — 4z) dx .
0

Svolgimento: Si ha

W 2 s 5
/\/Earcsin(l —4x)dx @ §x3/2 arcsin(1 — 4z) — / gﬁ/z\/% i

2v/2 T
/2 arcsin(1 — 4x) + / dx
3 V1-2zx

2 2
© §x3/2 arcsin(1 — 4z) + g /(y2 —1)dy

)+

2 2 1
= §x3/2 arcsin(1l — 4x) + gvl — 2:17(5(1 —2z) — 1) +c

2 2v2
= §x3/2 arcsin(1 — 4z) — Tf( +1)V1—2z +c,

2
= -
3

2
= §z3/2 arcsin(1l — 4x) +

dove si € usata in (a) I'integrazione per parti, con

{f(x) _ arCSin(l - 41’), f/(l’) - \/1—(_14—4m)2 - _\/xg:cz

g'(z) =V, g(a) = 322,
e in (b) la sostituzione y = /1 — 2z = z = 3(1 —y?). Allora
14 2 2v/2 1/4
rarcsin(l —4x)dr = |-z “arcsin(l —4x) — —(x + — 2z
V7 arcsin(1 — 4z) d ; 3/2 arcsin(1 — 4 \9[ HV1—=2
0 0
5 22

18jL 9



Esercizio A5. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

2 —x
y = Ve
V3+e®
y(0) = :.

Svolgimento: L’equazione differenziale e a variabili separabili:
1 e *
—dy = / —dx.
/ y? Y V3+e™®

1 1
/—2dy:—_+c
Yy Y

Risolviamo il secondo integrale, con la sostituzione e™* = ¢. Si ha

Risolviamo il primo integrale:

e " 1
70&:—/70[15:—2\/3+t+c:—2\/3+e—1‘+c.
/\/3+e—~"f V3+t
Pertanto

1
—— =-2V3+e*+ec.
Yy

1

= ¢ si ottiene ¢ = —1. Quindi la soluzione del problema

Imponendo la condizione iniziale y(0)

di Cauchy e
1

BN =

y(x)



