AnavList MATEMATICA T (Fs-L) 30/1/2018

Risposte non giustificate non verranno considerate. Consegnare solo la “bella copia”.
Scrivere anche sul retro del foglio.

Cognome: 1
2
N : 3
ome ’
Matricola: 5
TOTALE

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 6, centrato in zo = 0,
della funzione

Fz) =log(1+ ") — 2sin(z?) .

Svolgimento:

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

, (n —logn)*(n+9)"logn
lim .
n—oo (n2+ 5logn)" — (n? + 2)»

Svolgimento:



Esercizio A3. [punti 5] Risolvere 'equazione z2|2%| + 16i = 2% + 161|2?|.

Svolgimento:

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

/+°° log(4 + x?) s
o |log(1+z)+log(log(l+z))|"(z +4)2~
Calcolarne il valore per a = 0.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 30/1/2018. Cognome e Nome, Matricola:



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

-1
=52 s ()

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 30/1/2018. Cognome e Nome, Matricola:



AnavList MATEMATICA T (Fs-L) 30/1/2018

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 6, centrato in zy = 0,
della funzione

flz) =log(1 + e*) — 2sin(z?).

Svolgimento: Si ha, per x — 0,

f(a:):log<2—x2+lx4 Lo + o(a® ) 2(3:2 —2% 4 of 8))

2 6
1 1
log2+log<1—§x2+4x ——x6+0:p6>—2x +3:p + o(x%)
1 1 1 1 1 1 1 2
=log2+ (= gt gt = gt b ola®) = 5 (= gut 4 et et ola”)
1 1 1 1 3 1
+§< 2x2+1x4—ﬁx6+0(x6)> + o(z") — 227 +3x + o(x%)
1 1 1 1 1 1 1
oD — gt e ta e L6 6
082 — gu gt~ — g @t — gt =200+ ga® 4 o(a?)
D 1 1
:log2—§x2+§x —|—§x6+0(:c6),
: o L, 134 3 2 L3 6
dove si sono usati gli sviluppi e* = 1—i—z+§z +62 +o0(z°), con z = —z°, per cui o(2°) = o(x?),
1 1
log(1+2) =2 — 52'2 + gz?’ +0(2%), con z = =22 + Lot — Lab 4 0(29), per cui o(2%) = o(29),

esinz=ux— 623 + o(2%), con z = 22, per cui o(z*) = o(z®).

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

(n —logn)*(n+9)"logn
im
n—oo (n2+5logn)" — (n? + 2)"

Svolgimento: Si ha

1 ~ 5l -
(14225 = (L Z)n (1 +o(1))

n2

(n— logn)*(n +9)"logn @ (1= E2)"(1+ L) logn o) L82(1 4+ o(1)) ¢
(n?2 +5logn) — (n%+2)" 5’

n

dove in (a) si ¢ diviso numeratore e denominatore per n?, e in (b) si sono usati i risultati:

0 (1=222)" = o {nton (1= 222)} o {n (- 232 - S5 +o(15)) } -

exp{—logn+0 }— (1+0(1));

(i1) (1—1—512?”) = exp {nlog (H_E)logn)} = exp {n517(;gn<1+ (1))} = 1+51<;gn<1+0<1));

20 (1 + %)n = exp {nlog (1 + %)} = exp {n%(l + 0(1))} =1+ %(1 + o(1)).




Esercizio A3. [punti 5] Risolvere 'equazione z2|2%| + 16i = 2% + 161|2?|.

Svolgimento: Si ha
22|22|160 = 2% 4+ 16|22 <= (22 —160)(|2*| —=1) =0 < |z| =1 V 22 = 16i

= |dl =1V z=4vi= 24 cos T +isin L) = £2v2(1 +1).

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

/+oo log(4 + %) p
a X .
0 ‘ log(1 + x) + log(log(1 + x))‘ (v +4)2@
Calcolarne il valore per a = 0.
. : log(4 + 2?%)

Svolgimento: Sia f,(z) =

& fa() |log(1 + x) + log(log(1 + z))|*(x + 4)2~«

22(1+ o(1))

1
' (x) = = 1+0(1)), allora l'integrale [ f.(x) dz con-
falx) Tog 2P A7(1 + o(1)) 42*ax*2|logx\°‘< +0(1)), allora I'integrale fo fo(z) dz con
2logz(1+o(1)) 2

verge Voo € R. Poiché, per x — +o0, fo(z) = (log )" 221 + o(1)) = xzfa(logx)afl(l +

o(1)), allora 'integrale f:;goo fo(z)dx converge <= 2—a >1 <= a < 1. Ne segue che

I'integrale fOJrOO fa(x)dx converge <— a < 1.
Determiniamo una primitiva di fy. Si ha

/ log(z? +4) gy @ _log(a:2 +4) / 2z dx .
(x + 4)? B x+4 (x +4)(x2+4)

® log(4+2?) 2 1 1/ 21 1/ 1 x
2o T 2 et [ S —dat = 7d(—)
14 5 )z a5 ) Eaa® s ) mEafa

log(4 2 2 1 1
= —% ~ log |z + 4| +g log(x2+4)+g arctg (g) +C,

. Poiché, per z — 0T,

dove si sono usate in (a) 'integrazione per parti con

Y@=k gl) ==k,
n (b) 1a d - 2 2 1 " 2a+l 2 1 1 2
in a decomposizione = = - = _Z_- 4 -_==
P (x+4)(x2+4) S5zx+4 ba?+4 S5zx+4 ba?+4
1 1
10 (52 +1
“log(a®+4) log(4 + z%) 2 1 9 1 T\ 1Y
Allora/o W dx = UJETOO [_W_g log |x+4|+g log(x +4)+g arctg (5) }0 =

) log(4 +w?) 1 w244 1 W 9 ™ 9
1 {—7 = (7) = arct (—)} 7 ogd =T 1 log2.
w0 wrd 5 \mraep) Ttelg) st et T g T g o8



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

:c—|—| |
2

-1
+ 3 arctg (x )

fla) = —

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento: Si ha dom f = R\ {3}. La funzione ¢ continua, perche composizione, rapporto,
e combinazione lineare di funzioni continue.

Per « — +00, si ha f(z) =z + 3arctg(1 +o(1)) = z 4+ 2 + o(1), per cui f ha asintoto obliquo
y=x+ 2. Per x — —oo, si ha f(z) = 3arctg(l + o(1)) = 2T + 0(1) per cui f ha asintoto
orizzontale y = %’T. Inoltre, lim, 3+ f(x) = lim, .3+ x + 3 arctg ( ) =3 3” Calcoliamo la
derivata prima. Si ha

6
f,(x):1+52gn(x)+1_( 3) :{—2%, x <0,
+ (£3)? s, x>0,
per cui f'(z) >0 <= =z € (0,2 -2 U[2+ V2, +00). Quindi f & crescente in [0,2 — /2],
e in [2 + /2, +00), e decrescente in (—oo,0], in [2 —/2,3), e in (3,2 4+ v/2]. Allora, 2 = 0 e
z = 2+ /2 sono punti di minimo locale con f(0) = arctg—, exr=2-—+2¢ un punto di
massimo locale. Inoltre, f7(0) = lim,_o- f'(z) = —2, ¢ fL(0 ) = lim, ,o+ f'(z) = £. Quindi

x = 0 e un punto angoloso.

Infine, ( )
w6z —2
fi(w) = (12 — 4z + 5)2’ v #{0,3},

per cui f"(z) >0 < z € [2,3)U(3,400). Quindi f & convessa in [2,3), e in (3,+00), e
concava in (—o0, 0], e in [0, 3), mentre x = 2 & un punto di flesso. Il grafico di f & riportato in

figura.




ANALIST MATEMATICA I (Fs-L) 19/2/2018

Risposte non giustificate non verranno considerate. Consegnare solo la “bella copia”.
Scrivere anche sul retro del foglio.

Cognome: 1
2
N : 3
ome ’
Matricola: 5
TOTALE

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 5, centrato in zo = 0,
della funzione
f(z) =sin(x — 2*) — xlog(1 + x + 27) .

Svolgimento:

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

lim (62/”2 —i—cos(%)y12 .
n—reo (1 + cos(%) + #)nQ

Svolgimento:



Esercizio A3. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

y" — 5y’ + 6y = 4e* + 12t — 4
y(0) =1, 4'(0) =0.

Svolgimento:

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

/+OO T + 1

dx
2 w(z 4 2) (Vo + 1)
Calcolarne il valore per a = %

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 19/2/2018. Cognome e Nome, Matricola:



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione
T+95
f(z) =2+ 3 +log 213

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 19/2/2018. Cognome e Nome, Matricola:



ANALIST MATEMATICA I (Fs-L) 19/2/2018

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 5, centrato in zy = 0,
della funzione

f(z) =sin(x — 2?) — zlog(1 4+ z + 27) .

Svolgimento: Si ha, per x — 0,

1 1
f@) = (o =a%) = e =" + (¢ = 2%)° + o(a"))
1 1 1
- ZL‘<(1‘ + 2%) — é(x + 2%)? + g(:p + 2%)3 — i(x + 22)* 4 0(x4)>
1 1 1 1
2 Lt a3 L a L5 1 5 5
- (x S A L A T ARG >>
— x(x +a? — le . lx‘l + lx?’ +at — lx‘l + 0(:104))
2 2 3 4
1 1 59 1 2 1
= (x — - éx?’ + §ZE4 on +o(x 5)) — <x2 + st — §x4 + Zx5 + 0(x5)>
2 7 89
=z — 22 — §x3 + 6:1:4 — EO:C + o(z?),
. o o 1 1 6 2 :
dove si sono usati gli sviluppi sinz = z — 62 + Eoz + 0(2°), con z = x — x?, per cui
1 1
0(2%) = o(29), e log(1+2) = z — 52'2 - gz?’ — Zz4+0(z ), con z = x+ 2%, per cui o(z?) = o(z?).
Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite
(e cos(1)"
lim .
"m0 (14 cos(2) 4+ =)
Svolgimento: Si ha
(27" + cos(2)" @ 27 (1+0(1)
(14 cos(2) + %) 2ne=7/4(1 4 0(1)) )
dove in (a) si sono usati i risultati:
(1) X/ +cos()—1+ +o(5)+1— 55 +0(%)—2+22+0( 5 );
(zz) (e2/m* + cos(IN)™ =27 (1 + (1 + 0(1)))" = 2" exp {n?log (1 + 2 (1 + 0(1)))} =

2" exp {n’ 5 (1+0(1))} = 20°e3/1(1 +o(L);

(m)1+cos() %—1+1—2n2+ +0( ):2_#+0(#);

(iv) (1+cos(3) +75)" =27 (1= gz(1+0(1)))" = 2" exp {n*log (1 = 55(1 +0(1)))} =
27 exp {n” 4—7( o(1))} =277 /4(L + o(1)).



Esercizio A3. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

y" — 5y + 6y = 4e? + 12t — 4
y(0) =1, 3/(0) =0.

Svolgimento: E un’equazione differenziale del secondo ordine lineare non omogenea. L’e-
quazione caratteristica A2 — 5\ + 6 = 0 ha soluzioni A = 2 e A\ = 3. L’equazione omogenea
associata ha soluzione y,,, (t) = cre® +coe, con 1, c; € R. Cerchiamo una soluzione particolare
dell’equazione non omogenea della forma y,,(t) = ate® +bt+c. Sostituendo nell’equazione diffe-
renziale, otteniamo 4ae? +4ate* —5(ae® +2ate® +b) +6ate* +6bt +6¢ = —ae* +6bt —5b+6¢ =
4e* +12t—4 < a=—4,b=2,c=1, per cui y,(t) = —4te* + 2t + 1, e la soluzione generale
dell’equazione non omogenea & Yyen(t) = c1€? + cpe® — 4te* + 2t + 1. Dalle condizioni iniziali

otteniamo
1 = y,en(0) = 1 = -2
Ygen(0) =1 + 2 + — 1
0= y;en(O) = 201 + 302 -2 Cy = 2.

Allora Yoaueny (t) = —2€* + 2e* — 4te® + 2t + 1, t € R.

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

dx
s (e +2)(Va + 1)

Calcolarne il valore per a = %

z+1
Svolgimento: Sia f,(zr) = e studiamone il comportamento asintotico
g Jfa(2) (e 1 2 (/£ 1) p
1 1 1
per x — +o0o. Per a > 0, fo(x) = x(l +o(1)) = (1 4 o(1)), per cui I'integrale
x4a+§<1 _'_0<1)) x4af§
+o00 1 3 z(1+o(1))
.(z)d <— 4da—:>1 «— >:2 P =0, = =
[, fa(z) dz converge a— 3 a > g Per a fo(z) SNCETD)
z(1+0(1))

Vr(l + o(1)), e +°ofxd:pnonconverge. Per a < 0, fu(z) = =
A +olL). e Ji fole) ) = eI+ o))
S (14 0o(1)), per cui l'integrale f:oo fa(z) dz converge <= 3a—1>1 < o> 1, che

o2
¢ assurdo. Ne segue che l'integrale f0+°° fo(z) dx converge <— a > %.
Determiniamo una primitiva di fi/,. Si ha

1
2

/ r+1 p ()/ 22 +1 5 d / 2(z2 +1)dz
r = zZaz =
32(/x +2)(Vx + 1) 22(z+2)(z+1) 22(z+1)(z+2)
3 1 3
© ~3 log|z|——+4log|z+1|—§log|z+2|+0
z
1 1)8 1
= — log <<\/E—+>) - — 4+ C’
2 232 (\Jx + 2)° Ve
dove si sono usate in (a) la sostituzione v/x = 2 = z = 2% dz = 2z2dz, e in (b) la
2(22 + 1) 31 1 1 5 1

d .. — __ - _ — — .
€commposizione 22(Z+ ]_)(Z+2) 2 - + 22 z+1 2242

= 41 s (VT + 1) | qe

All dr = 1 [_1 (—)__} _
Ora/4 22+ 2V + ) T e 12 BT 128/ Vr
s (Vo + 1)8 1y 1 1. 3 1 13

— 1 (—1 ( )— ) | — 24 2 10g2 — 4 log3.
oo \2 B\ 320 /0 + 2)5 tyTge Ty e 083

Vw

23.45 2



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

f()—x+3+log’ ’

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento: Si ha dom f = (—o0, —=5)U(—5, —3)U(—3, +00). La funzione ¢ continua, perche
composizione, rapporto, e combinazione lineare di funzioni continue.
Per x — +o00, si ha f(z) = x+ 34 0(1), per cui f ha asintoto obliquo y = = + 3, per z — +o00.

Inoltre, lim, 5+ f(z) = —o0, e lim,_,(_g)+ f(z) = +o00. Calcoliamo la derivata prima. Si ha
3 3— 5) 2 248 13
flay=14 20227 (xj):l— _raser
x+5 (x +3) (x+3)(x+5) (r+3)(x+5)

per cui f'(x )2

= 7€ (—00,—4—3JU (-5, -3)U[~4++/3,+00). Quindi f & crescente
in (—oo, — 3], i

0
V3], in (=5,-3), e in [-4 + /3, 4+00), e decrescente in [-4 — /3, -5), e in

(—3,—4 + \/_], ha un punto di massimo locale in z = —4 — /3, e un punto di minimo locale
in —4 + /3.
Infine,
4 4
f/l(x) — (.T + ) ,
(x 4+ 3)%(x 4+ 5)?

per cui f"(z) > 0 <= =z € [—4,-3) U (—3,+00). Quindi f ¢ convessa in [—4,—3), e in
(=3, +00), e concava in (—oo, —5), in (=5, —4], e in (3, +00), mentre z = —4 & un punto di

flesso. Il grafico di f e riportato in figura.




ANALIST MATEMATICA T (Fs-1) 19/6/2018

Risposte non giustificate non verranno considerate. Consegnare solo la “bella copia”.
Scrivere anche sul retro del foglio.

Cognome: 1
2
N : 3
ome 4
Matricola: 5
TOTALE

Esercizio A1l. [punti 5] Disporre in ordine crescente di infinitesimo [cioe, f < g <= g =
o(f)], per  — 07, le seguenti funzioni

(log(1 + x))? — sin(2? — 42?) — 323 e — cos?(x)

Jx) = arctg(z log ) ’ 9(z) = sin(2z — a3)
2 arctg(z?) — arctg(2z?
(o) = 2lE(?) — areig(22")
x* +log(1 + logx)
Svolgimento:

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

B4 (V1= n)2
n—o00 (4 + %)”(1 + \/m) .

Svolgimento:



Esercizio A3. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

, arcsint
y =

y(0) = —2.

Svolgimento:

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

+o0o
/ 3¢ log(4 4 e **) dx .
0

Calcolarne il valore per a = 3.

Svolgimento:
Analisi Matematica I (Fs-L) 19/6/2018. Cognome e Nome, Matricola:




Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

2 2
f(x) = m — 2arcsin (x4i 1)

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 19/6/2018. Cognome e Nome, Matricola:



ANALIST MATEMATICA T (Fs-1) 19/6/2018

Esercizio A1l. [punti 5] Disporre in ordine crescente di infinitesimo [cioe, f < g <= g =
o(f)], per  — 0T, le seguenti funzioni

(log(1 + z))* — sin(x? — 423) — 323 e — cos?(x)
flz) = ;9@ =
arctg(z log x) sin(2z — x3)
2 2) — 222
W) = arctg(x*) — arctg(2x*)
x* +log(1 + log:v)

Svolgimento: Si ha, per v — 0T,

(z—32° + 32° + 0(3:3))2 — (2% — 42® + o(a?)) — 3a?
xlogz(1+ o(1))
(22 =2 + o't + o(a?)) — (2” — 42® + o(a")) — 32® 1 a°
xlogz(1l+ o(1)) - 12logx
B (1 — 2%+ %x‘l + 0(x5)) — (1 — %:pQ + ix‘l + 0(:165))2
(2r ~ )1+ o{1)
B (1—a?+ 2a* +o(a®)) — (1 — 22 + 32" + o(z")) 1
— 221 T o) =57 2*(1+0(1)),
~ 2(2? = 320 4 o(x 9)) (22?2 — 825 4 0(2))
S (1 o)
225(1 + o(1)

_ m =2z logz(1 + o(1)),

percui h < g < f.

fx) =

(1+0(1)),

logz

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

B (Vn+1 - Yn)
noo (4+ (14 y/n+ 2logn)

Svolgimento: Si ha

(3-+ 4n)" (Yn 1= )" @ ¥ (L+ o) =220 +0(1)
(4+ H)*(1 4 +/n+2logn) 4rel/A(1 + o(1))y/n(1 + o(1)) ’

dove in (a) si sono usati i risultati:

(1) B4+4n)" =4™n"(1+ )" = 63/44"n"(1 +0o(1));

(1) YT~ /= 0/ oxp (Llog(1+ 3)) — n® = exp {2 - g + o) } — /" =
n{1+ s — g o)} — el = “%1——+o<»

) (7T - )" = o {Flog (1~ & + o)} = Few (5(~ & +o(d) =

(1 o(1);

(iv) (A4 1) =41+ L)m =47l (1 + o(1)).



Esercizio A3. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

, arcsint
y g
Y

y(0) = —2.
Svolgimento: E un’equazione differenziale del primo ordine a Variabili separabili. La soluzione
generale e %yQ = [ydy = [arcsintdt 0 tarcsint — [ \/tld% = tarcsint + 5 f = tarcsint +
Vz+ C = tarcsint + /1 —t2 + C, dove in (a) si e usata 'integrazione per parti, e in (b) la
sostituzione z = 1 — t? = dz = —2tdt. Dalle condizioni iniziali otteniamo

1
2:§ygen(0)2=1+0 — C =1,

per cui y? = 2(tarcsint ++v/1 —t2+1), ey = i\/Q(t arcsint + /1 — t2 4+ 1), e dalla condizione
iniziale segue che dobbiamo scegliere il segno negativo. Allora

Yauchy(t) = —\/2(t arcsint + V1 — 12 4 1),

e l'intervallo massimale di esistenza della soluzione e ¢t € (—1,1) [perché il radicando ¢ somma
di quantita positive].

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

+o0
/ 23 log(4 + e ) da .
0

Calcolarne il valore per a = 3.

Svolgimento: Sia f,(z) := 2% 3¢ **log(4 + ¢ **) e studiamone il comportamento asintotico
1

per & — +00. Per a > 0, fo(z) = 2* e *log4(1l + o(1)) = o<—2), per cui l'integrale
x

f;r fa(z)dx converge Yoo > 0. Per a = 0, fo(x) = %, + fo(z) dx converge. Per

a <0, folr) =23 log4(1 + o(1)) — +oo, per cui l'integrale fl fo(2) dx non converge.

Studiamo il comportamento asintotico di f, per z — 07. Si ha f,(z) = 2*31log5(1 + o(1)),

per cui fo folz d:c converge precisamente quando o« — 3 > —1 <= «a > 2. Ne segue che

I'integrale fo (z) dx converge <= «a > 2.
Determiniamo le prlmltlve di f3. Si ha

a 1 2
/63m log(4 + e **) dx @ _ /z2 log(4 + 2%) dz U —§z3 log(2* +4) + 3 /

o 1 2
© —gz?’ log(z* +4) + —<

2tdz
22+ 4
3
S 8 arctg (%) + C)

3\3
1 2 8 16 o
= —56_3”6 log(e %" 4 4) + 56_39” — ge_“” + 3 arctg (62 ) +C,
dove si sono usate in (a) la sostituzione z = e™* = dz = —e " dz, in (b) 'integrazione per
=1 4 2 / — _2z
parti con f,(z) 02g( +2, f) Z‘§+22 , e in (c) la decomposizione
9 (Z) =z 9(z) =%
e il risultato [ 55 = 3 f 25 = 1arctg(%) + C.
too 1 2 8 16 o
Allora/0 e log(4+672m) dr = w1—i>1:ll—1c>o [—ge’?’x log(e*2x+4)+§e*3x—§e*m+§ arctg <62 ) }
1 22 16 1
= glogB—l—— — —arc g(—)



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

2 2
f(x) = m — 2arcsin (1’43—:1- 1)

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento: Si ha dom f = R. La funzione e continua, perche composizione e rapporto di
funzioni continue.

Per # — 400, si ha f(x) = 7+ o(1), per cui f ha asintoto orizzontale y = 7, per x — Fo0.
Calcoliamo la derivata prima. Si ha, per ogni x # +1,

() = _2433(564 +1) — 423 - 222 1 _ 8z(zt — 1) _ 8 sgn(z* — 1)
(z* + 1) — (22 (x + 1)/ (2% —1)? i+ 1 ’
L

per cui f'(z) >0 < z € (—1,0] U (1,+00). Quindi f & crescente in [—1,0], e in [1, +00), e
decrescente in (—oo, —1], e in [0, 1]. Inoltre, lim, ,(_p+ f'(x) = £4, e lim,_,1+ f'(x) = £4, per
cui z = %1 sono punti angolosi.

Infine, per ogni x # +1,

() = 8(1 — 42*) sgn(z* — 1)7

(SU4 + 1)2
per cui f"(x) >0 <= z € (-1, —g] U [g, 1). Quindi f & convessa in [—1, —g], e in [@, 1],
e concava in (—oo, —1], in [—g, ¥2], e in [1,+00), mentre z = i§ sono punti di flesso. Il

grafico di f e riportato in figura.

o % 0 5



ANALIST MATEMATICA T (Fs-1) 10/7/2018

Risposte non giustificate non verranno considerate. Consegnare solo la “bella copia”.
Scrivere anche sul retro del foglio.

Cognome: 1
2
N : 3
ome ’
Matricola: 5
TOTALE

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 6, centrato in zo = 0,
della funzione
2
f(z) = log(1 + sin 2?) — 2% .

Svolgimento:

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

. (1+2Y4+23/3)"log(1 + logn)
lim 1 . il
nsoe (57 — (5 — L)) log(= + )

n logn

Svolgimento:



14 iv/3\2
1—2’\/3)'

Esercizio A3. [punti 5] Risolvere l'equazione z* = 4(

Svolgimento:

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

/4 (5 + 3y/7)(arctg z)?*? e

(dx — x?)>

Calcolarne il valore per a = %

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 10/7/2018. Cognome e Nome, Matricola:



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

Flx) = (2la] ~ 1) exp ()

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 10/7/2018. Cognome e Nome, Matricola:



ANALIST MATEMATICA T (Fs-1) 10/7/2018

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 6, centrato in zy = 0,
della funzione
2
f(z) = log(1 + sin 2?) — 2" .

Svolgimento: Si ha, per x — 0,

1 1 1
f(z) =log (1 + 2 — 63:6 + 0(:1:9)) - 2(1 R S A 0(:1:7)>

2 6
1 1 1 2
= (2= G0+ o)) = 5 (# — e+ o)
Lo 1 o\ ? 7 o a4 Ll 7
+§<:c — 5% + o(z )) +o(z')—2—-22"—x — 3% + o(x")
::EQ—1x6—1x4+1x6+0(x7)—2—2x2—x4—lx6+0(:p7)
6 2 3 3
3 1
= 22— §ZE4 — 6x6 + o(x"),

dove si sono usati gli sviluppi:
(1) sinz = z — 623 + 0(z*), con z = 22, per cui o(z*) = o(2%);
(ii) log(1 4 2) = z — 522 + 523 +0(z%), con z = 122 — Lab + o(27), per cui o(z*) = o(z%);

(iii) e =1+ 2+ 5,22 + 6z3 +0(2%), con z = 22, per cui o(z%) = o(x9).

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

(142344 23/3)"1log(1 + logn)

lim
N ) e
Svolgimento: Si ha
(1424 +23)"log(1 +logn) () 5712%/5(1 + o(1)) loglog n(1 + o(1)) 122/5
G~ (6 m)log(l + 1) 5(1— e U5)(1 1 o1))(~ loglogn)(1 +o(L)) &A1

dove in (a) si sono usati i risultati:
log 4 log 4 1 log 3 1
(i)ﬂ:41/":exp<og >:1+ o8 +0(—>,e%=1+ o8 +0(—>,percui
n n n n n

2log4 1 21 1\\7 2log 12 1\\"
292V = (142 2080 (L) o 288 (L Blog2 (Lyyr

n n n Tl

(1 2 o))~ e s (14 o))} - e (P2
0(%))} = 5" exp (2 os; 12)(1 +o0(1)) = 5n122/5(1 +o(1));
)5 = (5- ) = 5{1- (1= 5) "} =50 =)+ o)

(1ii) log (% + lo;n> = log (lo;n(l + 0(1))) = —loglogn(1l+o(1)).



1+4v/3\2
Esercizio A3. [punti 5] Risolvere l'equazione z* = 4( + Z\/_> .
1—iv3
14iv/3\2 ' 1+ iV 2
: ) , e calcoliamo |w| = 4(7>
i3 1 —iv3

4 k
2arg (1 4 iv/3) — 2arg (1 — iV/3) = 2% + 2% =3m Allora z = yw = {\/ﬁ(cos (% + %) +

i sin (g +%T)> k=0, 1,2,3} - {§(1+i\/§), —g(\/ﬁ—i), —\/g(um/ﬁ), g(\/ngi)}.

Svolgimento: Sia w = 4( =4, e arg (w) =

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

/4 (5 + 3y/7)(arctg z)?*? i
0 (dz — z)° '

Calcolarne il valore per a = %
(

5 + 3/)(arctg z)?> !
(17 — 27) x € (0,4).

S5r* 1 (1+o0(1) 5

goge(140(1))  4exl=a(1 +o(1))

Svolgimento: Sia f,(z) :=

Poiché, per z — 01, f(z) = , allora 'integrale [ fa(x) dx

converge <= a > 0.
10(arctg 4)?*~1(1 + o(1))

294 — 2)*(1 4+ o(1))

Poiché, per x — 47, fo(z) = , allora I'integrale f fo(z) dx converge

— a<l.
Ne segue che I'integrale fo fo(z)dz converge <— 0 < a < 1.
Determiniamo una primitiva di f1 /2. Si ha

5—1—3\/de_5/ dx +3 dx
Vaz — 22 Vaz — 22 Vi—1z’

ed inoltre

-2
= arcsin (%) +C,

r—2

[dove in (a) si ¢ usata la sostituzione z = £=] e

—d(4 - z)

/m N =-2V/d—-2+C,

per cui

dx T — 2
——— =JHarcsin [ —— ) —6V4—ax+C.
/\/437—:02 ( 2 )

4
d b—2 -2
Allora/0 \/ﬁ = bl_ig{ (5 arcsin (?> —6v4 — b)—(}igh (5 arcsin (QT) —6v4 — a) =
5t + 12.



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

Flx) = (2la] ~ 1) exp ()

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento: Si ha dom f =R\ {1}. La funzione ¢ continua, perché composizione, prodotto
e rapporto di funzioni continue.

Per z — 400, si ha f(z) = 2z — 1)(1 + - + o(=15)) = 20 — 1+ 2= 4 o(1) = 22+ 1 + o(1),
per cui f ha asintoto obliquo y = 2x + 1.

Per 2 — —o0, siha f(z) = —(22+1)(1+ =25 +o(-4)) = —20—1—2240(1) = —22—3+0(1),
per cui f ha asintoto orizzontale y = —2x — 3.

Inoltre, lim,_,;- f(z) = lim,_,;- exp ( )(1+0(1)) =0,elim, ,;+ f(x) = lim,_,;+ exp (ﬁ)(lJr
0(1)) = +o0, per cui x = 0 & asintoto Vertlcale da destra.

Calcoliamo la derivata prima. Si ha

—2z24+62—1

1
b 1 2z =1y NG e_l, x <0,
f(x) =exp (—az — 1) (2 sgn(z) r — 1)2> = 9 902 6uks

e ezl x>0,

per cui f'(x) > 0 < z € (0, ‘/_] U2 2\/_ +00). Quindi f & crescente in [0, 2 2\/3]’ e in
[3+2‘/§, +00), e decrescente in (—oo, 0], in [2= =3 1), ein (1, 3+2\/3]. Allora, z = 0 e z = 252 sono
punti di minimo relativo, con f(0) = —1 ¢ f(3+2\/_) = (24+V3)eV3 1 ex = % ¢ un punto di
massimo relativo (come si vede meglio nella figura di destra), con f (3’T¢§) = (2 —V3)e V3L,
Inoltre, f'(0) = lim,o- f'(z) = —%, e f1.(0) = lim,_o+ f'(z) = 2. Quindi z = 0 & un punto
angoloso (come si vede meglio nella figura di destra).

=

Infine,
5 — 8z . <0
— e,
_ 1 4 Y 7
re= %y
_  pPz-—1 >
(x _ 1)46 Y ZL‘ )
per cui f’(z) > 0 < =z € (—o00,0] U[3,1) U(1,400). Quindi f & convessa in (—o0,0], in
[2,1), e in (1, 400), e concava in [0, 2], mentre z = 3 & un punto di flesso (come si vede meglio

nella figura di destra). Il grafico di f e riportato nella figura di sinistra.

: 01
Vs \

1.0

1 s s s s s s s s s s s s s s
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ANALIST MATEMATICA T (Fs-L) 5/9/2018

Risposte non giustificate non verranno considerate. Consegnare solo la “bella copia”.
Scrivere anche sul retro del foglio.

Cognome: 1
2
N : 3
ome ’
Matricola: 5
TOTALE

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 5, centrato in zo = 0,
della funzione
f(z) =22% ™" —1)* + cos’ .

Svolgimento:

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

(61/” — cos(%))n

Svolgimento:



Esercizio A3. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

y" + 4y = sin(2t)
y(0) =1, y'(0) = 1.

Svolgimento:

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

too 1 1
ﬁarctg( )dz.
o (z+3) x4+ 2

Calcolarne il valore per a = 1.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 5/9/2018. Cognome e Nome, Matricola:



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione
flz)=avVa2 -1

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 5/9/2018. Cognome e Nome, Matricola:



ANALIST MATEMATICA T (Fs-L) 5/9/2018

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 5, centrato in zo = 0,
della funzione
f(z) =22 —1)* + cos’ .

Svolgimento: Si ha, per x — 0,

_9.2(1_ 1o, 13 3 1) IR 5v)°
flz)=22°(1—2+ -x x> 4o(x’)—1) + (1 r©+ —x" 4 o(x”)

2 6 2 24
1 1
= 22° <x2 — 23+ o(x?’)) + (1 — 2+ Zx‘l + Ex4 + 0(:105))
7

=1—-a2*+ §x4 —22° 4 o(2"),
dove si sono usati gli sviluppi:
=142+ 522 + 623 +0(2*), con z = —x, per cui o(2%) = o(z?),
cost =1— 51‘2 + ﬂx‘l + o(2%).

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

Svolgimento: Si ha

dove in (a) si sono usati i risultati:
(i) (V™ —cos(2))" = 1+ 1+ 55 +o(h) — 1+ +0(5)" = L1+ +02)" =
Lexp (nlog (1+ 2 +0(2))) = Lexp(n-2(1+0(1))) = S (1+ o(1));
(1)) (2+2—-2)" =L exp(nlog(1+2—3))=Lexp(n-2(1+0(1

n n? n3 n




Esercizio A3. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

y" + 4y = sin(2t)
y(0) =1, y'(0) = 1.

Svolgimento: E un’equazione differenziale del secondo ordine lineare non omogenea. L’equa-
zione caratteristica A>+4 = 0 ha soluzioni A\ = £2i. L’equazione omogenea associata ha soluzio-
ne Yom (t) = 1 cos(2t)+cysin(2t), con ¢q, co € R. Cerchiamo una soluzione particolare dell’equa-
zione non omogenea della forma y,(t) = at cos(2t) + bt sin(2t). Sostituendo nell’equazione diffe-
renziale, otteniamo —4a sin(2t)+4b cos(2t) — 4at cos(2t) — 4bt sin(2t) + 4at cos(2t) +4bt sin(2t) =
sin(2t) < a= —1, b =0, per cul y,(t) = —3t cos(2t), e la soluzione generale dell’equazione
non omogenea & Yge,(t) = ¢1 cos(2t) + ¢ sin(2t) — 1t cos(2t). Dalle condizioni iniziali otteniamo

oot =

= C C1 =
1=y..(0)=2¢c, — 5 co =

Allora Yoaueny () = cos(2t) + 2sin(2t) — Tt cos(2t), t € R.

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

+o0
1 1
ﬁarctg< )d:c.
o (z+3) x4+ 2

Calcolarne il valore per a = 1.

1
Svolgimento: Sia f,(z) := ———— arct (—) e studiamone il comportamento asintotico
& fa(z) (x + 3)2 S\z 12 P

per x — +oo. Si ha, f.(z) =

<— 2a0+1>1 << a>0.
Determiniamo le primitive di f;. Si ha

5o (L + o(1)), per cui I'integrale fo fa(x)dx converge
€T (6%

/ 1 " ( 1 )d (a) 1 . ( 1 ) / dz

————arc r = — arc —

(x + 3)2 S\ 12 r13 B\ 2 (x +3)(22 + 4z + 5)
(®)

1 1 1
arctg (—) — —log|x + 3|+ - log(:c +4x +5) — 5 arctg(x + 2) + C,

r+3 T+ 2

o) = wete(c), ['0) = e
I@) = o gle) =~

9

dove si sono usate in (a) l'integrazione per parti con {

: - 1 1.1 1wl 11 1 _ 2044 11
e in (b) la decomposizione s rrsy = 5573 ~ 2 Praets — 2 793 — 4 Priers T 2 @rrA
oo 1 1 1 1 1 214 )
Allora / arctg ( ) dr = lim {— arctg ( )+ log (M) —
(33—1—3) x+2 w00 w+3 w+2/ 4 (w+ 3)?

1 9y 1 1 1y 1 9y 1
— arctg (w+2) }+ arctg ( ) 1 log (5>+2 arctg 2 = _Z+3 arctg (2) 1 log (5>+§ arctg 2.



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione
flz)=avVa2 -1

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento: Si ha dom f = R. La funzione e continua, perche composizione e prodotto di
funzioni continue.

Per x — 400, si ha f(x) = 2*3(1 4 o(1)), per cui f non ha asintoto obliquo, per x — +o0.
Calcoliamo la derivata prima. Si ha, per = # +1,

2

2 52 — 3
@) = Va? =1+ - =_>

(1’2 _ 1)2/3 3(1,2 _ 1)2/3 ’

per cui f'(z) > 0 <= z € (—00, —y/2]U[1/2,400). Quindi f & crescente in (—oo, —y/2], e in

[ %, +00), e decrescente in [—\/g, \/g], per cui x = —\/g e un punto di massimo locale, mentre

240(1) .
3B )23 (1ro(1)

= 400, per cui x = £1 sono punti a tangente

T = \/g ¢ un punto di minimo locale. Inoltre, lim,_, (1= f'(2) = lim,_, 1)

5
240(1)
3-41/3(z—1)2/3(1+0(1)

+oo, e lim,_,1+ f/'(z) = lim,_,;+
verticale.
Infine, per x # +1, si ha

() = 10z(2? — 1)%3 — dz(2?* — 1)71/3(5a® — 3) _ 2z(52” - 9)
3(x2 — 1)4/3 3(x2 — 1)3/3’

per cui f(z) >0 <= x € [—%, -1)ulfo, 1)U [%,—l—oo). Quindi f & convessa in [—-%, —1],
in [0,1], e in [%,jtoo), e concava in (—oo, —%], in [-1,0], ein [1, %], mentre ¥ = —1, x = 0,

e x = 1 sono punti di flesso. Il grafico di f e riportato in figura.




ANALIST MATEMATICA T (Fs-L) 17/9/2018

Risposte non giustificate non verranno considerate. Consegnare solo la “bella copia”.
Scrivere anche sul retro del foglio.

Cognome: 1
2
N : 3
ome ’
Matricola: 5
TOTALE

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 4, centrato in zo = 0,
della funzione
2
f(z) = 2" —sin(2z + 327).

Svolgimento:

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

{Vnn2+5n + 5nnn2+4n _ n”+5
lim

n—oo (5+ L)7(3n2 4+ 2¢/n +logn)?

Svolgimento:



Esercizio A3. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

{y' + 2y tg(t) = tg(t)
y(0) = 1.

Svolgimento:

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

/+°° | arctg(z log z)|1 y
T
0 (x+4)*/x+5

Calcolarne il valore per a = 1.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 17/9/2018. Cognome e Nome, Matricola:



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

f(z) = log(z* — 2z + 2) — 2arctg (i)

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento:

Analisi Matematica I (Fs-L) 17/9/2018. Cognome e Nome, Matricola:



ANALIST MATEMATICA T (Fs-L) 17/9/2018

Esercizio Al. [punti 5] Determinare lo sviluppo di Taylor di ordine 4, centrato in zo = 0,
della funzione
2
f(z) = 2" —sin(2z + 327).

Svolgimento: Si ha, per z — 0%,
flz) = 2¢"* — sin(2x + 32?)

1 1 1
=2(1+z+2°+ (2 +2°)° + =(z+ 2°)° + —(z 4+ 2%)" + o(z"))

2 6 24
1
— (2z + 32” — 6(2x + 32%)* + o(z*))
3 7 25 4
=2(1+z+ 53:2 + 6:1:3 + ﬂx‘l +o(z”)) — (2z + 32* — gsc?’ — 62" + o(z?))
11 97
=2+ EZL‘?’ + Ex4 + o(x?),

dove si sono usati gli sviluppi:

e=1+z+ 522 + 623 + ﬂz‘l + o(z%), con z = & + 22, per cui o(z*) = o(z*),
1

sinz =z — 623 + o(2%), con z = 2z + 322, per cui o(z*) = o(x?).

Esercizio A2. [punti 5] Calcolare il seguente limite

" {L/nn2+5n + 5nnn2+4n _ nn+5
1m .
n—oo (54 1)7(3n2 4+ 2y/n + log n)?

Svolgimento: Si ha

V4o 4 puprin — S ) 5 (14 o(1)) o
(54 1)n(3n% +2y/n+logn)?  57el/59n4(140(1)) ~ 9el/5’

dove in (a) si sono usati i risultati:

(i) V/nron 4 Srptiin — S = 2 (f/14 50— 1) = P {exp (log (1+ 7)) — 1} =
"5 {exp (22 (140(1))) — 1} =n" 25 (1 4 0(1) = n*5"(1 + o(1));

(1) (54 L)m =571+ &) =5"e/5(1 + o(1)).




Esercizio A3. [punti 5] Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

{y' + 2y tg(t) = tg(t)
y(0) = 1.

Svolgimento: E un’equazione differenziale del primo ordine lineare non omogenea. L’equazio-
sint

d
ne omogenea associata ha soluzione / Y _ —2/ dt < logly| =2log|cost|+C <~
)

cost
Yom(t) = kcos®t, con k € R. Cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea
della forma y,(t) = k(t) cos® t. Allora —2k(t)sint cost+k'(t) cos® t +2k(t) cos? ttgt =tgt <=
K(t) = 8 = Sib e k(1) = f SBL dt = 75 + ¢, per cui y,(t) = 1, e la soluzione
generale dell’equazione non omogenea & y,(t) = k cos? t + % Imponendo la Condlzwne iniziale si

ottiene k = 3, per cui la soluzione del problema di Cauchy & yc(t) = 1(1+cos?t), ¢t € (=%, %).

Esercizio A4. [punti 7] Studiare, al variare di o € R, la convergenza dell’integrale improprio

/Jroo | arctg(x log z)|1
0 (x+4)*/x+5

Calcolarne il valore per a = 1.
| arctg(x log z)|1 |z log z|17*(1 + o(1))

(z +4)*vzr +5 4o/5(1 + o(1))

allora l'integrale fo fo(x)dr converge <= a—1<1 <= a < 2. Poiché, per x — 400,
oy B0 00

T e A o))
Ne segue che I'integrale fo () dx converge <= = < a < 2.
Determiniamo una primitiva d1 fi. Si ha

/ 1 d (a)/ 2zdz / 2dz
xr = - = -
(x +4)Vx +5 (2 —-1)z 22 -1
+5—1
(YL
vr+5+1
dove si sono usate in (a) la sostituzione vz +5 =2 = x =22 —5, dv = 2zdz, e in (b) la

- 1 1
decomposizione =
} 0o

Svolgimento: Sia f,(x) := . Poiché, per z — 07, f,(x) =

allora I'integrale f fo(z) dzx converge <= oz—i—% >1 <= a> %

(b) z—l‘
og z+1+ 0

21 2—1 241
All /OO ! dr = i [1 ’”‘””_1
ora xXr = 1m O B —
o (x+4)vVr+5 wmroo |08 Vr+5+1

ol (\/w+5—1) | V5 —1 | 3++5
= 1m 1o E—— — 10 = 10 .
e B\ o T 11 SV5+1 ¥ 2



Esercizio A5. [punti 8] Tracciare il grafico della funzione

f(z) = log(z* — 2z + 2) — 2arctg (i)

specificando: dominio, eventuali asintoti, punti di massimo/minimo relativo, intervalli di cre-
scenza o decrescenza, punti di flesso, intervalli di concavita o convessita. Studiare il comporta-
mento della funzione negli eventuali punti di non derivabilita.

Svolgimento: Si ha dom f = R\ {1}. La funzione & continua, perché composizione e rapporto
di funzioni continue.

Per © — +o00, si ha f(z) = 2logz(1+0(1)), per cui f non ha asintoto orizzontale, né asintonto
obliquo, per & — #+o0o. Inoltre, lim,_,;+ f(z) = Fr. Calcoliamo la derivata prima. Si ha, per
ogni x # 1,

20 — 2 n 2 B 2x
2 —-224+2 (z—1)24+1 22-20+2’

) =

per cui f'(z) >0 <= z € [0,1)U (1,+00). Quindi f & crescente in [0,1), e in (1,+00), e
decrescente in (—oo, 0], per cui x = 0 & un punto di minimo locale. Inoltre, lim, ,;+ f'(z) = 2.
Infine, per ogni x # 1,
2(x? -2
fl/<37) — _ ("L‘ ) ’

(22 — 2z + 2)?
per cui f"(x) >0 <= z € [-v/2,1)U(1,v/2]. Quindi f ¢ convessa in [—v/2,1), e in (1,v/2],
e concava in (—oo, —v/2], in [—v/2, +00), mentre 2 = £+/2 sono punti di flesso. Il grafico di f
e riportato in figura.




