Analisi Matematica II
Integrali superficiali (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1
(1) Poniamo ®(z,y) = (x,y, 2> + y?), (z,y) € R% Allora ® € C*(R?,R3?), ed ¢ iniettiva, in quanto
001 9%y 993 10 22
O(z,y) = 0(2',y) = (x,y) = («/,y'). Inoltre, rango ﬁ & & = rango <0 1 9 > =
Oy Oy Jy Yy
2. Infine, ® & evidentemente suriettiva, cioé la sua immagine ¢ il grafico della funzione z = z2 + y2.
Quindi ® & una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un paraboloide
ellitico].

(2) Poniamo ®(z,y) = (x,y, 22 — y?), (z,y) € R% Allora ® € C*(R?,R?), ed ¢ iniettiva, in quanto

o2, 922 983 10 2z
B(a.y) = (e',y') = (2.9) = (@'.1/). Tnoltre, rango (ﬁ& %, a@gg> —rango (%) -
Qy 9y Oy i
2. Infine, ® & evidentemente suriettiva, cioé la sua immagine ¢ il grafico della funzione z = z? — 2.
Quindi ® & una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un paraboloide

iperbolico].

(3) Poniamo A = (R\ {0}) x (0,27), ®(2,9) = (zcos?, $zsinv, 2), (2,9) € A =R x [0,27]. Allora
® € CY(A,R3), ed & iniettiva in A, in quanto se (z1,91), (22,92) € A, si ha ®(21,9;) = ®(22,92) =

—

1= 22 7 7k
cost¥ = costy = (z1,91) = (22,92). Inoltre, P,APy = | cos? %sinvﬂ 1| = —%z cosV 1—
sinty = sin vy —zsind %z cosv 0

zsind 7+ %z k # 0, se (z,9) € A. Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y,z) € R3\ {(0,0,0)}

2 2 9 . cost) = £ o ) .
tale che 2z = x° 4+ 4y~, si ha ¢ 9 che individuano univocamente 9 € [0,27], per cui
sind =

ol

®(2,9) = (z,vy, z); mentre, (0,9) = (0,0,0), per ogni J € [0,27]. Quindi ¢ & una rappresentazione
parametrica regolare della superficie proposta [un cono ellittico].

(4) Poniamo A = R x (0,27), ®(2,9) = (cos¥,sind, z), (2,9) € A = R x [0,27]. Allora ® €
C1(A,R3), ed @ iniettiva in A, in quanto se (21,91), (22,92) € A, si ha ®(21,01) = ®(22,92) =

—

Z1 = 22 7 j k
cos 1y = cos o = (21,%1) = (292,72). Inoltre, &, A &y = 0 0 1| = —cos? v—
sin1, = sinJ —siny cosd 0

sind 7# 0, se (z,9) € A. Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y, z) € R? tale che 22 +y? = 1,
cost =z
siha < 9 che individuano univocamente 9 € [0, 27|, per cui ®(z,9) = (z,y, z). Quindi ®
sind = v,
¢ una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un cilindro rotondo].
(5) Poniamo A = R?, ®(z,t) = (cosht,sinht, z2), (z,t) € A = R2. Allora ® € C'(A4,R3?), ed & iniettiva
Z1 = 29
in A, in quanto se (z1,t1), (22,t2) € A, si ha ®(21,t1) = ®(292,t2) = < cosht; = coshty =

sinht; = sinhty



v 7k
(21,t1) = (22, t2). Inoltre, D AP, =| 0 é 1| = —coshti+sinht 7# 0, se (z,t) € A. Infine,
sinht cosht 0
cosht =x
sinht =y,
che individuano univocamente ¢ € R, per cui ®(z,t) = (z,y,2). Quindi ® & una rappresentazione
parametrica regolare della superficie proposta [una falda di un cilindro iperbolico].
(6) Poniamo A := (0,27) x (0,7), ®(J,¢) = (3cos¥sinp, 3sin¥sing,1 + 3cosy), (J,¢) € A
[0,27] x [0,7]. Allora ® € C'(A;R3), ed & iniettiva in A, in quanto se (91, 1), (92, 2) € A, si
cos ¥ = cos ¥y
ha @(191,(,01) = @(192,902) - sin ¥ = sin 9 — (191,(701) = (192,(,02). Inoltre, &y A q>g0 =

COS (1 = COS P2

® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y,z) € R3 tale che 22 —y?> =1, x > 0, si ha {

7 7 k )
—3sinpsiny  3sin g cos ¥ 0 = —9sin? pcos ¥ 7— 9sin? psin¥ 7—9sinpcos p k # 0, in A.
3cospcosty 3cospsinyg —3sing

Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y,z) € R3\ {(0,0,4), (0,0, —2)} tale che 2% + 32 + (z —

cosp = 3(z—1)

1)2 =9, si ha { cosV = \/9_2027_1)2 che individuano univocamente ¢ € (0,7), e ¥ € [0, 27, per
y

cui ®(9, ) = (z,y, 2); mentre, per ogni ¥ € [0,27], ®(4,0) = (0,0,4), (¢, 7) = (0,0, —2). Quindi
® ¢ una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [una sfera].
(7) Poniamo A := (0,2m) x (0,7), ®(J,¢) = (2cosVIsingp,1 + sind sin g, 2 cos ), (J,9) € A
[0,27] x [0,7]. Allora ® € C'(A;R3), ed & iniettiva in A, in quanto se (91, 1), (92, p2) € A, si
cos 1 = cos o
ha @(191,(,01) = (13(792,(,02) — sin ¥ = sin g = (791,<,01) = (192,(,02). Inoltre, 4y A (1330 =

sind =

COS (1 = COS P2

2

7 7 k
0 |=-2

—2sinpsin® sin g cos ¥
2coscostd  cospsin —%sing@
Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (z,y, z) € R3\ {(0,0, :I:%)} tale che 22 +4(y—1)2+922 =1,

sin? ¢ cos ¥ 7' — %sin2<psin19 J— 2sin pcos l;# 0, in A.

cosp =3z
si ha ¢ cos?) = \/ﬁ che individuano univocamente ¢ € (0,7), e 9 € [0, 27|, per cui ®(J, ) =
sind) = 2=
V4—-9z2’

(z,y,z); mentre, per ogni ¥ € [0,27], ®(J,0) = (0,0, %), o9, 7) = (0,0,—%). Quindi ® ¢ una
rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un’ellisse].

(8) Poniamo A := (0,27) x (0,+00), ®(¥,t) = (cos¥sinht,isindsinht, —1cosht), (9,t) € A
[0,27] x [0,4+00). Allora ® € C'(A;R3), ed @ iniettiva in A, in quanto se (J1,t1), (Va,t2) € A,
cos ¥ sinh t1 = cos ¥y sinh ¢y
ha ®(¥1,t1) = ®(¥2,t2) = < sin?; sinht; = sin¥y sinhty = {1 = t9, e quindi Y7 = V.

si

cosht; = coshty



7 7 k
Inoltre, &y A ¢; = |—sin¥sinht % cosUsinht 0
cosVcosht % sinv cosh t —% sinh ¢

= —%Sinthcosﬂ 7 %sinh%sinﬁ T—

%sinhtcosht k # 0, in A. Infine, ® & suriettiva, in quanto, per ogni (x,y,2) € R3 tale che 2% +

cosht = —3z
49?2 —922 = —1, 2 < 0, si ha { cosV = ﬁ che individuano univocamente ¢t > 0, e ¥ € [0, 27],
. _ 2y
sind = Tor T

per cui ®(9,¢) = (x,y,2). Quindi ® ¢ una rappresentazione parametrica regolare della superficie
proposta [una falda di un iperboloide ellittico].

(9) Poniamo A := (0,27) x (0,4+00), ®(,t) = (1 + cos¥ cosht,sind cosht,sinht), (J,¢t) € A =
[0,27] x [0, 400). Allora ® € C'(A4;R?), ed ¢ iniettiva in A, in quanto se (J1,t1), (¥2,t2) € A, si ha
cos 191 cosh t1 = cos o cosh to
O (V,t1) = P(J2,t2) = < siny coshty = sin 1)y cosh to = t1 = t9, ¢ quindi ¥; = J5. Inoltre,
sinht; = sinhty

—
— —

7 J k .
Dy APy = |—sindcosht coscosht 0 | = cosh?tcos® 7+ cosh?tsin® 7— sinhtcosht k # 0,
cost¥sinht sindsinht cosht
in A. Infine, ® ¢ suriettiva, in quanto, per ogni (z,y, z) € R? tale che (z — 1)2 +y? — 22 = 1, si ha
sinht = z

z—1

cos ¥ = i che individuano univocamente ¢t > 0, e ¢ € [0, 27|, per cui ®(J,¢) = (z,y, 2).

9 Y
ing =
sin ¢ T

Quindi ® & una rappresentazione parametrica regolare della superficie proposta [un iperboloide
iperbolico].

O
Svolgimento esercizio 2
(1) Osserviamo che Py = (1,1,1) = ®(1,1), per cui ®,(1,1) = (1,0,v)|1,1) = (1,0,1), e ®,(1,1) =
(0,1, u)[1,1y = (0,1,1), e quindi un vettore normale alla superficie in Py ¢ 7(Fy) = @, (1,1) A
T 7k )
®,(1,1) =|1 0 1| = —7— J+ k, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(\) =
011
Py+ Mi(Py) = (1 =X\, 1—=XA14+X), A €R, eil piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 1(F)) =
—(z-1)—-(y—-1)4+(z—-1) < z=x+y— 1
(2) Osserviamo che Py = (1,1,1) = ®(1,0), per cui ®,(1,0) = (1,1,2u)|10) = (1,1,2), e ®,(1,0) =
(1,-1,2v)|1,0y = (1,—1,0), e quindi un vettore normale alla superficie in Py & 7(Fp) = ®,(1,0) A
T 7k )
®,(1,0) = |1 1 2| = 2+ 27— 2k, una rappresentazione parametrica della retta normale &
1 -1 0

7(A) = Py + Mi(Py) = (1 + 2\, 1+ 2\, 1 —2X), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 =
(P—Py,i(Py))=2(x—1)+2y—1)—2(z—1) <= z=a+y— L



(3) Osserviamo che Py =
(2 ,—2?},U)’(170) - ( O

> |l

(1,1,0) = ®(1,0), per cui ®,(1,0) = (2u,2u v)|( 0 = (2,2,0), e @,(1,0)
1), e qu1nd1 un vettore normale alla superficie in Py ¢ 7i(Fy) = P,(1,0)

T 7k

®,(1,0) = |2 2 0| = 27— 27, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(\) =
0 01
(1+

Py + Mi(PRy) = 20,1 —2X,0), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7(FP)) =
2 -1)+2y—1) <= z—y=0.

(4) Osserviamo che Py = (1,0,0) = ®(0,0), per cui ®,(0,
(0,0,1), e ®,(0,0) = (— cosh usinwv,cosh ucosv,0)(g,0) = (0,

0) = (sinhwucosv,sinhusinv,1)|g) =
0,1,0), e quindi un vettore normale alla

k
superficie in Py e 7i(FPy) = ®,(1,0) A @,(1,0) = 1| = —7%, una rappresentazione parametrica
0

OONl

f

0

1

della retta normale & 7(\) = Py + AMi(Py) = (1 — A,0,0), A € R, e il piano tangente ha equazione
0= <P—P0,ﬁ(PQ)> :—(33—1) <~ r—1=0.

(5) Osserviamo che Py = (1,1,0) = ®(1,0), per cui ®,(1,0) = (2ucoswv,1,2usinv)|; ) = (2,1,0),
e ®,(1,0) = (—u?sinv,0,u? cos v)|1,00 = (0,0,1), e quindi un vettore normale alla superficie in

Py ¢ i(Py) = ©,(1,0) A @,(1,0) = = 7 — 27, una rappresentazione parametrica della

S N =
O Ry
— O X

retta normale ¢ 7(A) = Py + Mi(Py) = (1 + X, 1 —2X,0), A € R, e il piano tangente ha equazione
0=(P—Py,ii(P))=(x—1)—2(y—1) <= z—2y+1=0.

(6) Osserviamo che Py = (1,0,0), per cui un vettore normale alla superficie in Py & #i(FPy) =
(27, 2y,22)|(1,0,0) = 27, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(\) = Py+\i(Fy) =
(142X,0,0), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, () =2(z—1) < z—1=0.

(7) Osserviamo che Py = (1,1,1), per cui un vettore normale alla superficie in Py ¢ #i(FPy) =
(22,2y, —22)|(1,1,1) = 20+ 2] — 2k, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(\) =
Py+Mi(Py) = (142X, 142X,1—2)), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7i(Fy)) =
2@ —-1)+2y—1)—2(z—-1) <= z=a+y— 1.

(8) Osserviamo che Py = (1,0,0), per cui un vettore normale alla superficie in Py ¢ #i(F)
(27, 2y,0)[(1,0,0) = 27, una rappresentazione parametrica della retta normale & 7(\) = Py + Mi(Fp) =
(142X,0,0), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7(FPp)) = 2(x—1) <= z—1=0.

(9) Osserviamo che Py = (1,0,1), per cui un vettore normale alla superficie in Py ¢ () =
(—2x,—2y,1)|(170,1) = -2+ k: una rappresentazione parametrica della retta normale ¢ #(\) =
Py + Mi(Py) = (1 —2X,0,1+ X), A € R, e il piano tangente ha equazione 0 = (P — Py, 7i(Fp)) =
2x—-1)+(2—1) <= z=2z—1.

Svolgimento esercizio 3



(1) La superficie proposta ¢ il grafico di una funzione f di dominio D = , per cui

area(S // \/1+fxa:y )2+ fy(z,y)? dxdy—//u +—+—dxdy
:7// \FJF\/; dxdyi\/i/l doc/1 \/gdy

- AR ] - S - oo,

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(2) La superficie proposta ¢ il grafico di una funzione f di dominio D = [0,1]2, per cui

area(S) = //D \/1 + fo(z,9)? + fy(z,y)? dedy = /01 d:z:/o1 V2 +4y? dy

V2+V3 2 V2+V3
(a) +1z2241 1 2
\/5/1 5 2\/_Z2d2—4/1 <Z+ + )dz

]\[Jﬂf \/7 log(\/_+\/_)

1 2

1 [ 5 T 2log |z| —
dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile /1 + 2y2 = 2 —2y = y = ;f/_ii, y = 22\/1'12 dz,

e /14 2y? —E.

(3) La superficie proposta & il grafico di una funzione f di dominio D = {(z,y) € R?: 1 <22 +¢% <

4, |y| <}, per cui

T2

area(S):// \/1+fx(33,y)2+fy(3:,y)2d:ndy=// \/1_|_ p —ysyz S+ 2+ ) dxdy
//,/14— d:ndy— _W/4d19/ 1+ 2gdg— /\/Q + 1do

(a) 22412241 T
_2/1 2, 2.2 dz_8/1<+z+ )dz

T 172 15
- 21 ] ( 21 )
8[2+ oglel = 55], = g\ § +2los
dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile \/1+ 02 =2 —p = o= 222;1, do = 222;;1 dz, e

77k
(4) Osserviamo che @, (u, V)AP,(u,v) = [v 1 1 | = —27+(utv)7—(u—v)k, per cui || By (u, v) A D, (u, v)||* =
v 1 -1
4+ (u+v)? + (u—v)% = 44 2u? + 202, e quindi, posto D = {(u,v) € R?: u?4+v? < 1,u > 0,v >0}

si ha

area

// 1B (1, 0) A By (1, 0)| dudv_/mcw/ledg
iﬂl Vidt = 8[3153/2} (3V6 - 4,



-

dove in (a) si ¢ usato il cambiamento di variabile 4 + 20> =t = 4odo = dt

v 7k
(5) Osserviamo che @, (u,v) A ®y(u,v) = | cosv 0 0 = sinwvcosv) + cosvk, per cui
—usinv 1 —sinwv

@4 (u, v) A Dy (u, v)||* = sin?vcos? v+ cos? v = cos? v(1 +sin? v), e quindi, posto D = [0, 1] x [0, 7],

si ha
1 T
area(S) = / Py (u,v) A Dy(u,v)| dudv = / du/ | cos v| V1 + sin? v dv
D 0 0
w/2 1 b 14+v2 2 12241
:2/ cosv\/1+sin2vdv(i)2/ \/1+t2dt(:)2/ Z2+ Z2+2 dz
0 0 z z
1 V29 1722 1+v2
_ - dz = 5|5 +2log 2 - —] = V2 +log(1
2/1 (++> = 5|5 t2logz— 55| = V2 4 log(1 +v?2),
dove in (a) si € usato il cambiamento di variabile sinv = ¢ = cosvdv = dt, e in (b) il cambiamento
di variabile V1 2 =2 —t = t =21 dt = 251 dz, 0 V1 + 12 = 2551
T ]k )
(6) Osserviamo che @, (u,v) A ®y(u,v) = |1 0 1| = —174+ Lk, per cui || @, (u,v) A &, (u,v)||* =
0 1o
L4—u2—lv2:i2(1—|— 5), e quindi, posto D = [2,3] x [1,€], si ha

4/3
/ || D (u, v /\<I>(uv\|dudv—/ du/ 1/1

area(S
4/3 u2+1 . (a) 241 22 2241
= [logv] —du = 5—dz
3/4 1 u ) 225 22 -1 2z
®) 1 3( 1 2 2 ) 1 1 S
O N S P d :—[ Z y2loglr — 1] — 21 1] =2 1 log3,
2/2 2t 1) % 52T ot oglz — 1] og|z—|—|2 15 T log3,
dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile \/1+u2 =z—Uu = U= 222;1, du = 222:;1 dz, e
(2+1)? 2
O

VI+u? = Z2+1 e in (b) la decomposizione 2T —

Svolgimento esercizio 4
(#,y, 32> + %), (2,y) € D, per cui By(z,y) A Py(2,y) =

Una parametrizzazione di S & ®(z,y) =

(1) Unap
77k .
1 0 z|=-a7—2y]+Fk e |®u(x,y) ADy(z,9)||> = 22 + 4y% + 1. Allora
0 1 2y

2w 1
/yzda:// /14 a2 + 42 dedy (é’/ cw/ L sin? 9y/T @2 = odo
S D 0 o 4 2
® 1 [*1—cos20 /2 1 11, 1. 2 T2 o 2 12
/0 5 dd . (z— 1)z 2dz- % [219 4sm219]0 [5,2 3277,

-8
120(\f+ 1),



dove in (a) si ¢ usato il cambiamento di variabile x = pcos¥, y = %QSiH 9, e in (b) il cambiamento
di variabile z = 1 + 0> = dz = 20do.

(2) Una parametrizzazione di S & ®(z,y) = (z,y,2? +y?), (z,y) € D, per cui ®,(z,y) A ®y(z,y) =
7T 7k _
1 0 2z|=—-227—2y7+Fk, e | ®u(z,9y) A ®y(z,y)||* = 422 + 4y + 1. Allora
0 1

3m/2

1/2
dv / ocos ¥ odo
0

V14422 + 4y? dady @ /

w/2

x x
N ——
/s 4z +1 D /1 + 4x2 + 4y?

-] (3"

391, 127

dove in (a) si € usato il cambiamento di variabile x = gpcos, y = psin 9.

-

v 7k .
(3) Osserviamo che @, (u, v)AP®,(u,v) =| cosv 0 0 | = sinwcosvjtcos vk, e ||y (u,v) A B, (u,v)||* =
—usinv 1 —sinwv

sin? v cos? v + cos? v = cos? v(1 + sin? v). Posto D = {(u,v) ER*: 0 <u < Z,0 <v < u}, si ha

w/2 u 1 2
/#daz// wcosv\/l—l—siﬁvdxdy:/ udu/ Mdv
s /1 +sin?y D v/1+sin?v 0 0

1 (72 1 = 1 (72 1
:—/ u[v—i——sin%r udu:—/ u<u+—sin2u> du
0 2 0 2

2 v=0 2
:}[ug}ﬂ/2+l[u—cos2u]ﬂ/2+l/“/2 cos2udu

6L lo "1 2 Jo 4, 2

o 171 . /2 g3 g
:4—84‘%4-%[8111279]0 :4—84‘%,

dove in (a) si € usato il cambiamento di variabile x = gpcos, y = psin 9.
(4) Una parametrizzazione di S & ®(z,y) = (2,9, /22 + y?), (z,y) € D = {(x,y) € R?: 22442 < 1},

-

T 7k
T —
per cui Oz, y) ARy (z,y) = | O s =~ e th e [ (@,y) A @y (. y) P = 2
Y
01 o

Allora
(a) 2 !
/(a;2+y2)da=\/§// (2% +y*) dedy = \/5/ dﬂ/ 0® ode
IS D 0 0
B 1t V2
= 2/on[ 36| =G

dove in (a) si € usato il cambiamento di variabile x = gpcos, y = psin¥.

Svolgimento esercizio 5



y), (r,y) € D = {(z,y) € R? : = >

0,y > 0,z +y < 1}. Poiché @ (x,y) A Py(x,y) =

rappresentazione negativa. Inoltre, F(®(z,y))-®, AP, =
(z+y)(1 — 2 —y) + zy, e quindi si ha

/F-D’da:— /ﬁ(@(:p,y))-<I>x(:13,y)/\<1>y(x,y)d:ndy:—// (x—l—y—x2—y2—:17y) dxdy
s D D
1

2 3 2 2
= Y+ Y+ xyt —xy — < dx

3
! 2 1 3 1 2 1 2
- (m 1—2)+=(1—2)3+2(1 —2) —x(l—x)——(l—:n))d:p
0 3 2 2
1
11 3253> 1 1, 1, 5,1 1
/0< 6 2ttt Tt )™ 6 1" T Tt o TR

= ($7y7$2 +y2)7 (x7y) €D = {(m,y) e R?: 2?2 —|—y2 < 2}

T 7k .
Poiché @, (z,y) A ®y(x,y) = |1 0 2z| = —227—2yJ+ k, ne segue che ¢ ¢ la rappresentazione
0 1 2y
positiva. Inoltre, ﬁ((I)(a:, Y)) - Pp A Oy = 2y + 227+ 3yl;, —2xV—2y7r+ /5> = —8xy + 3y, e quindi

si ha

@,

/Sﬁ-ﬁda://[)ﬁ(®(x,y))-@x(x,y)/\<I>y(x,y)da:dy://[)(—8xy+3y) dxdy

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(3) Una parametrizzazione di S & ®(z,y) = (z,y, 2% +y?), (z,y) € D := {(z,y) € R? : 22 + 3% < 4}.

k
Poiché @, (z,y) A Oy(z,y) = |1 0 22| = —227—-2yj)+ k, ne segue che ® ¢ la rappresentazione

0 1 2y
negativa. Inoltre, ﬁ(¢($, Y)) - P A Dy = (zyt+ (2 + y?) T+ (1 + 2%y + y3)E, —2x7—2yT+ E) =
—22y% — 2zy(2? + %) + 1 + 2%y + y3, e quindi si ha

/5 R pdo = _//l)ﬁ(@(%y))‘@x(x,y)/\@y(a:,y) dxdy

= // (2.Z'y2 + 2xy(x2 +y2) _ 1 _ x2y _ y3) dmdy (i) —area(D) _ _471_7
D

=y
=y

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(4) Una parametrizzazione di S & ®(x,y) = (z,y,1—22—9?), (z,y) € D := {(z,y) € R? : 22 +¢4% < 1}.

77k . .
Poiché &, (z,y) A®y(z,y) = |1 0 —2z|=2x7+2y)+ k,e ®,(0,0)AP,(0,0) = k, ne segue che ® &
0 1 -2

la rappresentazione negativa. Inoltre, F (P(z,y))-P



223 + 2y3 + 1 — 2% — y2, e quindi si ha

/ / F(®(z,y)) - ®ulz,y) A O, (z,y)dedy = — // (23:3 + 23 —a? — 2+ 1) dzdy
D

a 2 1 1 ™
:_/ dﬂ/ 1—@)@(1@-—277{ 1Q4]0:_§’

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio, e il cambiamento di variabile
x = pcos?, y = psind.

(5) Una parametrizzazione di S ¢ (¢, p) = (cos I sin ¢, sinﬂsjn @,cos ), (V,¢) € D := [0, F]x[0, F].

7 7 k
Poiché ®y(0,p) A @y, (¥, ) = |—sindsing cosdsing 0 = —cos¥sin? 7 — sin¥sin? 7 —
costcosp sintdcosp —sing

sin ¢ cos ¢ k, ne segue che @ & la rappresentazione positiva Inoltre, F(®(9, p))- @,9(19 P)AD (T, 90)
(sin ¥ sin ¢ cos ¢ z+cos ¥sin ¢ cos @ 74+cos ¥ sin ¥ sin? ¢, — cos 9 sin? p 7—sin ¥ sin? ¢ 7—sin ¢ cos ¢ k:>
—3sin ¥ cos ¥ sin® ¢ cos ¢, e quindi si ha

/F I/dO’—// D(0,¢)) - Py(, ) A P (0, gp)dz?dgo——3// sin ¥ cos ¥ sin® ¢ cos ¢ ddde

1 /2 1l /2
= —3/ smﬁcosﬁdvﬂ/ sin® ¢ cos @ dp = 3[ sin 219} . [— sin® cp] = —§.
0 2 4 0 8
(6) Una parametrizzazione di S & ®(¥,¢) = (cos¥sing,sindsing, 3 cos p), (9,¢) € D := [0,27] x
7 7 k
[0, 7]. Poiché ®y(¥, p)AP, (¥, ) = |—sindsinp cosdsinp 0 = — 3 cos¥sin? 11 sin ¥ sin? -

cosvcosp  sind cos —%singp
singpcoscpl;, e ®y(0,5) AN D,(0,5) = %z, ne segue che ® e la rappresentazione negativa. Inoltre,
F(® (19 ®)) - <I>g(19, @) A (0, p) = (cossinp?, — cosIsin? 7' — 3 sind sin® ¢ 7 — singcos k) =

—% cos? ¥sin® o, e quindi si ha

/sﬁ // F(®(9,9)) - Dy(9,0) AP o (U, @) dddp = // cos? ¥sin® o ddyp

1 [*1 20 1

25/ H%dﬂ/o (1—cos2cp)sincpd<p:Z[0+§sin20]0 '[—cosgo—kgcos?’cp]z
T 4 2

=—.-=_T.
2 3 3

Svolgimento esercizio 6
(1) Usiamo il teorema di Stokes. Intanto 1S si compone di due cammini regolari chiusi disgiunti
Y0 e 1. Siano, allora, Sy la superficie z = 0, 22 + y? < 1, che soddisfa 7Sy = 7o, e S; la superficie
z=3—x—2y, 22> +y? < 1, che soddisfa 9~S; = ;. Una rappresentazione parametrica di Sy



(z,9,0), (z,y) € D := {(x,y) € R? : 22 + y?> < 1}, mentre una rappresentazione

¢ (z,y) =
parametrica di Sy & ®!(z,y) = (z,v,3 —x — 2y), (z,y) € D, e si ha
T 7k
oY (z,y) A (z,y) = |1 0 o=k,
010
77k )
Op(z,y) ADy(z,y) = |1 0 —1|=7T+2]+k.
01 -2

Inoltre F(x,y,2) = (223 + 2) T+ (22y + 3y3) 7+ (222 + 42°) k, per cui si ha

|Q’“1
Yo

v
rot F(z,y,z) = 8% =(1—2) ]+ 2zyk.

203 + 2 «x y+3y 122 + 423
Quindi
/ w:/w—/w:/rotF-yq>da—/rotF-1/<pda
ots Y0 el So S
= [[ ot P, - 92090 A W) dedy — [ [ ot P (0,0 - b0 1 B )

:// (2:13y+(16—12x—24y—|—2:1:2—|—6:1:y—|—8y2))dxdy:// (16 4 222 + 8y?) dady
2w 2w 37
—327T+2/ dz?/gcos 19dg—|—8/ dﬁ/gsm ﬂd9—327r+4+27r— 1

(2) Usiamo il teorema di Stokes. Una rappresentazione parametrica di S & ®(z,y) = (z,v,y), (

D, esiha

r,y) €

(I):c(xvy) A (I)y(xvy) =

O = Sy
— Oy

Inoltre F(z,y,2) = (23 + y*) 7+ (2y? + y*) 7+ (vz — 22*) k, per cui si ha

7 7 k
rOtF(‘Tayaz): % % % :_Zj+ (y2_2y)k
2 4+y? xy? oyt xz—22

Quindi
/w—/rotF I/q;dO'—// (rot F)(®(x,y)) - Pu(z,y) A Dy(x,y) dedy

2w
//y—yd:ndy—//y dxdy—/ dﬁ/gsm 19ng—§

10



(3) Usiamo il teorema di Stokes. Una rappresentazione parametrica di S ¢ ®(z,y) = (z,y,1 + xy),

(x,y) € D, e si ha
O (2,y) A Oy (2,y) =

O = Sy
— O <y
8 < I
Il
[
<
=L
|
8
=y
+
T

Inoltre F(z,y,2) = 2274+ 2%(x — 1) T+ (y + 2y + 227) k, per cui si ha

7 7 k
rot F(x,y,z) = a% 8% % =(14+z+4+22—2z2)T—yJ+ 22k
2?22?22 y+ay+22°

Quindi
/w = / rot F' - vg do = // (rot F)(®(x,y)) - Pulz,y) A Py(x,y) dedy
¥ S D
= // (1 — 3y + dzy — 2zy° + 32%y?) dedy = 3// x2y? dady
D

D
2m 1 2m 671
1 1-— 49

:3/ dl?/ g5cos2ﬁsin279dg:§/ sin? (20) dv g :—/ SO

4 /o 61, 8.Jo 2
1 [?™ 14 cos8) 3
1— 2cos4 Ay dy = &= 4 — [ 108U gy — 2T
( cos 40 + cos® 49) di) = 16 + 3 5 dd 3
(4) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie z = 2y + 3sin(z? + y?), 22 + y?> < 1, che
soddisfa %S = v. Una rappresentazione parametrica di S ¢ ®(x,y) = (z,y,2y + 3sin(z? + y?)),
(z,y) € D:={(x,y) € R%?: 2% +y?> <1}, esiha

—

k
62 cos(x? + y?)
2 + 6y cos(z? + 3?)

1 2w
T 32

= —6x cos(x2 + y2) r— 2(1 + 3y cos(x2 =+ yz)) J+

O = Sy
— O %y

<I>m($7y) A <I>y($7y) =

Inoltre F(z,y,2) = 27y 7+ (1 + %) 7+ (zy? + 27) k, per cui si ha

rot F(z,y,2) = | 5 By

Quindi
/w—/rotF I/@dd—// (rot F)(®(x,y)) - Pul(z,y) A Oy(x,y) dedy
// — 27 + 2% + 6y(y? — 222) cos(z? + 1?) dxdy—2//y dxdy

2w Q4 1 T
:2/ dﬁ/ Q2Sin2Q9QdQ:7T|:—:| = —.
0 0 41, 4

11



(5) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie y = log(1 + 4z% + 2%), 22 + 222 < 1, che
soddisfa 9S = ~. Una rappresentazione parametrica di S & ®(u,v) = (u,log(1 + 4u? + v?),v),

(u,v) € D == {(u,v) € R?: u? + 10> <1}, e si ha

v J k Su 2v
N 8 P~ 7
Py (u,v) A Py(u,v) = |1 71+45%+U2 (i TR L S
0 1+4u2 402

per cui ® ¢ la rappresentazione negativa. Inoltre F(z,y, z) = yz? 7+ 322 7— 3z E, per cui si ha

T 7k
rot F(z,y,2) = % 8% % = 627+ (3+2yz)7— 2 k.
yz? 322 -3z

Quindi
/Yw = /SrotF ‘v do = —//D(rot F)(®(u,v)) - @y (u,v) A Py(u,v) dudv

2v(24 2

(6) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie z = 692_22, i y? + 2% < 1, che soddisfa 0TS = .

Una rappresentazione parametrica di S & ®(u,v) = (¥ =", u,v), (u,v) € D = {(u,v) € R? :

tu? +0% <1}, esiha

v 7k
q>u(u, U) A <I>v(u, U) — 2ueu22—’l)22 1 0| = i»_ 2ueu2_v2 ]_.+ 22}6”2_”2 k,
e 0 1

per cui ® & la rappresentazione positiva. Inoltre F(z,y,2) = —327+ 322 7'+ y2> k, per cui si ha

T 7k
rot F(z,y,z) = 6% 6% % = 22737+ 62k

Quindi
Lw = /SrotF cvgdo = //D(rotF)(@(u,v)) <Dy (u,v) A Py(u,v) dudv

= // (6ue“2_”2 + 120e2# %) 4 v?) dudv = // v? dudv
D D
27 1 2m 1— 2 4
:/ dﬁ/ g2sin219-2gdg:2/ ﬂ[g—]édﬁzz.

(7) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie z = x+y, 22 +y? < 1, che soddisfa 97 S = 7. Una
rappresentazione parametrica di S & ®(z,y) = (z,y,v+y), (z,y) € D := {(z,y) € R?: 22 +y% < 1},

e si ha

T
Dy, y) A Py(z,y) =1 0
0 1



—

(x+y)7+ (22 +y) 7+ (x +y + 23) k, per cui si ha

Inoltre F(z,y,z) =

7 7 k
rot F(z,y,z) = a% ai aaz =7—J+ (32> —1)k.
r+y x—I—y :1:—|—y+z

Quindi

™

/w—/rotF Vq>d0’—// rot F)(®(z,y)) - Px(x,y) A Oy(x,y) dedy

2
// x—ld:ndy—/ dﬁ/ (30% cos® 9 — )Qd@——— 1

(8) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie z = 14y, 22 +y? < 1, che soddisfa 97 S = 7. Una
(z,9,1+y), (z,y) € D :=={(z,y) € R? : 2?+y? <1},

rappresentazione parametrica di S ¢ ®(x,y) =

e si ha
Py (z,y) N Oy(2,y) =

— O ¥
Il
|
=y
+
-

7
0
1

O = Sy

Inoltre F(z,y, 2) = (22 —y2) 7+ (y? + 222) T+ (2% — ay) k, per cui si ha

7 7 k
rot F(z,y,2) = | 2 a% 2 —(x 4 222) T+ (2% + 2) k.
2

2?2 —yz y 42?2 -y
Quindi
/w—/rotF I/@dd—// (rot F)(®(x,y)) - Pul(z,y) A Oy(x,y) dedy
// 2+ 3y + dxdy—// 2 + y?) dxdy
_on

2w
:2area(D)+/ dz?/ stin2Q9QdQ:27T—|—— =—.
0 0 4 4

(9) Usiamo il teorema di Stokes. Sia S la superficie z = 1 —x — y, (z,y) € D := {(x,y) € R?
0 <y<1-x0<x <1}, che soddisfa 9+S = ~. Una rappresentazione parametrica di S &

®(z,y) = (x,y.1 —z —y), (x,y) € D, e si ha

CIDx(.Z',y) A (I)y(xvy) =

O = Sy

Inoltre F(z,y,2) = (2 4+ y2) T+ (y* + 22) T+ (z2 + 22) k, per cui si ha

7 7 k
rot F'(z,y,z) = a% 6% % =—227—-2x7—2yk.
2?4yt P42 a4

13



Quindi
/yw = / rot F - vg do = //D(rot F)(®(z,y)) - Pz(z,y) A Py(z,y) dedy

S
= / —2dxdy = —2area(D) = —1.
D

Svolgimento esercizio 7
(1) Siha div ﬁ(m, y,2) = 3x% + 3y? + 322, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

/ﬁ-ﬁedaz/// divﬁ:/// 3(2 + y* + 2%) dedydz
S D D
. 1 1 1 1
@ 6/ a:zda:/ dy/ dz:6[lx3] =2,
0 0 0 3 Jo

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(2) Siha div F(z,y,z) = 2(z +y + 2), per cui, dal teorema della divergenza, si ha

/ﬁ-ﬁedaz/// divf:/// 2(z +y + z) dedydz
S D D

1 1
(@ _ rlde—om|iAl =T
—2/0 zdz/Ezd:Edy—2/0zWzdz—Zw[le}O—T

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio, e E, = {(x,y) € R? : 22+4? < 22}.

(3) Si ha div F(x, y,2) = 3(x% + y? + 22), per cui, dal teorema della divergenza, si ha

T 2m 1
/F-ﬁeda:/// divF:/// 3(x2+y2+z2) dxdydz @) 3/ d(p/ dl?/ 0% - 0?sinpdp
s D D 0 0 0

™ 11 12
=3[ —eose]2m-[5e] = 5w

dove in (a) si & usato il cambiamento di coordinate z = pcos¥sin ¢, y = psinJsin p, z = pcos .

(4) Si ha div ﬁ(m, y,2) = 22 + y%, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

1_,’_:02 +y2

/ﬁ-ﬁeda:/// divﬁ:/// (:E2+y2)d:ndydz@//(x2+y2)d:1:dy/ dz
S D D C 24/ x2 442

27 1
b
://C(a;2+y2)(1+x2+y2—2\/x2+y2)da:dy(:)/0 dﬁ/o 0%(1 + ¢* — 20) odo
1 2 1 ! o«
_9 [_4__5 _6] -
1?7526, T 30

dove in (a) si & posto C := {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}, e in (b) si & usato il cambiamento di
coordinate x = pcost, y = posin¢.

14



(5) Si ha div F(az, y,2) = \/x2 + y?, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

1
/ﬁ-ﬁeda /// divﬁz/// Va2 +y? dxdydz@/ dz// Va2 +y? dxdy
s D D 0 C
w/2 2cosV /2 2 cos ¥ w/2
(b)/ / 2 / L5 8/ 3
= dv o“do = -0 dd = - cos” ¥ did
—7/2 0 —r/2 [3 ]0 3 n/2

w/2 . 1 1
:§/ (1—sin279)cos19d19(:)§/ (1—t2)dt:§[t—lt3] zg,
3 —m/2 3 1 3 3 -1 9

dove in (a) si ¢ posto C := {(z,y) € R? : (x — 1)2 + y? < 1}, in (b) si & usato il cambiamento di
coordinate z = pcos ¥, y = psind, e in (¢) il cambiamento di coordinate t = sin 9.

(6) Siha div ﬁ(x, y,z) = 3(1 — y/22 + y?), per cui, dal teorema della divergenza, si ha

/Sﬁ-ﬁedo:/// divF = /// Va2 + y?) dedydz

:3V01(D)—3/ dz// \/x2+y2dxdy@3—6/ V2 + y? dedy
0 [0,1]2 E

w/4 1/ cos? w/4 1 1/ cos® /4 do
0 0 0 3- lo o  cos3d

/4 . V2/2
:3_2/ Lsgdg(:)g_g/ _dt
0o (1 —sin®9)? 0 (1—12)2

1 7v2/2
t+1]0

) _1[_ TR _
=3 5 log [t — 1] t_l—i-log\t—i-l]

1
:3+§10g(3—2\/§)—\/§,

t—=1] 2t qv2/2
\t+1y S 1-12lo

—34 - [1

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio e E := {(z,y) € R?: 0 <y <
x,0 <z <1}, in (b) il cambiamento di coordinate x = gpcos®, y = psind, in (¢) il cambiamento di

coordinate t = sin, e in (d) la decomposizione ﬁ = —% % + % ﬁ +taiga T % ﬁ

(7) Si ha div ﬁ(x, y,2) = 3z + 12y% + 1, per cui, dal teorema della divergenza, si ha
/ﬁ-ﬁeda: /// div F = /// (32% 4+ 12y + 1) dadydz
s D D
T 21 1
(i) / dcp/ dl?/ (12@2 cos? ¥ sin? p+ 12@2 sin® ¢ sin® w+ 1) -2V2 92 sin ¢ dp
1 12 9 . 1.
=42n [EQ sin® <,0+3g smgp} dcp:4\/§7r (E(l—cos gp)smgo—l—gsmgp) dy
= 0

2 T 48y/2 1471 2 232
® 85\/_71'/ (1—t2)dt—|—T\/_7r[—cosgp}0:8—\/_77[15——753] 1+£7T:i\/§7r,
-1 _

5 3 3 15

dove in (a) si & usato il cambiamento di coordinate x = 20 cos ¥sin ¢, y = gsin¥sin p, z = /20 cos ¢,
e in (b) il cambiamento di coordinate t = cos .
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(8) Si ha div (x y,z) = (y — x)e” Y, per cui, dal teorema della divergenza, si ha

ﬁ e d 0—// divF = /// x)e* Y drdydz

// “’ydxdy/ dz—// y? — 22 Ve Y dady
i——// ste® dsdt = [ } -[(s—l)e}oz—e—l
0,2]2

dove in (a) si & posto C' = {(z,y) € R? : |y| < x < 2 —|y|}, e in () si & usato il cambiamento di
coordinate x = STH, y= ST_t — dxdy = —% dsdt.
O

Svolgimento esercizio 8
(1) Possiamo aggiungere una superficie Sy ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter applicare
il teorema della divergenza Ad esempio, poniamo D := {(x,y,2) € R? : 0 < z < 1 — 22 — 42},
Sy := {(x,5,0) € R? : x? + y? < 1}, di rappresentazione parametrica O(x,y) = (x,y,0), (z,y) €
C = {(z,y) € R? : 22 + y*> < 1}, e orientata da iy = &, A &, = k. Allora 87D = St U Sy €,
poiché divF = 0, otteniamo

/ﬁ-ﬁeda:// div F + ﬁ-ﬁoda://(:z+y)dxdy:o.
S D So C

(2) Possiamo aggiungere una superficie Sy ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter applicare
il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(z,y,2) € R3 : 22 + y? + 22 < 4,2 > V/3},
So = {(z,9,v3) € R® : 22 + 9% < 1}, di rappresentazione parametrica ®(x,y) = (z,y,v3),
(z,y) € C = {(z,y) € R?: 2% +y? < 1}, e orientata da fig = &, A, = k. Allora 97D = ST U S,
e, poiché divF = 0, otteniamo

2w
/F neda—// div F + F. noda—// z + 12 d:z:dy—/ dﬁ/ 0 sin® 9 odp
So

2
:/0 ﬂh }dﬁ_ [19—5511&219} :Z

(3) Possiamo aggiungere una superficie Sy ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter applicare
il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(x,y,2) € R? : 22 + y? + 22 < 1,y < 0},
So := {(x,0,2) € R® : 22 + 22 < 1}, di rappresentazione parametrica ®(z,2) = (z,0,2), (z,2) €
C = {(z,2) € R? : 22 + 22 < 1}, e orientata da iy = ®, A ®, = —J. Allora 07D = ST U Sy, e,
poiché divF = 3, otteniamo

R _ " 4
/F-ﬁeda:/// divF+/ F'ﬁ0d0:3V01(D)—// dedz:§'—7r:27r.
s D So c 23

(4) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S; ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter
applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(z,y,2) € R3 : 22 + y? + 22 <
9,0 <y <2}, S := {(,0,2) € R®: 22 + 22 < 9}, di rappresentazione parametrica ®°(z,z2) =
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(7,0,2), (z,2) € Cy = {(x,2) € R? : 22 + 22 < 9}, e orientata da 7p = ®) A D = —7 e
S1 = {(z,2,2) € R?: 22 + 22 < 5}, di rappresentazione parametrica ®!(z,z2) = (2,0, 2), (z,2) €
Cy = {(v,2) € R?: 22 + 22 < 5}, e orientata da fi; = ®L A &L = —7 Allora 07D = ST UST U ST,
e, poiché divF = 0, otteniamo

/F neda—// divF — F g do + ﬁ-ﬁldo':// zdxdz—// zdxdz(g)o.
S1 Co C1

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio.

(5) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S; ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter

applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(z,y,2) € R3 : %xz + %yz +

22 <1,0<2< @}, So = {(z,y,0) € R3 : 163: + ly < 1}, di rappresentazione parametrica
®(x,y) = (z, y,O), (z,y) € Cp = {(z,y) € R?: ;za? + 1y* < 1}, e orientata da iy = @9 A <I>2 =k,
e S1 = {(z,y,% ) €ER3: 1—16x2 + iy2 < }1} di rappresentazione parametrica ®!(z,y) = (z,y, @),
(z,y) € Cyzp = {(z,y) € R? : iﬁ + 1y? < 1}, e orientata da ity = ®L A <I>?1J — k. Allora

OtD = ST U Sy UST, e, poiché div F = 1, otteniamo
/ﬁ-ﬁeda:// div F + ﬁ-ﬁoda—/ F -ty do
S D So S1
V3/2 V3
:/ dz // dxdy + // O0dxdy — / —dxdy
0 C.

C'\f/z

V3/2 V3
(@) 3
= /0 area(C,) dz — > area(C /5 5)

®) [V 1
:877/ (1—22)dz—7rx/§:87r[2——z3 — V3 = 21V/3,
0

.
=

dove in (a) si & posto C. = {(z,y) € R? : £a? + 1y? < 1— 22}, e in (b) si ¢ usata la formula

area(C,) = 8m(1 — 22) che da l'area dell’ellisse.

(6) Possiamo aggiungere una superficie Sy ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter applicare
il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D = {(Q cos v, osind, z) € R3 : 9 € [0,27],0 €
[0,1],1 — 0 < z < 2}, e Sy := {(r,y,2) € R3 : x + 9% < 1}, di rappresentazione parametrica
O(z,y) = (2,9,0), (z,y) € Cy = {(x, y) € R? : 22 + y? < 1}, e orientata da iy = &, A §, = k.
Allora 07D = ST U Sf, e, poiché div F' = 0, otteniamo

/F neda—// div F — F ngdo = — // 0dxdy = 0.
C

(7) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S; ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter
0, x € [0, 7],

sinz, =z € [m, %71],
{(ocosd, psind, z) € R3: 9 € [0,27], 0 € [0, 37], f(0) < z < 1}, Sp := {(z,y,0) € R® : 2?+y? < 7%},
di rappresentazione parametrica (Ijo( Y) = (a: y,0), (2,y) € Cy := {(z,y) € R? : 22 + y? < 7%},
e orientata da 7y = ®% A <I>2 =k, S1 = {(z,9,1) € R®: 22 492 < 24571'2}, di rappresentazione

applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo f(x) := {
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parametrica <I>1(§,y) = (z,9,1), (z,y) € C1 = {(z,y) € R? : 22+ 2 < %H}, e orientata da
iy = ®LA <I>Zl/ = k. Allora 0"D =S~ US; U Sf, e, poiché div F' = 0, otteniamo

/f-ﬁido—:—// divﬁ—/ﬁ-ﬁoda+ f-ﬁldo—:—/ d:pdy+/ dxdy
S D So S1 Co C1

2% . 5 21

= area(C) — area(Cy) = ST T =
(8) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S; ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter
0 0
applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo f(x) := { z € (0,7, =
sinz, =z € [r,3n],
{(gcosﬁ osind, z) € R3 : 9 € [0,27],0 € [0,37], —/972 — 02 < 2 < f(0)}, So := {(z,v,0) € R3:

x? + 9% < 7%}, di rappresentazione parametrica ®°(z,y) = (z,v,0), (z,y) € Co := {(z,y) € R? :
2? +y* < w?}, e orientata da g = ®) A ) =k, Sy := {(z,y,2) € R®: 2% + y* + 2° = 97%, 2 < 0},
di rappresentazione parametrica ®!(x,y) = (z,y, —/972 — 22 — y2), (z,y) € C1 = {(z,y) € R?:

22 4+ y? < 972}, e orientata da fi; = ®L A <I>31/ = _\/97r2fx2—y2 7 — \/9W2?_Jx2_y2 J+ k. Allora 9*D =

ST U ST UST, e, poiché div F' = 0, otteniamo
/ﬁ-ﬁeda:// div F — ﬁ-ﬁoda+/ Foiiydo @ - F-Eda+/ F - ftydo
s D So Sy So So

=— // dxdy + // dxdy = area(Cy) — area(Cy) = 97° — n° = 8n°,
C() 02

dove in (a) si & usato il fatto che F ha divergenza nulla per sostituire il calcolo del flusso attraverso
S1 con quello attraverso Sy := {(m y,0) € R3 : 22 + y < 9712} di rappresentazione parametrlca
®2(z,y) = (z,9,0), (z,y) € Cy := {(x,y) € R? : 22 + y? < 72}, e orientata da 7iy = ®2 A <I>2 = k.
(9) Possiamo aggiungere due superfici Sy ed S7 ad S per ottenere una superficie chiusa, e poter
applicare il teorema della divergenza. Ad esempio, poniamo D := {(pcos 19, (1 + psin 75‘) cos p, (1 +
QSinQ?)SingD)GR?’ZQ?G[0,7‘1’],96[0 1], € 10,7}, So := {(x,9,0) € R3: 22 + (y 1) <l,y>1},
di rappresentazione parametrica ®°(x,y) = (x,y,0), (z,y) € Cpy = {(m y) eR? i a? 4+ (y—1)2 <
1,y > 1}, eor1entatadan0—¢0A<1>0—k Sy = {(z,y,0) € R3 : x +(y—|—1) <1 y<—1} di
rappresentazione parametrica ®!(z, y) = (z,9,0), (z,y) € C1:={(z,y) € R?: x +(y+ 1)2<1,y<
—1}, e orientata da 7] = ®L A (I>1 = k. Allora 87D = StU Sy, UST, e, poiché div F' = 1, otteniamo

/F neda—/// d1VF+/ F. n0d0+/ F. fiy do = vol(D // dedy—l—// 0 dxdy
S So S1 Co Cy

@ /// Q(l—l—gsinﬁ)dgdz?dgo:/ dgp/ dz?/ o(1 4 psin) dp
0
/ dgo/ —0*+ < Q s1nz9] dy = / [119—100519rd¢=§7r+%7727

dove in (a) si & posto T := [0, 1] x [0, 7] x [0, 7], e si & usato il fatto che lo Jacobiano del cambiamento
cos ¥ sin ¥ cos sin ¥ sin ¢
di variabili (z,y,2) — (0,9,¢) & J(0,9,¢) = |—osind 0 cos v cos o cos ¥ sin =
0 —(1+4 osin®)singy (14 psindd)cos ¢

o(1+ osin®).
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