Analisi Matematica 11
Integrali superficiali

Esercizio 1. Determinare una rappresentazione parametrica delle seguenti superfici

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) 22 —y?>=1,2 >0,
(6) 22 +y*+ (- 1)? =9,

(7) 2?2 +4(y —1)2 4+ 922 =4,
(8) 22 +4y% - 922 =1, 2 <0,
9) (=12 +y2—22=1.

Esercizio 2. Determinare un vettore normale, la retta normale e il piano tangente, nel punto
Py = (0, y0, 20) indicato, alle seguenti superfici

1) ®(u,v) = (u,v,uv), in (1,1,1),

2) ®(u,v) = (u+v,u—v,u*+0%),in (1,1,1),

3) ®(u,v) = (u2 + 0%, u? — vz,uv), in (1,1,0),

4) d(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u), in (1,0,0),
(u,v) = (u? cosv,u,u?sinv), in (1,1,0),

6) 22 +y%+22=1,in (1,0,0),
7) 2?4y —22=1,in (1,1,1),
8) z2 +y?=1,in (1,0,0),
9) z=2%+y2 in (1,0,1).
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Esercizio 3. Calcolare 'area delle superfici seguenti

(1) 2 = 37y, (2,) € [1,22,

(2) z =2 +y? (x,y) €[0,1]%,

(3) z=arctg £, (z,y) 6{x,)€R2 1<a?+y? <4,y <z},

(4) @(u,v):(uv,u—i—fu,u— ) {u v) € R?: u? + 02 §1,u20,020},
(5) ®(u,v) = (ucosv,v,cosv), (u, 0,1] x [0, 7],

(6) @(u,v) = (logu,logv,u), (u,v) [4,3] [1,e].

Esercizio 4. Calcolare i seguenti integrali superficiali

(1) / y? do, dove S ¢ il grafico della funzione z = %x2—|—y2 sull’insieme D = {(z,y) € R? : % 4 4y* < 4},
S

1



(2) / %—1-1 do, dove S & il grafico della funzione z = 22 + y? sull’insieme D = {(z,y) € R? :
5 V4z

22+ y? -y <0,2 <0},

®) /S V1 +sin’y

(u,v)6{(u,v)€R2:0§u§%,0§v§u},

do, dove S ¢ la superficie di equazioni parametriche ®(u,v) = (u cos v, v, COS v),
(4) /(332 +9?) do, dove S ¢ la superficie di equazioni implicite z2 + > = 22, 0 < 2 < 1.
S

Esercizio 5. Calcolare, usando la definizione, il flusso del campo vettoriale F attraverso la superficie
ST, dove

(1) F=yztl+az27+ayk, eS = {(z,y,2) eR} 12+ y+2=1,2>0,y >0,z > 0}, orientata in
modo che la prima componente del versore normale sia negativa,

(2) ﬁ(a:,y,z) =2yi+ 27+ 3y/;, eS= {(a:,y,z) ER3:z=22+4%,0<2< 2}, orientato in modo
che il vettore normale in (0,0,0) abbia terza componente positiva,

(3) F = ayi+z2j+ (1+y2)k, e S & il grafico della funzione z = 2% + y? sull'insieme D = {(z,y) €
R? : 22 + 42 < 4}, orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente negativa,

(4) F = 227+ 927+ 2k, e S = {(z,y,2) € R®: z = 1 — 22 — 2,z > 0}, orientata nel verso della
normale interna al paraboloide,

(5) F = yzz_’—kxzj—kxyl;, eS={(z,y,2) ER3: 22 + 42+ 22 =1,2 >0,y >0,z > 0}, orientata in
modo che la seconda componente del versore normale sia negativa,

6) F =27, ¢S ={(x,y,2) € R®: 22 + y2 + 422 = 1}, orientata nel verso della normale esterna
all’ellissoide.

Esercizio 6. Calcolare (usando il teorema di Stokes) i seguenti integrali curvilinei

(1) / zdx+xy dy+a2? dz, dove S & la superficie laterale del solido T = {(z,y, 2) € R : 22442 <
1,0 %+§ < 3 — x — 2y}, orientata secondo la normale esterna a T,

(2) / (23 4+ y?) dx + (zy? +y*) dy + (xz — 22*) dz, dove S @ il grafico della funzione z = y, definita
su Daf{(:n,y) eR?Z: 2?2 +9% < 2x},

(3) / 22 dr+ 2% (x—1)dy + (y+zy+227) dz, dove S ¢ il grafico della funzione z = 1+ zy, definita
su Da;S{(:E,y) eR?: 2% +y* <1},

x'ydx x z”)dz, dove v = _
~ Y v Y 7 z = 2y + 3sin(z? + y?)

che la sua proiezione sul piano z = 0 sia percorsa in senso antiorario,

, orientata in modo

42 4+ 22 =4
(5) /yz2d$+3z2dy—3:pdz, dove v = S 5 o
o y =log(1 + 2x° + 2°)

proiezione sul piano y = 0 sia percorsa in senso antiorario,

, orientata in modo che la sua



) , orientata in modo che la sua proiezione

(6) / —3zdx + 322 dy + yz* dz, dove y = {
2l

sul piano z = 0 sia percorsa in senso antiorario,

2_
T =e¥% 7%

(7) /(:17 + ) dz + (23 + y)dy + (z + y + 23) dz, dove y(t) = (cost,sint,sint + cost), t € [0, 2],
g

(8) /(332 —yz)dz + (y* + 22%) dy + (2* — zy) dz, dove y(t) = (cost,sint,1 +sint), t € [0,27],
gl

9) /(:172 +y?) dz + (y* + 2%) dy + (2 + 2°) dz, dove v & il perimetro del triangolo di vertici (1,0,0),
v

,1,0), (0,0,1), orientato in modo che il vettore tangente in (5, 5,0) abbia prima componente
0,1,0), (0,0,1), orientato i do che il vettore t te in (3,3,0) abbia pri t
negativa.

Esercizio 7. Calcolare il flusso del campo vettoriale F uscente dalla superficie del solido D, quando

(1) F(z,y,2) =237+ 437+ 2%k, e D = [0,1]?,

(2) ﬁ(:ﬂ,y,z)::E2z—|—y2]—|—z2k,eD—{(:E,y,z) 6R3:z2:x2+y2,0§z§1},

(3) ﬁ(:ﬂ,y,;:)z 374+ 37+ 23k, e D = ($,y,z)6R3:$2+y2+22§1},

(4) ﬁ(:my,z):z7+$2yf+y2zg,eD:{(:E,y,z) 6R3:2\/m§z§1+$2+y2},

(5) Fx,y,2) =yT+aj+z2y/22 +y?k,e D= {(z,y,2) €R®: 22 22+ 42 <0,0< z <1},

(6) ﬁ(:ﬂ,y,f:):$?+2yj—3z\/m1§,eD:[0,l]3,

(7) ﬁ(:ﬂ,y,;:)z 3?+4y3f+zE,eD:{(:E,y,z)6R3:$2+4y2+2z2§4},

(8) ﬁ(:ﬂ,y,::):yex+y?—$ex+yf+xyg,eD:{(:E,y,z)€R3:|y| <z<2-|y,0< 2 <z +y}

Esercizio 8. Calcolare il flusso del campo vettoriale F attraverso la superficie ST, dove

z,y,2) = (y+z2z)i+(z+x)7+ (x+vy 4, e S ¢ la porzione di paraboloide di equazione
1) F 7 7 k,e S el d boloide d
z=1—2%—y? 2 >0, e orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente positiva,
(2) Flz,y,2) = (y+22) T+ (2+2?) Tr(z+y®) ke S = {(z,y,2) € R¥ 12?2 +y2 + 22 =4, 22 + 42 < 1, 2 > 0},
e orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente positiva,
3) F T,Y,2) = xT+yJ+ ZE, e ST ¢ la parte di superficie sferica unitaria con centro nel punto
(
(0,0,0) giacente nel semispazio y < 0, e orientata secondo il versore normale esterno i,
(4) F=yi+ 27+ (z —y)E, eS = {(az,y,z) ER3: 22492 +22=9,0<y< 2}, e orientata in modo
che il vettore normale in (\/g, \/g, \/§) abbia prima componente positiva,

(5) F = v+ z/;, e ST & la superficie dell’ellissoide % + yzz + 22 =1, compresa tra i piani z = 0 e
_ V3
F="2

, € orientata secondo la normale esterna,

(6) F= y7+ 7, e ST & la superficie aperta, orientata in modo che il vettore normale in (0,1, 1) abbia
seconda componente positiva, e generata dalla rotazione di 27 intorno all’asse z della poligonale ~y
giacente nel piano yz, che congiunge i punti (0,0, 1), (0,1,0) e (0,1,2),



(7) F= T+ E, e S ¢ la superficie, orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente
positiva, e generata dalla rotazione di 27 intorno all’asse z della curva ~ di equazioni y = u, z = sin u,
u € [m, %71],

7 — T+ #, e S ¢ la superficie, orientata in modo che il vettore normale abbia terza componente
8) F k,eSel fi tat do che il vett le abbia t t
positiva, e generata dalla rotazione di 27 intorno all’asse z della curva ~ di equazioni y = u, z = sin u,
u € [m, 37,

(9) F = yi+ 227+ 2k, e ST & la superficie, orientata in modo che il vettore normale nel punto (0,0,2)
abbia terza componente positiva, giacente nel semispazio z > 0, e generata dalla rotazione di un
angolo 7 intorno all’asse x della curva chiusa regolare a tratti v = v1 Uy, dove 71 = {(z,y,2) €
R3:22+ (y—1) =1,y > 1,2 =0} e ¥, & il segmento tra i punti (1,1,0) e (—1,1,0).



