Analisi Matematica II
Integrali curvilinei (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Si ha, successivamente,

7 () = (3¢%,20),
|7/ ()17 = 9t + 4t> = £3(9t% + 4),

1 1 @ 1 13 1 13 1
tv) = / I (8)]| dt = / t/92 + 4dt < —/ Vzde = — [x2/3] = —(13V13 - 8),
0 0 18 4 27 4 27

dove in (a) si ¢ usata la sostituzione 9t + 4 = x = 18tdt = dx.
(2) Si ha, successivamente,
1 1
= (- 1),
V(1) =7

2 1 1 1
WO =1—%+%=eqg_ray

1 Vodt @ [ de o) 1 y*+1 2
= [ rela= [ A8 [P :
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1

[log | log tg —

&Y tg(m/12) &% 19
dove si ¢ usato, in (a) la sostituzione t = sinz = dt = cosz dz, in (b) la sostituzione = 2 arctg y,
per cui sinx = 1322, dr = 1%:%2.

(3) Si ha, successivamente,

¥ (t) = (', 2¢*),
7/ ()]]7 = e + 4t = (1 + 4e*),

! 1 2e
)= [l a- [ eivima®l [* el |
0 0 9 )

2e+V4e2+1 yz +1 yz +1

V5 2y 2y

1 2e++v4e2+1 9 1 4 1 y2 01 1 2e4+/4e2 1
—g/wg (y+g+y—s) aHE Ogy‘@kw

1 1. 2e+V4e?+1
= —(evV4e2 +1—V5)+ ~log ——— |

dove si & usato, in (a) la sostituzione 2e* = 2 = 2e! dt = dx, in (b) la sostituzione vVz2 + 1 = y—u,

. 2_1 241 241
percula::yw, x2+1:%,da::y2;; dy.




(4) Si ha, successivamente

Y(t) =

(6 + 10,8t + 5)
/(1) H2 = (6t + 10)% + (8t +5)2 = 25(4¢> + 8¢ + 5),
8+V65 2 L 1,241
/ /(¢ Hdt_5/ Va2 8t +5dt & /\/2+ 1de / yriv s
1 2y 297
5 8++/65 2 2 8+\/_
=2 dy = —[ 2logy — } log (8
6/, <+y+y> 16 5 +2logy 2 \/_—I— 0g(8 + V65),
dove si e usato in ( ) la sost1tuz1one 4(t + 1) =z, in (b) la sostituzione v/ 1 =y — =z, per cui
2y 2y ) .
(5) Si ha, successivamente
21
/ — —_ -
Y (t) - (17\/;7 t)’
2 2 1 (t+1)?
ol =1+ 21 5= 0
2 2
t+1 1 2
:/ IV @l dt:/ idt / (1+—) dt = [t—l—logt} =1+log2
1 1 t 1
(6) Si ha, successivamente
v (t) = (— —sin(2t), —3 cos? tsint, 3sin? t cos t>,
1
(¢ H = —sin?(2t) + 9cos” tsin®t + 9sin? t cos? t = 58111 2(2t),
w/2
/ |/ ()| dt = \/7/ | sin(2t)| dt = \/_/ sin(2t) d 5 [cos(2t)}0 = V/10.
—7/2
(7) Si ha, successivamente
7' (t) = (—4sint + 4sin4t, 4 cost — 4 cos 4t)
!!7’(1&)“2 — (—4sint + 4sin4t)® + (4cost — 4 cos 4t)>
l) =

= 32(1 — cos 3t) = 64 sin? (g t),
2 2w 2m/3
/ H’Y’(t)H dt = 16/ ‘sm ‘dt = 24/ s1n
0 0
= 16[—cosa:r = 32,
0

a m
= / sinx dz
dove in (a) si & usata la sostituzione 5t =z = 3 dt = da
(8) Si ha, successivamente
V() =

1Y @)|[* =

(sinhtcost — coshtsint,sinhtsint — coshtcost, 1)

(sinhtcost — coshtsint)” + (sinhtsint — coshtcost)® + 1 = 2(cosht)
1
= '(t)]

2 _
1 1 1
/ Hv ‘dt:\/i/ coshtdt:\/i[sinht} V2sinh1 =
0 0

ev2
2




(9) Siha
1 8 512 — 561/7
- 22

V1 2 = Z 2dy = — =
/ +9(3 + 22) d:L' /\/_ dy o 2 57
28

dove in (a) si € usata la sostituzione y/18z + 28 = y, per cui z = y21_8 , dr = %y dy.
(10) Si ha

/3 /3 “ V3/3 2
:/ Vl—i—tgzxdx:/ de (:)/ 1ty Ld
0 0 CosT 0 1—9y2 1+9y2
V3/3 1 1 V3/3
B y+1v33 - 3+43
—/0 <y—|—1 y_1>dy—[log‘ Ho —log3_\/§—log(2+\/§),

. AN . . o . _1—y? )
dove in (a) si & usata la sostituzione x = 2arctgy, per cui cosz = T2 dx = ey dy.

(11) Si ha
3/2 3/2 “ 2
/ d:n—/ /2w+2 ( oy d
\/ 2w+1 \f/Q (y2—1)2

Y
0 1 1 2—-1 1 5—2 2
:—[log‘y ‘— ] og\/_ —og\/_ \/_—i-\/g,
4 y—1 y+ilEe 4 °241 4 "5tz 2

dove si & usato in (a) la sostituzione ,/giﬁ =y, per cui x = %, dr = —ﬁ dy, in (b) la

.. 2 1
decomposizione (23/71) = Z(ﬁ + W - m + W)

(12) Si ha

/,/1+ 3:—3\/_/ _:U\/i 3\f/ y4_yl)2dy
—6\/_/ y—l dy—6\/_/ 1+§y_1—%y+1)d

:6\/§[y+—10g‘y;u\/_ :6+3\/§10g*[ -~ 3V3log */g—6+3f10g(2+\f)
2 y+1

4/3 V3 + 2+3
dove in (a) si & usata la sostituzione g_;i =y, per cui x = 6@’2—_18, dx =G 24_91)2 dy.
(13) Siha
44++/17 2 1 2 1 1 44+/17 2 1
/V (22) dw:/ vy dy:—/ (v+=+5)dy
o+vs 2y 4y 8 Jot+vs y oy
4+\ﬁ 5 1 4+ 17
= { + 2log |y| — } = 17—£+—0g ,
8l2 245 2 T1% 05
dove in (a) si & usata la sostituzione v 1 + 422 = y— 2z, per cui z = %, dr = % +1 dy, V1 + 4x? =
y?+1
2y



Alternativamente, si ha

2 (@ 1 arsinh 4 ) 1 arsinh 4 171 arsinh 4
:/ \/1+4a:2da::§/ cosh ydy:Z/ (cosh2y+1)dy:—[Esinh2y+y]
1 a a

rsinh 2 rsinh 2 4
= 1sinh arsinh 4 cosh arsinh 4 — 1Sinh arsinh 2 cosh arsinh 2 + 1log L\/ﬁ
4 4 477 245
1 4 1
= \/1_7 — é + _log ;\/_7’
2 477 2445
dove in (a) si € usata la sostituzione 2x = sinhy, dr = %coshydy.
(14) Si ha
! @ 2 ® [° V5 2412241
:/ \/1+(1+\/E)2dx:/ 2(y—1)\/y2+1dy:/ \/Edz—2/ 5 dz
0 1 1+/2 2z 2z
2 3/2}5 1 /2”5( 2 1 245
=2 — = Zi= 5v/5 — 2 ——[ 2] }
3[,2 22 s z+z—|— 3) (\/_ \/_) + 2logz — 3

10 - 4 24VE 4 21 V5
—?\/5—5\/5 2\/_+\/_ log +\/_——\/_——\/_—l +\/§,

dove si & usato in (a) la sostituzione 1 + /z =y, per cui z = (y — 1), dv = 2(y — 1) dy, in ( ) a

Z

sostituzione z = y2 41, per cui dz = 2y dy, nel primo integrale, e /1 + 3% = z —y, per cui y =
dy = 22;;1 dz, 1+ y? == +1 , nel secondo integrale.
(15) Si ha

1 1
:/ \/96619—1—66’96&9:\/5/ e3ﬁd§:@[e3ﬂ]1:@(es—l).
0 0

0

(16) Si ha

2z 222

:/1\/4+402d0:2/1\/1+192d19(22/1+f R ek
0 1

:1/11+\/_<+2+ )dz—%{2+2logz L}1+\f—\/_+10g(1‘i‘\/7)

2 222
dove in (a) si & usata la sostituzione 1+ 92 = z — ¢, per cui ¥ = %, dd = 224;1 dz, V1+192 =
2241
2
O
Svolgimento esercizio 2
(1) Poiché [ fds= fo NIV (#)]| dt, calcoliamo f(v(t)) = sin(nt) + cos(27t), e ||¥'(t)]| = 7V/5.

Quindi

Afds =75 /01 (sin(mt) + cos(27t)) dt = 7v/5 [_ cos(mt) + sin(27rt)](1] = 2V/5.
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4
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(2) Poiché f fds =[5 f(v(#®) [/ @)]] dt, calcoliamo f(v(t)) = V1 —sin®t = |cost], e ||V (t)]| =
Vsin?t + cos2t = 1. Qumdl

™ w/2 /2
/fds:/ |cost|dt:2/ costdtzQ[sint] =2.
v 0 0 0

(3) Poiché [ fds = fw/2 () |7 (#)|| dt, calcoliamo f(v(t)) = (2cost)? - 2sint = 8cos?tsint, e
17 (@) = /(—2sint)? + (2cos t)? = 2. Quindi

0 1 0 1
/fds-/ 16 cos? tsmtdt(—)16/ x2dx:§6[:173} 1:—6

-1

dove in (a) si & usata la sostituzione cost = x, per cui do = —sintdt.

(4) Poiché fﬁ/ fds= Oﬂ/z FOy@) 1/ (t)]] dt, calcoliamo f(y(t)) = 1ﬁ§isnt2t, e |y (t)] = Vsin?t + cos?t =

1. Quindi
™2 cost @ (' dx 1 T
b [ty  [arctgs]! = aretg T =1,
Lfs /0 1+sin’t /()1+x2 arcga:o arcg4

dove in (a) si & usata la sostituzione sint = x, per cui dx = cost dt.
(5) Poiché f fds = fo N Y (#)| dt, calcoliamo f(v(t)) = (2t)> + 2 = 93, e |Y ()| =
V22 + (3t2)2 = V4 + 9th. Qulndl

1
/fds:/ o3I orar @ L
¥ 0

Y rdn = —[ 3/2]43 = %(13@—8),

4

dove in (a) si & usata la sostituzione 4 + 9t* = x, per cui dz = 36t3 dt.
(6) Poiché fﬁ/fds = Ozwf(y(t)) IV (&) dt, calcoliamo f(y(t)) = 4t, e ||4'(¢)|| = 5. Quindi

2T o
/fds :/ 5.4t dt = [10752} = 4072,
5y 0 0

(7) Poiché [ fds = fo N 1Y (@)]| dt, calcoliamo f(y(t)) =t, e |/ (¢)]| = V/sin ¢ + cos? ¢ + 4t2 =
V1 + 4t2. Quindi

/fds—/ tv/1+ a8 dt 2 / \/_dx—w[ 3/2}1 2(5\/5—1),

0

dove in (a) si & usata la sostituzione 1 + 4t = x, per cui dx = St dt.

(8) Intanto le equazioni parametriche della curva y sono y(t) = (1—1t)(1,2) +¢(3,6) = (1+2t,2+4t),
t € [0,1]. Poiché f fds = fo NIV @) dt, calcoliamo f(y(t)) = /(1 +2t) +2(2+4t) =
VB +10t, e ||/ ()] = V4 + 16 = 2\/_. Quindi

! @ 3 107 3573 10
fds=10 [ vi+atat2s \/Eda;:§[a: }1=§(3\/§—1),
¥ 0 1

dove in (a) si ¢ usata la sostituzione 1+ 2t = z, per cui dz = 2dt.



(9) Intanto le equazioni parametriche della curva v sono v(t) = (¢,logt), t € [1,2]. Poiché f,y fds =
fl ) IV (¢)] dt, calcoliamo f(~(t)) =%, e |/ (t)|| = /1 + 7. Quindi

fds—/ t2\/rdt /t\/ﬁ—dt /fd:n——[g/QE:%(5\/5—2\/§),

dove in (a) si & usata la sostituzione t? + 1 = z, per cui dr = 2t dt.
(10) Intanto le equazioni parametriche della curva vy sono y(t) = (¢, e?), t € [0, log 2]. Poiché f,y fds=

o2 FO@) 7/ ()] dt, caleoliamo f(y(t)) = e, e [|7/(1)]| = v+ €. Quindi
log 2 a 5 1
[ e FETY P T

dove in (a) si & usata la sostituzione 1 + e* = z, per cui dx = 2¢% dt.

(11) Intanto le equazioni parametriche della curva « sono ~(t) = (t,v/1+1t2), t € [0,1]. Poiché

o fds = [y FQ@) IV )] dt, caleoliamo f(v(t)) = VI+ T, e [V(®)] = \/1+ 152 = /255
Qulndl
1 V2+V3 2 V2+V3
(a) +122+1 1 / 2 1
ds = \/2t2+1dt:/ dr = — (042 +)da
/j /0 L 2 222 ek v o
1 ra? 1veHys 3 1
2log z — —} =Y log(v2 +V3),
4\/,[ +2log x 5.7, 5 +2\/§og(\/_+\/_)
dove in (a) si & usata la sostituzione v2t2+1 = x — /2t, per cui t = ;27_;:, dt = ;}rz dx,
VI 202 = 2L
(12) Intanto le equazioni parametriche della curva v sono v(t) = (tcost,tsint), t € [0,1]. Poiché
f fds = fo NIV @) dt, calcoliamo f(v(t)) = V2 cos?t + t2sin2t = t, e |/ (t)| = V1 + 2.

Qulndl
Afds:/o 1+ 2dt < / Vrde = - [3/2ﬁ:%(2\/§—1),

dove in (a) si & usata la sostituzione 1+ t? = z, per cui dr = 2t dt.

Svolgimento esercizio 3

(1) Una parametrizzazione del segmento ¢ y(t) = (1 +¢,2t), t € [0,1]. Si ha

" 1 42 42 1 32
F.dy = ot — 21+ )V2t ) dt = |12 — X232 2V 545210 1 22,
/y 7 /0 ( (1+¢) ) { 3 5 }0 15\[

(2) Una parametrizzazione del segmento ¢ v(t) = (1 +¢,2t), t € [0,1]. Si ha
o w 1 43 1]t _ 4
/F~df?:/ (4t +2ett >dt: [—t +2ett } = = 4 2(e—1).
v 0 3 0 3

6



(3) Una parametrizzazione del segmento ¢ v(t) = (1 4 2¢,1 + 2t), t € [0,1]. Si ha

1 3
/F -dy = 2/ ((1 + 2t)log(1 + 2t) — (1 + 2t) arctg(1l + 2t)> dt Y / z(log x — arctg z) dx
0 0 1

1 31 3 2 1 1 3

© bznz(logx—arctgx)}l—i/l <$_x2$—+1) dr = §[x2(logx—arctg:n)—§$2+x—arctgx]l
9

:—1+%—5arctg3—|—§log3,

dove si ¢ usato in (a) la sostituzione 2t + 1 = x, per cui 2dt = dx, e in (b) l'integrazione per parti
con {f(:E) = loga —arctge = fi(z) = % - :E21—|—17

J@) =2 = gz) = Lo

(4) Una parametrizzazione del segmento ¢ () = (¢,t), t € [0,1]. Si ha
1 1
Boae 3/2 4t @ [252 1] / t o [2.572 I R
/yF 7 /0 <t te)dt [515 te}0+ | ela [575 + (11| =7,

fy=t = f(t)=1

dove in (a) si ¢ usata I'integrazione per parti con ¢ *, . ]
gt)=¢ = g(t)=¢".

(1—-1¢,0), telo,1],
(0,t —1), tell,2.

. 1 2
[rone [ e [ e e [

(5) Una parametrizzazione della spezzata e y(t) = {

(6) Siha

/F ~dy = / (sintcos2 t(—sint) + cost cos t) dt = / costtdt = / <+C%> dt
v 0 0 0

. + + _Lr 1 + cos 4t
_/ (1 2 cos 2t COS22t) dt__/ <1+2C082t—|—&> dt
4 J, 1), 5
—|=?+sin — Sin = —1TT.

412 S SS 0 87T

(7) Siha

s ™
/ F.dy= / (sin2 te®S!(—sint) — costsint cos t> dt = — / (sin3 et 4 cos? sin t) dt
v 0 0

1
(a) 2\ x 2 (b 2 T 1 31 2 4
/_1 (=at)er +a?) de 2 [(a® — 204 Der = 2] =5 -,

dove si & usato in (a) la sostituzione cost = z, per cui —sint dt = dx, e in (b) il risultato [ z%e® dx =
22e® — [2ze” dx = (2° — 2z + 2)e® + C.



(8) Si ha

- m a ™ 1 m
/F-d’?:/ (cost\/l—sint(—sint)+costcost) dt(:)/ cos2tdt:§/ <1+Cos2t> dt
0 0 0

0
1[t+sin2tr_ m
) 2 lo

57
dove in (a) si & usata la disparita della funzione sint costy/1 — sin ¢ rispetto all’intervallo d’integra-

zione.

(9) Siha

f7e

0 0
™
— (2t + 1) cost—l—(6t2—|—1)smt}0 —/ 12tsint dt
0

=

—
o
~

/ tsmt—l—t sint - 2t> dt:/ (23 4+ 1) sint dt 2 [—(2t3+t)cost}0+/ (612 + 1) cos t dt
™
[ (23 + 1) cost—l—(6t2—|—1)smt—|—12tcost}0—/ 12 costdt
0

— (23 — 11t) cost + (6t2 — 11) sin t} —27% 117,

t) =203+t = f/(t) =6t*+1
dove si ¢ usata l'integrazione per parti, in (a) con 1) ) + F'®) +h
g'(t) =sint = g(t) = — cost,
f) =62 +1 = f/(t)=12t, . ft) =12t = f'(t) =12,
con ) in (¢) con
g (t) = cost = g(t) = sint, g (t) =sint = ¢(t) = — cost.
(10) Si ha

in (b)

2m
. 11 o 3
/F-dﬁ':/ <t(—sint)+costcost+1) dt Y [tcost—sin?H—§t+zsin2t+t]0 :27T—|—§27T:57T,
¥ 0

dove in (a) si sono usati i risultati [ ¢sin¢dt
5[ (1+cos2t)dt = 3t + §sin2t + C.

(11) Una parametrizzazione del segmento ¢ v(t) = (¢,¢,t), t € [0,1]. Si ha

Lﬁ-diz/ol (#2422~ 1)t = Et?’—%t?]l:%.

= —tcost+ [costdt =sint—tcost+C, efcos2tdt:

0
(0,0,2), € [0,1],
(12) Una parametrizzazione della spezzata ¢ y(t) = ¢ (0,t —1,1), t € [1,2], Siha
(t—2,1,1), €1[2,3].

. 1 2 3
/F-cw:/ 0dt+/ 0dt+/ dt = 1.
¥ 0 1 2



Svolgimento esercizio 4

(1) Siha 2 Syriy = " GiaE P Bimmi—l—y = —m, per cui F non & irrotazionale.
2 -
(2) Siha 2 3y % log(1 + zy) = li’iy # a%ylog(l +zy) = %xy’ per cui F non ¢ irrotazionale.
2,2\2 _ 3,3 2 —
(3) Si ha Fy(lfgng)Q = 4xy(1$ig2;2)48x v = 6%(14?9957252)2’ per cui F & irrotazionale in R2, che &
semplicemente connesso, e quindi F & conservativo. Determiniamo una funzione potenziale U. Si
22> 22> 222
ha 97 = ﬁ = U(z,y) = f%dw—i—cp(y) = —H—izgg—i-go(y), e deve essere W =
%—Z = (1_5‘:72)2 + ¢'(y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi U(z,y) = —ﬁ

(4) Siha 2 oy (ye” —e¥) =" —e¥ = 59 (e* — zeY), per cui F ¢ irrotazionale in R2, che & semplicemente
connesso, e quindi F & conservativo. Determiniamo una funzione potenziale U. Si ha 2 % = ye*

v = Ulz,y) = [(ye” — e¥)dz + o(y) = ye* — ze¥ + p(y), e deve essere e” — xe¥ = ag =
e® —ze¥ 4+ ¢ (y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi U(x,y) = ye* — xe?.

(5) Siha & (ycosx —xysinx —siny) = cosx — rsinz — cosy = 8 ~(zcosx —wcosy + 1), per cui F
e irrota21onale in R?, che & semplicemente connesso, e quindi F & conservativo. Determiniamo una
funzione potenziale U. Si ha %—g =ycosz —zysinz —siny = U(z,y) = [(ycosz — xysinz —
siny)dx+¢(y) = xycosx—xsiny+¢(y), e deve essere zcosz—x cosy+1 = %—Z = T CcosT—TCosy+
¢ (y), per cui ¢'(y) =1, e possiamo scegliere ¢(y) = y. Quindi U(zx,y) = zycosx — xsiny + y.

(6) Siha 8%(\/’ 2xy) = f —2r = %(V - ), per cui F ¢ irrotazionale in {(m,y) eERZ:y> 0},

che e semplicemente connesso, e quindi F & conservativo. Determiniamo una funzione potenziale
U. Si ha %—g j VY — 2y = U(:z: y) = [(VU — 2zy)dz + ¢(y) = 2y — 2%y + ¢(y), e deve

essere ﬁ —xt = %—Z = 2\? 2 + ¢ (y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi
Ulz,y) = x\/ﬂ — 2%y,
(7) Si ha 5 iig = H_% = a%log(l + z), per cui F & irrotazionale in {(z,y) e R? : & > —1}, che

€ semplicemente connesso, e quindi F & conservativo. Determiniamo una funzione potenziale U.
Si ha %—g = % = U(z,y) = f}ﬂ/ dr + ¢(y) = (1 +y)log(1l + z) + ¢(y), e deve essere
log(1 + z) = %—Z = log(l + z) + ¢'(y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi
Ulz,y) = (1 +y)log(l + ).

(8) Si ha (%ew/y = —y% eV = (1 — —) /Y per cui F ¢ irrotazionale in { r,y) ER? 1y # 0}
che & semplicemente connesso (010e le sue componenti connesse lo sono), e quindi F & conservativo.
Determiniamo una funzione potenziale U. Si ha 9% = /¥ = U(z,y) = [e*/Vdz + p(y) =
ye®Y + o(y), e deve essere (1 — %)ex/y = %—g =(1- %)e“"’/y + ¢ (y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo
scegliere p = 0. Quindi U (z,y) = ye*/Y.

(9) Siha a%(?) xy3+%) = 3-% Ty = am3\/az3 , per cui F & irrotazionale 1n{ r,y) ER?:ay > 0}
che & semplicemente connesso [cioe le sue componenti connesse lo sono|, e quindi F & conservativo.
Determiniamo una funzione potenziale U. Si ha a_g = 3Vayd + ﬁ = U(z,y) = f (3

ﬁ)dm + o(y) = 2¢/23y3 + 2/7 + ¢(y), e deve essere ?)\/:vT = 3/23y + ¢/(y), per cui
¢'(y) = 0, e possiamo scegliere ¢ = 0. Quindi U(a:, y) = 2\/m3— + 2\/7.
(10) Si ha a%ylog(l +ay) = log(l + ay) + 14, = Zrlog(l + zy), per cui F ¢ irrotazionale in
{(a:, y) € R?: xy > —1}, che & semplicemente connesso (cioé le sue componenti connesse lo sono), e




quindi F & conservativo. Determiniamo una funzione potenziale U. Si ha %—g =ylog(l + zy) =

Uz,y) = [ylog(1+zy) de+ ¢(y) = (1+ zy)(log(1 +zy) — 1) + ¢(y), e deve essere zlog(1 +zy) =

%—Z = zlog(1 + zy) + ¢'(y), per cui ¢'(y) = 0, e possiamo scegliere p = 0. Quindi U(z,y) =

(I+ zy)(log(1 + xy) — 1).

Svolgimento esercizio 5

(1) Indichiamo con F(z,y) = f(z,y)7+ g(z,y) 7 il campo vettoriale da integrare. Poiché 2_5 =
log4 = %, F & irrotazionale in A = {(z,y) € R? : > 0,y > 0}, che & convesso e quindi
semplicemente connesso; quindi F' & conservativo in A, e il suo integrale dipende solo dai punti

iniziale e finale di . Poiché v(0) = (1,2), v(1) = (e, 2), per calcolare I'integrale possiamo usare il
cammino yo(t) = (1 + (e — 1)t,2), ¢ € [0,1]. Si ha allora,

1
. . 2
F-cw:/ F-d?z/ 2(log — = —1)(e—1)dt
/y . A ( 11 (e—1)t >( )

1 e
:2(6—1)log§—2(e—1)/0 log(1+(e—1)t)dt@2(6—1)10g§—2/1 log x dx

=
=

= 2(e — l)logg — [zlogz — 2]

1 =2(e —1)log2 — 2e,

dove in (a) si ¢ usata la sostituzione x = 1+ (e — 1)t = dx = (e — 1)dt, e in (b) il risultato
[logzdx = zlogx — [ do =zlogz —z + C.
(2) Indichiamo con F(z,y) = f(z,y)7+ g(z,y)J il campo vettoriale da integrare. Poiché a—f

—1522 = gg , F & irrotazionale in A = R2, che & convesso e quindi semplicemente connesso; quindi
¢ conservativo in A, e il suo integrale dipende solo dai punti iniziale e finale di . Poiché v(0) = (0,
(1) = (1, 1), per calcolare 'integrale possiamo usare il cammino

F
0)

_J(¢,0), t €[0,1],
n0(H) = {(1,t —1), te[L2l.

Si ha allora,

. . 1 2 1 9
/F-df?:/ F~df?:/ t(16t2+2)dt+/ (3(t—1)*>=5)dt = [4t* +¢*]  + [(t—1)° = 5t]] =
Y Y0 0 1

(3) Indichiamo con ﬁ(a: y,2) = f(z,y,2) U+ g(z,y,2) J+ h(z,y, z) J'il campo vettoriale da integrare.

Poiché g— 2y = m, o7 = 4dzz = %, % =2y = @ F & irrotazionale in A = R3, che & convesso

e quindi semplicemente connesso; quindi Fe conservatlvo in A, e il suo integrale dipende solo dai
punti iniziale e finale di . Poiché ~(0) = (1,1,0), v(1) = (e, 1,2), per calcolare I'integrale possiamo

usare il cammino
1,1,2t), t € 0,1],
SORE Dot o
(e"1,1,2), tell,2]
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Si ha allora,

1 2
/F-df?:/ F-df?:/ (1+2t)2dt+/ (3271 11 4 et yet L dt
Y Yo 0 1

—

e
&) [2t—|—2t2]é—|—/ (322 + 8z 4 1)dx =4 + [$3+4x2+$]i:e3+4e2—1,
1

t—1

dove in (a) si ¢ usata la sostituzione z = e = dr = e ldt.

(4) Indichiamo con F(z,y) = f(z,y)+g(x,y) 7il campo vettoriale da integrare. Poiché g—g = 4z3y3+
y2 g2
(z2+y?)?
pero, che F = F + F, ¢ la somma di un campo vettoriale conservativo F, = a3 yrT 4+ 2ty3 7
[perché irrotazionale in R2, che & semphcemente connesso], e di un campo vettoriale irrotazionale

non necessariamente conservativo Fp = W 74+ W 7. Si ha allora,

2
/F-df?:/Fl-d7+/F2-df7:/F2.df7:/ (cos®t +sin?t) dt = 2r.
ol Y ol Y 0
of

(5) Indichiamo con F(z,y) = f(z,y)7+ g(z,y)J il campo vettoriale da integrare. Poiché oy =
—2 89 7 s . . .
@%’4_(;72))2 + 2\f — 2z = 5%, F ¢ irrotazionale in A = {(z,y) € R? : y > 0} \ {(0,2)}, che non &
semplicemente connesso. Osserviamo, pero, che F' = I} + F5 ¢ la somma di un campo vettoriale
conservativo Fy = (\/y — 2zy) 7+ (2:’”/@ ?) 7 [perché irrotazionale in {(z,y) € R? : y > 0}, che &
semplicemente connesso|, e di un campo vettoriale irrotazionale non necessariamente conservativo

ax, F & irrotazionale in A = R2\{(0,0)}, che non & semplicemente connesso. Osserviamo,

_ y—2 > x 7
2 = mrgap U~ wrgap
Usando l'invarianza omotopica dell’integrale di un campo vettoriale irrotazionale, possiamo intro-
durre la curva vo(t) = (cost, 2 + sint), t € [0, 27], e ottenere

21
| oFeai= [Feags [Fedi= [ R [ Foag= [T (- st costt)de— -2
otD v ¥ v Y0 0

(6) Indichiamo con F(x,y) = f(x,y)7+ g(z,y) 7 il campo vettoriale da integrare. Poiché 2_5 =

—2)2—(y—2)2 2o . . .
% + /7y = %, F & irrotazionale in A = {(x,y) € R? : & > 0,y > 0} \ {(2,2)}, che
non e semplicemente connesso. Osserviamo, pero, che F' = F}+ F5 ¢ la somma di un campo vettoriale

conservativo Fy = (3 a:y3+%) 7+3+/23y 7' [perché irrotazionale in {(z,y) € R? : z > 0,y > 0}, che

e semphcemente connesso|, e di un campo vettoriale irrotazionale non necessariamente conservativo
-2 —»

Py = coprtar T~ et an )

Usando l'invarianza omotopica dell’integrale di un campo vettoriale irrotazionale, possiamo intro-

durre la curva vy (t) = (2 + cost,2 +sint), t € [0,27], e ottenere

21
/ F-df?:/Fl-d’?Jr/Fg-df?:/Fg-df?:/ Fz-cw:/ (—sint — cos®t) dt = —2.
otD v ¥ v Y0 0

(7) Indichiamo con F(z,y) = f(z,y)7+ g(z,y)J il campo vettoriale da integrare. Poiché g—g =

(w;_,_y e+ (((;C__QZ));;((yy__;);)g +et —e¥ = %, F' & irrotazionale in A = R2\ {(0,0),(2,2)}, che non &

semplicemente connesso. Osserviamo, pero, che F' = F} + F5 € la somma di un campo vettoriale
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conservativo F| = (ye® — e¥) 7'+ (e* — ze¥) 7' [perché irrotazionale in {(z,y) € R? : x > 0,y > 0}, che
¢ semplicemente connesso], e di due campi vettoriali 1rrotaz1onah non necessariamente conservativi

= ﬁz_’— meyLT, e Fy = = 2)2+?y 5y 77— = 2)2+(y 5y 7. Osserviamo anche che il campo
vettoriale ﬁg € conservativo in una regione semplicemente connessa contenente D, ad esempio in
{(z,y) e R? : 2 < 2}

Usando l'invarianza omotopica dell’integrale di un campo vettoriale irrotazionale, possiamo intro-
durre la curva vo(t) = (cost,sint), t € [0, 27|, e ottenere

2m
F~df?:/F1-df?+/ Fg-d’?—k/ Fg-dfyz/Fg-dfyz/ FQ-dvz/ (—sin®t—cos?t) dt = —2.
otD v ¥ ¥ Y Y0 0

(8) Indichiamo con F(z, y) = f(x,y)7+ g(x,y) 7 il campo vettoriale da integrare. Poiché g—g =
(((;C__ll));;yyz) -2 (;;yy) 696, F & irrotazionale in A = R2\ {(0,0), (1,0)}, che non & semplicemente

CONnesso. Osserv1amo che F = F1 + F2 e la somma di due campi vettoriali 1rrotazwnah F1 =

(x—lz)lz—i-yz 77— (x_l) m T e Fy= 2+y2 7+ PJF—ZJ Allora, posto yo(t) = (2 cost, s smt) t € [—m, ],
em(t)=(1+ %cost, tsint), t € [-m, 7], si ha

/ 7 /ﬁ 7 /ﬁz-dfy(i)/ﬁl-df7+/ - dy
Y Y Y1 Yo

:/ (—sinzt—coszt)dt—FQ/ (sin®t + cos® t) dt = —27 + 47 = 2,

—Tr —T

dove in (a) si & usato il fatto che F} & conservativo in {(z,y) € R? : 2 < 1}, e che F, & conservativo
in {(z,y) € R?: 2z > 0}.
(9) Indichiamo con F(z,y) = f(z, y)?+ g(x,y) 7 il campo vettoriale da integrare. Poiché g—g =

2(((; 11))2+y oz — (;Zgyyzp + (xngy o = am, F & irrotazionale in A = R2\ {(0,0),(1,0)}, che non &

semplicemente connesso. Osserviamo che F = F1 + F2 + F3 e la somma, d1 tre campl vettoriali

. R ~ 2x—1
irrotazionali F; = (x_f)%ﬂﬂ -G (f)2+)y2 7. Fy = m2+y2 T+ m2+y2 7, € F3 w2+y m2+y2 7. Allora,
posto Yo(t) = (5 cost, 3sint), t € [—m, 7], e 11 (t) = (1 + 3 cost, 3sint), t € [-m, 7], si ha

/ﬁ.dﬁz/ﬁl.df7+/ﬁ2.df7+/ﬁ3-df7@— ﬁl-dv—/(fz+f3)'di
~ y 0 ¥ 71 Y0

s s
:—/ (—QSinzt—ZCOS2t)dt—/ (sin?t 4 cos?t) dt = 4w — 27 = 2,

—T —Tr

dove in (a) si ¢ usato il fatto che F} & conservativo in {(z,y) € R? : < 1}, e che Fy e Fj sono
conservativi in {(z,y) € R? : x > 0}.

(10) Indichiamo con ﬁ(:zgy) = f(x,y) 7+ g(z,y) il campo vettoriale da integrare. Poiché 85 75 o,

F non & irrotazionale. Applichiamo la formula di Gauss-Green, ottenendo

L Fa=]] %‘a—y“y‘/“/ (g —20)
:/o[ T+y ]y—odsg_/o__dsg_[_%r:_i
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(11) Indichiamo con ﬁ(:z:,y) = f(x,y) 7+ g(z,y) il campo vettoriale da integrare. Poiché 8f 7é o

F non & irrotazionale. Applichiamo la formula di Gauss-Green, ottenendo

[ [ B o[ o [ om]
. = o ay y= [ dv | vt )= )5y gy

1
= / (arctg(l —x) — arctg(x — 1)) dz @ 2/ arctg t dt
0

0

1 ¢ 1
:2[tarctgt]0—2/0 dt:g— [log(l—ktz)}ozg—log27

dove in (a) si & usata la sostituzione t = 1 — x.

(12) Indichiamo con ﬁ(:p,y) = f(x,y) 7+ g(z,y) il campo vettoriale da integrare. Poiché 85 75 a2,

F non & irrotazionale. Applichiamo la formula di Gauss-Green, ottenendo

g /2 1
/ F.dvy // R dxdy:—//(x2+y2)dwdy=—/ dﬁ/ 0’ do
9+D 895 dy D 0 0
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