Analisi Matematica 11
Calcolo differenziale per funzioni di piu variabili (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Intanto f ¢ continua in A := {(m, y) ER?:y # 0}, per teoremi generali sulle funzioni continue.
t 1 1
Inoltre, in (z¢,0), si ha  lim arcte(zy) = lim zy(1 +o(1)
(I,y)%(l’o,o) Yy (I,y)%(l’o,o) Y
0. Quindi f ¢ continua in AU {(0,0)}.

(2) Intanto f ¢ continua in A := {(m, y) ER?:x #£ 0}, per teoremi generali sulle funzioni continue.
i 1 1
Inoltre, in (0,y0), si ha  lim sin(zy) = lim M
(z.y)—(0y0) T (z,9)—(0,50) x
Quindi f & continua in AU {(0,0)}.
(3) Intanto f & continua in A := {(z,y) € R*: 2 # 0}, per teoremi generali sulle funzioni continue.
|

Inoltre, in (0,yp), si ha  lim  arctgzsin <—> = 0= f(0,90). Quindi f & continua in R2.
(2,y)—(0,90) x

=x9 = f(20,0) <= 9 =

=yo = f(0,0) < vo=0.

(4) La continuita di f in {(x, y) ER?:y £ O} segue da teoremi generali sulle funzioni continue. In

(20,0), g # 0, si ha
2

lim /14y ex (xi) = +00.
(2.9)=(20,0) P
y#0
Invece, in (0,0), si ha  lim  f(z,y) # f(0,0), in quanto
(z,9)—(0,0)
y#0
2 1
i YTTT o () = i 77 e () = oo
wamton) ¥V Y PRy TS VT P (ge) =T
y=x
Quindi f & continua in {(z,y) € R? : y # 0}.
(5) Intanto f ¢ continua in A := { (z,y) € R? : 2y # 0}, per teoremi generali sulle funzioni con-
3 1 3
tinue. Inoltre, in (z0,0), 29 # 0, si ha lim  z?sin <y_) cos <—> = lim x2y—(1 +
(I,y)%(l’o,o) x Y (x,y)%(xo,O) x
1 1 y3 1
o(1)) cos (—> = lim  2y®(140(1)) cos (—) =0= f(20,0),ein (0,70),siha  lim  z%sin <—> cos <—>
)05 (5) = sty ™ o) cos fw0,0), ein (O.go) sibar o g, ) z y

0 = f(0,10). Quindi f & continua in R2,

(6) Intanto f & continua in A := {(:U, y) ER? x4y # 0}, per teoremi generali sulle funzioni conti-

- . , 33 . . ‘ 23y
nue. Inoltre, in (zg, —x0), zo # 0, si ha ($7y)_1)1(r£)’_$0) Ry = jﬂ, ein (0,0) si ha (x,y%lirto,o) e =
3,,3 3,3 3 4\3 6
- —z°(1 1
finquanto tm Y 0 mentre lm ¥y 2 TRy, UL

(2,9)—(0,0) 23 + 33 (e)s(00) TP+ y7 o0 1 (—z+ a0 200 325(1 + o(1))
y=0 y=—z+2t

1
-3 Quindi f ¢ continua in A.
(7) Intanto f & continua in A := {(m, y) ER2:x —y # 0}, per teoremi generali sulle funzioni conti-

2,2 2,2
nue. Inoltre, in (xg,zq), ¢ # 0, si ha lim Y 3,ein (0,0)siha lim Ty 3,
(z,y)—>(0,w0) T — Y (z.y)—(0,0) T —Y

1



2,2 2 3\2 2
— 2z7(1 1
in quanto  lim Tty = lim M = lim M = 3. Quindi f & continua in
(zy)—(0,0) T —y =0 a3 T—0 x3
y=x—a>
A.
(8) Intanto f ¢ continuain A := {(m,y) € R?%: # > 0} = {(z,y) eR?:y > 0}U{(z,y) eR? : y < —2® — 1]
1 2\y
per teoremi generali sulle funzioni continue. Inoltre, in (z,0), si ha lim <ﬂ> =
(z,y)—(20,0)

Y

( )liH(l 0 exp (y log(14-y+2%)—ylog y) =1 = f(20,0). Quindi f & continua in AU{(z,y) € R? : y = 0}.
T,y — o,

(9) Intanto f & continua in A := {(z,y) € R? : y # 22}, per teoremi generali sulle funzioni continue.

Inoltre, in (zg,z3), si ha lim 2 —y=0,e lim V4r=ai+rg=0 < z9=
(x7y)*>(x071'3) (‘Tvy)*)(moﬁvg)
y<z? y>z?

0V xo= —1. Quindi f ¢ continua in AU {(0,0),(—1,1)}.

(10) Intanto f & continua in A := {(33, y) ER?:x #£ yg}, per teoremi generali sulle funzioni continue.

Inoltre, in (yg’, Yo), si ha lim 4y = ng’, e lim 22 +y8 = 2y8, per cui f e continua
(2,y)— (Y3 w0) (=)= (¥3,y0)
r<y? a>y?

— Y=y < yo=0Vyy=1. Quindi f & continua in AU {(0,0),(1,1)}.

(11) Intanto f & continua in A := {(33, y) € R?: y # 22}, per teoremi generali sulle funzioni continue.

Inoltre, in (xg,z3), si ha lim  sin(zy) = sin(zy), e lim 0=0=sin(z}) <= 2 =
(z,y) = (w0,23) (z,y) = (z0,23)
y<a? y>a?

km k€7 < xg= Vkr, ke Z. Quindi f & continua in AU {(\S/knr, VE2n?) i k € Z}.

- t<1
(12) Osserviamo che f(z,y) = g(z? + y?), dove g(t) = {61 ’ ’

e

sin (%t), t>1.
L —lim, ,+ %sin (%t) = ¢(1), ne segue che g € C°(R). Quindi f & continua in R2.

€

. , . —t _
Poiché lim;_,;- e™" =

£, t<1,
(13) Osserviamo che f(z,y) = g(z* + y?), dove g(t) = ¢ 1, 1 <t<2, Poiché lim, ,;-t=1,e
=2, t>2.

lim;_,o+ €72 = 1, ne segue che g € C°(R). Quindi f & continua in R2.

Svolgimento esercizio 2

(1) La continuita di f in {(:U, y) ER?:y £ 0} segue da teoremi generali sulle funzioni continue. In
(20,0) si ha

T ) - [ IC0) B )
(x7y)*>(x070) Y (x,y)%(xo,O) Yy
y#0 y#0

Quindi f ¢ continua in R2. Calcoliamo le derivate parziali in {(m, y) €R?:y # 0}. Si ha

fo(w,y) = cos(zy),
f(@y) = xy cos(:ny;2— sin(zy) ‘




Quindi le derivate parziali sono continue in {(m, y) ER2:y # 0}, per teoremi generali sulle funzioni
continue. Calcoliamole in (z,0). Si ha

J(xo +1,0) — f(0,0) ~ lim xo+1— T

fa(@0,0) = Jimg ¢ i B
1,.343
. —zxat?(1 1
o t) — f(r0,0) . sin(agt) —xot | 1im 80D g
fy(x0,0) = lim =lim——4—— =< 50 +2
t—0 t t—0 12 0 =0

Infine, f ¢ differenziabile in {(:U,y) ER?:y # 0}, perché ivi f & di classe C*'. In (xg,0) si ha

: f(z,y) — f(20,0) — fo(wo,0)(x —20) . sin(zy) — zoy — (¥ — o)y
lim = lim
(@,y)—(20,0) Va2 + y? (@y)—=(@0,0)  yi/(z —x0)2 + 2
y#0 y#0
~1.3,3 1 1 3 2 1 1 3
—  lim vy (o) wg o w04o) | agy ey
(2,)=(20,0) y/ (. — 0)? + 32 6 (29)—2(0,0) /22 4 92 6 00
(]

lim f(z,y) — f(20,0) — fu(x0,0)(x — 20) b ET %0~ (x —mo) _ 0.

(2.9)—(20,0) N a @200 /22 4y

y=0 Y=
Quindi f ¢ differenziabile in R2.

(2) La continuita di f in {(m, y) ER?:x #£ O} segue da teoremi generali sulle funzioni continue. In
(Oa yO) si ha

2 .
. y-sinx 9
lim =y5 = f(0,90) <= yo=0.
(24)—>(0p0) @ 6= 1030)
r#£0

Quindi f & continua in {(z,y) € R? : z # 0}U{(0,0)}. Calcoliamo le derivate parziali in {(z,y) € R* : & # 0}.
Si ha

y%(z cosz — sinx)
2 )

fl‘(xay) = T
2ysinx

fy(l',y) = .

X

Quindi le derivate parziali sono continue in {(x, y) ER?:x #£ 0}, per teoremi generali sulle funzioni
continue. Calcoliamole in (0,y0). Si ha

f(t.yo) = F(O.y0) _ . whsint _ {aﬂ v #0,
t

:1.
1+(0,%0) 150 t=0  t2 0 yo=0,

140, %0) = lim = 0.

t—0

Infine, f ¢ differenziabile in {(z,y) € R*: x # 0}, perché ivi f & di classe C'. In (0,40), yo # 0, f
non ¢ differenziabile, perché non ¢ continua. In (0,0) si ha

f(0,y0 +1) — f(0,90)
t

L@y o wsime 0 w0 do) e g
(=) (00 NZZESY ()00 o222 @)= 00) /224 y2 o0 ’
X X



e lim f(z,y)

($7y)i>(0$070) V2 +y?

(3) La continuita di f in {(x, y) ER?:x #£ O} segue da teoremi generali sulle funzioni continue. In
(0,y0) si ha

= 0. Quindi f ¢ differenziabile in {(z,y) € R* : z # 0} U {(0,0}.

lim zy) = lim 2?2492 =2
(z,y)—(0,y0) f@y) (z,9)—(0,y0) Y Yo

x#0

lim T,y) = lim = Yo,
(m,yH(Oo,yo)f 9= ¥ = ¥

per cui f & continua <= y3 =yo < yo € {0,1}. Quindi f ¢ continua in {(z,y) € R?: z # 0} U
{(0,0),(0,1)}. Calcoliamo le derivate parziali in {(z,y) € R* : z # 0}. Si ha

fl‘(x7y) - 2'%'7
Jy(z,y) =2y.

Quindi le derivate parziali sono continue in {(z,y) € R* : & # 0}. Calcoliamole in (0,yo). Si ha

J(t,90) = f(0,%0) i % + Y5 — yo _ {39 Yo € 10,1},

0,50) = I
f2(0,y0) = lim ; 150 t 0 yoe€{0,1},

. fO,y0+1t) = f(0,50) .. yo+t—vo

1.

Infine, f ¢ differenziabile in {(m,y) ER?: 2z # O}, perché ivi f & di classe C'. In (0,40), yo & {0,1},
f non & differenziabile, perché non esiste f,. In (0,0) si ha

lim f@.y) = 10,0 = lim ey -y = lim (o — sin?) = 3.
(xvy);go(ovo) AV 372 + y2 ($7y)—)(0,0) AV ,172 + y2 0—0
In (0,1) si ha
— _ 2 2_1_-
i @Y SO -LOYy o Ay -1y g
(rvy);é(hl) 22+ (y—1)2 (zy)=(0,1) /2% 4+ (y — 1)2

Quindi f ¢ differenziabile in {(z,y) € R? : x # 0}.

(4) La continuita di f in {(m, y) ER?:x #£ O} segue da teoremi generali sulle funzioni continue. In

(0,p) si ha
lim (2 +y)*sin <1> = {39 b #0,

(z,y)—(0,y0) T 0 yo=0.
x#0

Quindi f & continua in {(z,y) € R? : z # 0}U{(0,0)}. Calcoliamo le derivate parziali in {(z,y) € R* : & # 0}.
Si ha

o) =26a-+ ppsin (1) - T o (1)

x 2 T

fy(z,y) =2(x + y)sin (%) )



Quindi le derivate parziali sono continue in {(x, y) ER?:x £ 0}, per teoremi generali sulle funzioni
continue. Calcoliamole in (0,y0). Si ha

f(tayO) - f(oayO) — lim
t t—0

1,0, y0) = lim f(0.90 + ti — 1(0,30)

f$(07y0) :%g% P

(75+y0)281n(1)_ B oy #0,
t 0 w=0

=0.

Infine, f ¢ differenziabile in {(x,y) € R? : x # 0}, perché ivi f & di classe C*. In (0,40), yo # 0, f
non ¢ differenziabile, perché non esiste f,. In (0,0) si ha

. flz,y) : (z+y)? (1 : N2
lim —(—=—= lim ——=—=sin (—) = lim ¢(cos ¥ + sin ¥)“ sin ( > =0,
(ny);éo,t)) Va? 4+ y? (x,y);éo,()) Va? 4+ y? x e—0 ( ) ocosV

. f(z,y) o o ;
e lim ———= = 0. Quindi f e differenziabile in {(x,y) € R®: 2 # 0} U {(0,0}.
(@)=(00) /22 + 2 f {(z,y) £ 0} U {(0,0}

r=

(5) La continuita di f in {(m, y) ER?:x # O} segue da teoremi generali sulle funzioni continue. In

1
(0,90) si ha lim  z?sin (—) cosy = 0. Quindi f & continua in R?. Calcoliamo le derivate
(‘Tvy);)(oovyo) x
xT

parziali in {(z,y) € R? : 2 #0}. Siha

. /1 1
fo(z,y) = 2z sin <—> COS Y — COS <—) cosy,
x x
1
Jy(z,y) = —2?sin (—) siny.
x

Quindi le derivate parziali sono continue in {(x, y) ER?:x £ 0}, per teoremi generali sulle funzioni
continue. Calcoliamole in (0,y0). Si ha

f(tayO) — f(o’y(])
t

1
= 1. 1 (—) =
lim tsin " cosyg = 0,
fy(0,50) = lim "

fx(07y0) = }g%

=0.

Infine, f ¢ differenziabile in {(z,y) € R* : z # 0}, perché ivi f & di classe C'. In (0,y0), yo # 0, si
ha

. [z, y) : a? 1
lim = lim sin (—) cosy = 0,
x#0 x#£0
perché 22 — 0, e gli altri fattori sono limitati. In (0,0) si ha
2 1
lim M = lim S sin (—) cosy = 0,
x

(x,y);éom V2 + y? (ny);o(o,t)) V2 + y?
xX xr

2

perché — 0, e gli altri fattori sono limitati. Quindi f ¢ differenziabile in R2.



tlog|t] t#0,
0 t=0,
log [t| + 1 t#0,

. tlog |t
lim;_q Otg‘ | =—o0, t=0,

(6) La continuita di f in R? segue dal fatto che, posto g(t) := { che e continua in R, si

ha f(z,y) = g(xy). Calcoliamo le derivate parziali in R2. Siha ¢'(t) = {
per cui, se xy # 0,

fo(z,y) = ¢ (zy)y = y + ylog |zy|,
fy(@,y) = ¢ (zy)x = x + xlog |xy|.

Quindi le derivate parziali sono continue in {(x, y) ER?: xy # 0}, per teoremi generali sulle funzioni
continue. Calcoliamole in (z,0). Si ha

f(zo+1,0) = f(20,0)

fa(@0,0) = }g% t =0
t) — t1 t 0
fy(x070) - hm f(x(], ) f(:CQ,O) — hm M — ﬂ Lo ?é )
t—0 t t—0 t 0 z0=0.

Calcoliamole in (0,yp). Si ha

t,y0) — f(0 tyo log [t 0
£2(0.50) = lim £090) = FO0) _pp  tyolog [tyol _ B oy #0,
t—0 t t—0 t 0 yo:o’

(0,50 +1) — f(0,90)
t

fy(0,70) = lim =0.

t—0

Infine, f e differenziabile in {(m, y) € R?: zy # 0}, perché ivi f ¢ di classe C'. Non ¢ differenziabile
in {(z,y) e R* : 2y = 0} \ {(0,0)}, perché ivi non esiste una delle derivate parziali. In (0,0) si ha

lim Sy) = lim <:U log |a:|L + ylog |y|L) =0,
(wvy);(OO,O) V2 + y? (x,y)—;;(OO,O) Va2 42 a2+ 2
Ty Ty

e lim ———=— = 0. Quindi f e differenziabile in {(x,y) € R*: 2y # 0; U{(0,0}.
($7y)_>(0$070) /22 + 42 {( ) # } {(0,0}
Tr=
(7) La continuita di f in {(m,y) ER?:4a? 4942 -4+ 0} segue da teoremi generali sulle funzioni
continue. I punti di C' := {(x,y) ER?:4x? +9% 4= 0} si possono descrivere come x = cos a,
y =2sina, a € [0,27]. Allora si ha

lim (42® + y* — 4) cos (;) =0
(z,y)—(cos a,2 sin @) 4_%.2 + y2 —4 .
(z,y)gC

Quindi f & continua in R2. Calcoliamo le derivate parziali in R?\ C. Si ha

] 1 8z . 1
falz,y) = 8z cos (4352 +y2— 4) R <4x2 +y?— 4) ’

1 2 1
Jy(z,y) = 2ycos( ) + L sin< >
42 +y2 — 4 42 +y2 — 4 42 +y2 — 4




Quindi le derivate parziali sono continue in R? \ C, per teoremi generali sulle funzioni continue.
Calcoliamole in (cos a,2sina) € C. Si ha

f2(cos @, 2sin a) = lim f(cosa+t,2sina) — f(cosa,2sin «)
x 9 -

t—0 t
. 4(cosa+t)? +4sin?a — 4 1

= lim cos( — >
0 t 4(cosa +t)? + 4sin® o — 4
. Stcosa + 4t? 1 B oo 5,37”,

= lim cos( ) =
0 t 8t cos av + 4t? 0 a=1232

f(cosa,2sina +t) — f(cosa,2sin «)

fy(cos o, 2sin ar) = lim

t—0 t
. 4cos’a+ (2sina +1)2 —4 1

= lim oS ( - >
0 t 4cos?a+ (2sina+t)2 —4
. Atsina +t2 1 3 a#0,m,

= lim oS < - > =
=0 t 4t sin o + 2 0 a=0,r.

Infine, f ¢ differenziabile in R?\ C, perché ivi f & di classe C'. In C, f non ¢ differenziabile, perché
o non esiste f;, o non esiste f,.

(8) La continuita di f in {(m, y) ER2:y — 22 # O} segue da teoremi generali sulle funzioni continue.
Nei punti di C := {(z,y) € R* : y = 2?} si ha

lim  f(z,y) = lim  sin(zy) = sin(zd),
(x,y)—>(90207$(2)) ()= (z0,2)
y<x

lim fxay :0:f$0,562,
y>a?

e quindi f & continua <= sin(23) =0 <= 23 =k, k € Z < x9= Vkm,k € Z. Calcoliamo le
derivate parziali in R? \ C. Si ha

ycos(ry) y < a?,
x, =
Ja(@,y) {0 Y > 2

zcos(zy) y <z
0 y > 2.

fy(l',y) = {

Quindi le derivate parziali sono continue in R? \ C, per teoremi generali sulle funzioni continue.
Calcoliamo f, in (zg,23) € C. Se zo < 0, si ha

f(@o +t,23) — f(xo,23)

2 .
=1 0
Forlooa0) = I, t ,
t,2p) = 0 in ((wg + t)a?
fx—(xo,mg) = lim f(zo +1,x5) = f(z0,75) — lim Sl ((QUO )xo)
=07 t -0 t
~lim sin(:cg) cos(m%t) + cos(m%) sin(m%t) _ i 20 7 %’
t—0 t x% cos(az%) zo = Vkm,



f(t,O) — f(0,0)

e quindi f, non esiste mai. Se g = 0, si ha f,(0,0) = lim =0. Se g > 0, si ha

t—0~ t
2 _ flwo +t,a3) — f(zo, x3)
- ) = 1 - 07
Fo-toon ) = B t
: 2
o v flxzo+t,ad) — f(wo,xd) . sin ((wo + t)x)
Jo (w0, 7o) = i, t = firg t
— lim sin(z}) cos(zdt) + cos(xd) sin(x3t) _ ? xo # Vkm,
=0 t r3cos(xd) xo = Vk,

e quindi f, non esiste mai. Calcoliamo ora f,. Si ha

fwo, x§ 4+ 1) — f(20,23)

2 .
Syt (w0, 25) = t1—1>%1+ p ~0,
o+ 1)~ 6 i 2+t
fyf(l“o,l“%) = lim f(xo, 25 +11) = (20, 75) = lim s (3:0(;,;0 ))
t—0 t o0 P
— lim sin(z) cos(zot) + cos(z]) sin(zot) | 3 20 # Ve,
o ' o cos(z) wo = V.

e quindi f, esiste solo in (0,0). Infine, f ¢ differenziabile in R? \ C, perché ivi f & di classe C1. In
C\ {(0,0)}, f non ¢ differenziabile, perché non esistono f, e fy,. In (0,0) si ha

. f(z,y) . sin(zy) : :
lim ————= lim ————= = lim pcos¥sin¥(1+ o(1)) =0,
(2,9)=(0,0) Va2 +y?  (@y)—=00) /o2 +y2 00 ( )
y<zx
e lim J@y) = 0. Quindi f ¢ differenziabile in {(z,y) € R*\ C'} U{(0,0}.
(2,4)(z0,0) Va2 +y?
y2z

Svolgimento esercizio 3
(1) Siha
x x
y'(z) = [e'sin2(z — ], + / 2¢' cos 2(x — t) dt = / 2¢’ cos 2(x — t) dt,
0 0

y'(z) = [2€' cos2(z — ],

x x
— / 4e’sin2(x — t) dt = 2¢* — / 4e’sin2(z — t) dt,
0 0

per cui y(z) + 4y(x) = 2¢" + [ (—4+4)e'sin2(x — t) dt = 2¢”.
(2) Siha

y'(z) = [em sin(x — t)]t:x + /0 em(sin(x —t) + cos(z — t)) dt = /0 ex(sin(x —t) + cos(x — t)) dt,
y'(x) = [em(sin(x —t) 4 cos(z — t))]t:x -+ /0 2e” cos(x — t)dt = e” + /0 2e’ cos(x — t) dt,
per cui y”(z) =2y (x) +2y(z) = "+ [ €”(2cos(z—t)—2sin(z—t) —2 cos(z —t)+2sin(z —t)) dt = €.

8



(3) Siha
! = [(x = 62x—t * eZJ:—t T — eQa:—t _ v 6293_,5 — €2$_t
y'(z) = [(x—t) ]t$+/0 ( +2(x —t) ) dt /0 ( 42z — 1) ) dt,
y'(x) = [e%_t +2(x — t)e%_t] ey T / (4 +4(x — t))e%_t dt = e* + / (4 +4(x — t))e%_t dt,
0 0

per cui ' (z) — 4y (z) + dy(x) = €” + [ (4o — 4t + 4 — 8z + 8t — 4 + 4o — 4t)e** 1 dt = €.
(4) Siha

y'(z) = [e" (" " = 1) cost] e T / (QeQ(x_t) — " ") costdt = / (262($_t) — " ") costdt,
0 0

V@) = [0 ot + [
0

T

xX
(462(x_t) — ex_t) costdt = cosx + / (462(36_” - ew_t) costdt,
0

per cui y”(z) — 3y'(z) + 2y(z) = cosz + [ ((4— 6+ 2)e2@D — (1 — 3+ 2)e*!) cost dt = cosz.
(5) Si ha

y'(x) = [(1 —cos(z —t))sint],__+ / sin(x — t)sintdt = / sin(x — t) sint dt,
0 0
y"(z) = [sin(x —t)sint],__+ / cos(x —t)sintdt = / cos(z — t)sint dt,
0 0

xT x
y"(z) = [cos(z — t) sint] M / sin(z — t)sintdt = sinz — / sin(z — t)sint dt,
0 0

per cui y"'(x) + ¢/ (x) = sin x.

O
Svolgimento esercizio 4
(1) Siha
2 2
7 1 + sin 2%y? ) fom 1+sinz?y?dy () . 22(1 +sina?) + fom 22 cos z2y? dy
lim —— —dy=lim 5 =" lim
z—0 Jq T z—0 T z—0 2z
12
= lim <1 + sin 2 +/ COS$2y2 dy> =1.
(2) Siha
r 2(22(1 2 Y ycos?(2?(1 +y?))d
lim Yy CoS (acg —i—y))dy:hmfoy ( g y*)) dy
(H) . zcos?(z? + zt) — [ 2y (1 + y?) sin(22? + 22y?) dy
- a:lir(l) 2x
. L 2.2, 4 ’ PA 2 2,2 1
= lim | —cos“(z* 4+ 2%) — | y(1+y°)sin(2z° +227y*)dy | = =.



(3) Siha

2

2 2 2
7 (2% — y) cos y? dy Iy (22 —y)cosy® dy (H) . Jo 2z cos y? dy Iy cos y2 dy

lim = lim - =" lim = lim
20 J, sin z4 2—0 sin x4 a0 4a3 cosxt a—0 222 cos x*
(H) 2z cos 1
lim

2—0 4x cosxd — 8xBsinaxt 2

2

T . . ,de T ,de )
(4) Siha lim [ EZYT 4 i 0y Sy e dy e 1

5 5 = - =" lim = —.
z—0 Jo sin® x z—0 sin® x z—0 2sinx cosx z—02cos2x 2
(5) Siha
1 2 22
o [ log(1+2%y?)  Jylog(t+a®Rdy oy o Jo S A ey Jy Pt
im — 5 —dy = lim 5 = lim 3
z—0 Jo xT x—0 xT x—)O 2 z—0 2z

2 2
) i S _ !

=0 622 37

Svolgimento esercizio 5 Ricordiamo che il polinomio di Taylor di ordine 2 di f in (zg,yp) €
Dolf](x,y) = fl(xo,yo)Jrfm(xmyo)(ﬂc—wo)Jrfy(xo,yo)(?/—yo)+%fm(wo,yo)(w—xo)2+fxy(xo,yo)(x—
20)(y — yo) + 3fyy (20, %0) (¥ — %0)*-

(1) Calcoliamo le derivate parziali di f in R2. Si ha

fo(z,y) = 327 + 4oy + 3y
fylz,y) = 222 + 6zy — 12y
foa(z,y) = 62 + 4y
foy(z,y) = 42 + 6y
fyy(z,y) = 62 — 24y

Quindji, il polinomio di Taylor di ordine 2 di f in (zg,y0) € T2[f](z,y) = =15+ 23(x — 1) — 34(y —
2) +7(x —1)2+16(x — 1)(y — 2) — 21(y — 2)? = 72? + 162y — 21y> — 23z + 34y — 15.

(2) Calcoliamo le derivate parziali di f in R2. Si ha

fo(z,y) =siny

fy(z,y) =z cosy
faa(@,y) =0
fay(x,y) = cosy
fyy(,y) = —xsiny

Quindi, il polinomio di Taylor di ordine 2 di f in (zg,yo) € Ta[f](z,y) = zy.

10



(3) Calcoliamo le derivate parziali di f in R2. Si ha

fo(2,

( =2xy + ysinzx
fy(

(

(

y)
z,y) = 2> +sinz
faoz(x,y) =2y —ysinzx
y)

fay(x,y) = 22 + cosx

fyy(2,y) = 0.
Quindi, il polinomio di Taylor di ordine 2 di f in (zo,y0) & To[f](x,y) = 2y + (27 — 1)(x — m)y =
27 — Day — w2y + my.

alcoliamo le derivate parziali di f in . Si ha
(4) Calcol le deri P lidif R2. Sih

fo(z,y) =€Ysinx

fy(@,y) = e’(1 — cosx)
faz(z,y) = €Y cosx
Jay(z,y) = €Ysinx
Jyy(z,y) = €(1 — cosz).

Quindi, il polinomio di Taylor di ordine 2 di f in (xo,%0) ¢ T2[f](z,y) = 52

Svolgimento esercizio 6

(1) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema

, =-322y+1=0 = 22/3
{f (z,y) ry + PN {y x (:){

fy(z,y) = 16> — 1622 = 0 3= L

< 8
Il
W[ 0ol

Poiché
f:m:(x, y) = —32y,
f:vy(x,y) = —32$,
fyy(x,y) = 48y2 9
si ha Hf(%, %) = <_8 _4>, det Hf(%, %) = —40, e quindi (%, %) ¢ un punto di sella.
(2) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema
folw,y) = 4o — 423 = 42(1 — 2%) =0 PN =0 y x=0 y r ==+l y r ==+l
fy(z,y) =4y —4° = 4y(1 - y*) = 0 y =+l y= y=+1.

Poiché



4 — 1222
si ha Hy(xz,y) = < 0 o 4 —(12112)’ det Hy(z,y) = 16(1 — 32%)(1 — 3y?), tr H(z,y) = 4(2 —

322 — 3y?), per cui det Hp(+1,£1) = 64, tr Hp(£1,£1) = —16, e quindi (+1,+1) sono punti di
massimo relativo; inoltre det Hy(0,+1) = det Hf(£1,0) = —32, e quindi (0,£1) e (£1,0) sono
punti di sella; infine det H¢(0,0) = 14, tr H¢(0,0) = 8, e quindi (0, 0) ¢ un punto di minimo relativo.

(3) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema

folwy) =82° =2z +y)=0 __ [8’-8 =0 Jy=z
fy(z,y) = 8y* = 2(z +y) =0 do® — 220 =0

che fornisce i punti (0,0), (-, %) e (——=, ——). Poiché

43 —x —y =0

27 V2 V2' V2
faca&(xay) = 24'%'2 -2,
fa:y(xay) = -2,
fyy($ay) = 2492 -2,
. -2 =2 . S . 11
si ha Hf(0,0) = 9 _o)® quindi nulla si puo dire sulla natura di (0,0). Inoltre Hf(%, %) =

Hf(—%7 —%) = (iOQ I(?) e quindi (%, %) e (—%, —%) sono punti di minimo locale.

In realta, (0,0) & un punto di sella, come si puod vedere considerando f(z,z) = 4r* — 422 +2 < 2 =
£(0,0), se |z| <1, 2 #0, e f(z,—x) =42* +2 > 2= £(0,0), se z # 0.

fola,y) = —2ze (") =0

fy($,y) = —2ye—(ﬂc2+y2) —0 che fornisce

(4) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema {
il punto (0,0). Poiché
frz(2,y) = —26*(5’32+3/2) + 4x26*(l‘2+y2) 7
fay(z,y) = dzye~ @+
Fuy(,y) = —2e7 V) 4 gm0

—2
0 -2

(5) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema

folz,y) = e @40 — 9g(z — y)e~@*Hv") = 0 . 1—222 427y =0 . 22—y =0
Fyla,y) = =) —2y(a —y)e ) =0 1 -2y + 20y =0

y=x Yy=—
e
{1—2x2—{—2xy:0 \/{1—2x2—|—2xy:0

che fornisce i punti (3,—3) e (—3,3). Poiché

si ha H¢(0,0) = ( > e quindi (0,0) & un punto di massimo locale.

Foo(m,y) = —2me~ @) _ (4g — 2y)e~ V) 4 4o (z — y)e~ @Y
f:cy(l", y) = —2ye’(12+y2) + ope~ @ +y?) + dzy(z — y)ef(:vQH/Q) ’
fyy(@,y) = 2y~ (@) (2z — 4y)e’(12+y2) + 4y (z — y)e*($2+y2) )

12

1—222 422y =0



— 1
sitha Hp(3,-1) = ﬁ ( 13 _3> e quindi (1, —1) & un punto di massimo locale, mentre Hy(—3, %) =

3 -1 o . L
ﬁ (_1 3 > e quindi (—3, ) & un punto di minimo locale.
6) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema
g

fo(@,y) = 22 +y)e™™ + (22 + zy + y?)e" T = 0 2 +ry+y*+22+y=0
fy(x,y) = (x4 2y)e™ T2 + 2(2? + zy + y?)e™ ™ = 0 2@ +ay+y?) +a+2y=0

3z=0 z=0
2 2 = 9,2
“+ay+y +2r+y=0 y +y=0
che fornisce i punti (0,0) e (0,—1). Poiché

Fral,y) = 225 + g)e™ + 2654 4 (52 4y 1 g2t
Foy(@,y) = 220 +y)e™ ™ + ™ 4 (2 + 2y)e™ Y 4 2(2? + 2y + y?)e” TV,
z,y) = 4(z + 2y)e* % 4+ 27T 4 4(2? + xy + y?)e" T,
vy

siha H¢(0,0) = <? ;) e quindi (0, 0) ¢ un punto di minimo locale, mentre Hy(0,—1) = % (_11 :;)

e quindi (0,—1) ¢ un punto di sella.

(7) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema

folw,) = Qo+ )V + (@ b oy + 22V =0 @ oy 2P+ 204y =0
fy(@,y) = (z +4y)e™Y + (a2 + 2y + 2y°)e™V = 0 2?+ay+2y° +a+dy =0

z—3y=0 — T =3y
24y +2y° +2r4+y=0 149> + 7y =0
che fornisce i punti (0,0) e (—3,—3). Poiché
foal(@,y) = 2020 + y)e™Y + 26" + (2 + wy + 2y%)e” Y,
foy(@,y) = 2@+ y)e™¥ + ™ 4 (2 + dy)e™ + (2 +ay + 2y°)e™
z,y) = 2(x + 4y)e* Y + 4e" Y 4+ (2% + zy + 2y%)e" Y,
vy

si ha H¢(0,0) = (i i) e quindi (0,0) ¢ un punto di minimo locale, mentre Hy(—3,—1) =

o <:§ _15> e quindi (—3,—3) & un punto di sella.

(8) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema

2,,2\_ 9.2 ) 3
folwy) =R 00y — ptuby, — . Jua=a ey =0
_ 2 3
fo(x.y) itz =0 z(l—y*+2%) =0
y=20 y=20 1—x2+y2: 1—x2+y2:0
<
{x:() \/{l—y2+x2:0 \/{x:O \/ 1—y?+ a2



che fornisce il punto (0,0) [gli altri tre sistemi sono assurdi]. Poiché

—2zy(1 + x? + y2)2 —4x(1+ 2+ y2)(y — 2%y + y3) —6xy + 223y — 6213

1" pr pr s
foa(2,9) (11221424 1+ 22 + y2)3
(- 22+ 3y2) (1 + 22 + y?)? — dy(1 + 22 + ) (y — 22y + »°) 1 zt + 622y — ot
fxy(m,y) = (1—|—x2+y2)4 - (1—|—x2+y2)3 )
—6 2xy® — 623
fyy(5'3ay) = wx ey ° ya

(14224 y2)3

10

(9) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema

si ha H¢(0,0) = (0 1) e quindi (0,0) & un punto di sella.

fol,y) =day +2y% — 22> —dy = —2y(z - 1)(y —2) = 0
fy(z,y) =222+ 4oy — 22%y —do = —2z(z —2)(y — 1) =0

che fornisce i punti (0,0), (0,2), (2,2), (2,0), (1,1). Poiché

fmm(xay) = 4y - 2y2 )
foy(2,y) = 4z + 4y — 4oy — 4,
fyy(may) = 4z — 22° )

si ha H(0,0) = < 0 _4> e quindi (0,0) ¢ un punto di sella; Hf(0,2) = <2 é) e quindi (0, 2)

-4 0
0 -4

¢ un punto di sella; H¢(2,2) = (_4 0

> e quindi (2,2) ¢ un punto di sella; Hf(2,0) = (Z é)

e quindi (2,0) ¢ un punto di sella; infine, Hf(1,1) = <§ (2)> e quindi (1,1) & un punto di minimo
assoluto.

(10) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema

fo(z,y) = —cosxsin(2y) =0
fy(z,y) = —2cos(2y)sinz =0

che fornisce i punti (£5,£%), (£3,+3F), (0,0), (0,%), (0,7), (0,3F), (x,0), (7, %), (7,7, (7,3F).
Poiché

;w ;w
< 8
—~~
& R
<
~—
I
=R
o B
(@
2 =
-t
QN
g <
—

o -
<

N~—

si ha:
0 ..
Hf(_%ai%) = Hf(%’_gf) = Hf(_%’%) = (0 _4>’ € qlllIldl (_gai%)? (ga_%)a (_ga%)

sono punti di massimo relativo;

14



w

s U 1 O 3 3 s s us ™ s ™
Hy(5,+7) = Hy(5 ——) Hf(—g,?’r) = (0 4>, e quindi (§,+7%), (5,—37), (=%, ) sono
punti di minimo relativo;

Hy(0,0) = Hy(0,m) = Hy(m, £5) = ( 5o

9 0 ), e quindi (0,0), (0,7), (m,£%) sono punti di sella;

Hp(0,£5) = Hp(m,0) = Hp(m,m) = <(2) (2)> e quindi (0,%7%), (7,0), (7, 7) sono punti di sella.

(11) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema x2+y 0 che non fornisce
m2+y -
nessun punto. Osserviamo che, poiché f(z,y) > 0 £(0,0), ne segue che (0,0) ¢ un punto di
minimo (assoluto).
p— pu— 0
(12) I punti stazionari si ottengono risolvendo il sistema {;m g’y|‘ =0 e quindi sono (z,0),
y — 2L y =

x € R. Poiché f(t,0) = f(0,t) = 0, per ogni ¢t € R, mentre f & positiva nel primo e terzo
quadrante aperti, mentre & negativa nel secondo e quarto quadrante aperti, ne segue che ogni suo
punto stazionario ¢ di sella.

0

Svolgimento esercizio 7

(1) Introduciamo F(x,y) = z(z? + 3?) — 232, per ogni (z,y) € R?, e osserviamo che F(1,1) = 0
e Fy(z,y) = 322 + y?, Fy(z,y) = 22y — 4y e quindi F, (1 1) = —2 # 0. Per il teorema del
Dini, esistono un intorno U di xp, un intorno V di g, e un’unica funzione y = f(z) : U — V di
classe C1(U), che soddisfa f(1) = 1 e F(x, f(z)) = 0, per ogni € U. Derivando rispetto ad =
quest’ultima relazione, si ottiene Fy(z, f(x)) + Fy(x, f(x))f'(x) = 0, che, calcolata in z = 1, fornisce
Fu(1,1) + F,(1,1) /(1) = 0, da cui segue f'(1) = —f;yg}g —2.

L’equazione della retta tangente al grafico di f inzg=1¢édataday=1+ f'(1)(x — 1) =2z — 1.

(2) Introduciamo F(x,y) = ysinz + ze¥ — 2, per ogni (x,y) € R2, e osserviamo che F(2,0) = 0 e
Fy(z,y) = ycosxz + €Y, Fy(x,y) = sinz + xze¥ e quindi F,(2,0) =sin2 + 2 # 0. Per il teorema del
Dini, esistono un intorno U di x, un intorno V di g, e un’unica funzione y = f(z) : U — V di
classe C1(U), che soddisfa f(2) = 0 e F(x, f(z)) = 0, per ogni x € U. Derivando rispetto ad z
quest’ultima relazione, si ottiene Fy(z, f(x)) + Fy(z, f(x))f'(x) = 0, che, calcolata in z = 2, fornisce

. F2(2,0
F,(2,0) + Fy(2,0)f'(2) = 0, da cui segue f/(2) = —20 = — L
L’equazione della retta tangente al grafico di f in g =2 ¢ data da y = f/(2)(z — 2) = 2-?—s1f12

(3) Introduciamo F(x,y) = ze¥ + ysin(x — 1) — 2x — 4y + 1, per ogni (z,y) € R?, e osserviamo che
F(1,0) =0e Fy(z,y) = eY+ycos(x—1)-2, Fy(z,y) = ve¥+sin(x—1)—4 e quindi F(1,0) = =3 # 0.
Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di zg, un intorno V di yg, e un’unica funzione
y = f(x) : U — V di classe C}(U), che soddisfa f(1) = 0 e F(x, f(z)) = 0, per ogni = € U.
Derivando rispetto ad = quest’ultima relazione, si ottiene Fy(z, f(z)) + Fy(z, f(x))f'(x) = 0, che,

calcolata in x = 1, fornisce F;(1,0) + F,(1,0)f'(1) = 0, da cui segue f'(1) = —%883 =1
( —

L’equazione della retta tangente al grafico di f in zg =1 ¢ dataday= f'(1)(x — 1) = —

1
3
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(4) Introduciamo F(z,y) = %arctg L 4 el 2 per ogni (z,y) € R%,y # 0, e osserviamo che

F(=1,-1)=0e Fy(z,y) = ;‘;mhryg —|—yemy L Fy(2,y) = —1 e Hee™ e quindi Fy(-1,-1) =
—3 #£ 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di zg, un intorno V di yg, e un’unica
funzione y = f(z) : U — V di classe C1(U), che soddisfa f(—1) = —1 e F(z, f(x)) = 0, per ogni
x € U. Derivando rispetto ad = quest’ultima relazione, si ottiene F(z, f(z))+ Fy(z, f(z))f'(z) =0,
che, calcolata in x = —1, fornisce F,(—1,—1) + F,(—1,-1)f'(=1) = 0, da cui segue f'(—1) =
_Fy(=L-1) _ 24x

Fy(-1,-1) = 2—m"
L’ equazione della retta tangente al grafico di f in g = —1 ¢ dataday = -1+ f'(—-1)(x +1) =

241
2— 7rx+2 T

(5) Introduciamo F(z,y) = log \/2? + y?—arctg £ 4% —log 2, per ogni (r,y) € R?, 2 # 0, e osserviamo
che F(v/3,1) =0e Fy(v,y) = xﬁ—j_yy% Fy(x,y) = ;2/152 e quindi F,(v/3,1) = 1_T‘/§ # 0. Per il teorema
del Dini, esistono un intorno U di g, un intorno V di yp, e un’unica funzione y = f(z) : U — V
di classe C1(U), che soddisfa f(v/3) = 1 e F(x, f(z)) = 0, per ogni x € U. Derivando rispetto ad

z quest’ultima relazione, si ottiene Fy(z, f(x)) + Fy(z, f(z))f (x) = 0, che, calcolata in x = /3,
fornisce F,(v/3,1) + F,(v/3,1) f'(v/3) = 0, da cui segue f'(v/3) = —?Egig ?ﬂ =2+3.

Yy ’
L’equazione della retta tangente al grafico di f in zop = v/3 & data day = 1+ f'(v/3)(x — V3) =
(24 V3)z —2(v/3 +1).

0

Svolgimento esercizio 8

(1) Introduciamo F(z,y,z) = 2% +y? + 22 — 22 + 2y — 42 + 1, per ogni (z,y, z) € R3, e osserviamo
che F(3,-1,1) = 0 e Fy(z,y,2) = 2o — 2, Fy(z,y,2) = 2y + 2, e F,(z,y,2) = 2z — 4 e quindi
F,(3,—1,1) = —2 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di (z¢, ), un intorno V'
di zp, e un'unica funzione z = f(z,y) : U — V di classe C*(U), che soddisfa f(3,—1) = 1 e
F(z,y, f(z,y)) =0, per ogni (z,y) € U.

Fol(z,y, f(2,y)) + Fx(x,y, f(z,y)) fe(z,y) = 0,

Fy(z,y, f(z,y)) + Fx(z,y, f(z, ))fy( y) =0,

F,(3,—-1,1)+ F.(3,-1,1)f,(3,—1) =0,

F,(3,-1,1) + F.(3,—-1,1)f,(3,—1) =0,
da cui segue f,(3,—1) = —% =2, f,(3,-1) = —% = 0.

L’equazione del piano tangente al grafico di f in (zg,y0) = (3,—1) & data da z = f(3,—1) +
fe(3, =) (@ —3)+ f,(3,-1)(y + 1) = 22 — 5.

(2) Introduciamo F(z,y, z) = xyz — 6, per ogni (z,y, z) € R3, e osserviamo che F(1,—2,-3) =0 e
Fp(z,y,2) =2x =2, Fy(z,y,2) =2y + 2, e F.(2,y,2) = 2z — 4 e quindi F,(1,-2,-3) = =2 # 0.
Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di (x¢, o), un intorno V' di zp, e un’unica funzione
z = f(x,y) : U — V di classe C'(U), che soddisfa f(1,-2) = -3 ¢ F(x,y, f(z,y)) = 0, per ogni
(x,y) e U.

Derivando quest’ultima rispetto ad x e y, si ottiene {

che, calcolate in (z,y) = (3, —1), forniscono {

Derivando quest’ultima rispetto ad x e y, si ottiene {F vy, f(2,9) + Felw.y, fl@,y) fol@y) =0,
Fy(@,y, f(x,y) + Fx(2,y, f (@, 9)) fy(z, ) = 0,
che, calcolate in (x,y) = (1, —2), forniscono {Fm(l’ =2,-3) + F2(1, =2, =3)f(1, =2) =0,
Fy(l’ - ) (1? ’ 3)fy(1 _2) = 0’
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da cui segue f,(3,—1) = 7%8 =3 = 3, fy(3,-1) = —7%8::3::33 = —%.
L’equazione del piano tangente al grafico di f in (zg,y9) = (1,—2) & data da z = f(1,-2) +
£, =2)( — 1) + f,(1,—2)(y +2) = 32 — y 9.

(3) Introduciamo F(z,y, z) = zy+yz+2x—3, per ogni (z,y, z) € R3, e osserviamo che F(1,1,1) =0
e Fp(x,y,2) =y+ 2 Fy(r,y,2) = x+ 2z, e F.(v,y,2) = y +x e quindi F,(1,1,1) = 2 # 0. Per
il teorema del Dini, esistono un intorno U di (xg,¥p), un intorno V' di zp, e un’unica funzione
z = f(z,y) : U = V di classe C*(U), che soddisfa f(1,1) = 1 e F(z,y, f(z,y)) = 0, per ogni
(z,y) € U.

Fo(z,y, f(zy

Fy($,y,f($,y

Derivando quest’ultima rispetto ad x e ¥, si ottiene { ;
Fip(1,1,1) + Fo(1,1,1) fo
)

che, calcolate in (x,y) = (1,1), forniscono {

; Fau(1,1,1 Fy(1,1,1
da cui segue f,(1,1) = _FzELl,lg =-1, f,(1,1) = —% =-1.
L’equazione del piano tangente al grafico di f in (zo,y0) = (1,1) ¢ datada z = f(1,1)+ f(1,1)(x —
D+ f,(LDy-1)=3-z—y.
(4) Introduciamo F(z,y,z) = [ sin(z*¢?)dt + 2y + y? — z%. Poiché F(0,1,1) =0 e F.(0,1,1) =

sin(z?2?%) — = —2 # 0, per il teorema della funzione implicita, esistono un intorno U di

2z‘(o,1,1)
(70, 10), un intorno V' di zg, e un'unica funzione z = f(z,y) : U — V di classe C1(U), che soddisfa
f(07 1) =1e F(x7y7f(x7y)) =0, V(.%',y) S U7 cioe

flz:y)
/ sin(z?t?) dt + 2%y + y° — f(x,y)? = 0.
1
Le derivate parziali prime sono
{sin (22 f(2,9)?) folm,y) + ff(x’y 22 cos(x?t?) dt + 2xy — 2f (2, y) fx(z,y) = 0,
sin (fo(x,y)Q)fy(x,y) + 'I + 2y - Qf(xay)fy(xay) = Oa

che, calcolate in (0,1), forniscono

—2f2(0,1) =0 = fx(07 1) =0,
2 — ny(o,l) =0 = fy(O,l) =1.

L’equazione del piano tangente al grafico di f in (zg,y0) = (0,1) ¢ data da z = f(0,1) + f.(0,1)z

Svolgimento esercizio 9

(1) Poniamo
F(t,z,y) =t>+ 22+ y> -2
G(t,x’y) =tx + tyQ - tQa
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e osserviamo che F(1,0,1) = G(1,0,1) =0, e

I(F,Q) 2 2y
a(x7 y) ( 7x7y) t Qty xy y7
per cui aa((x y)) (1,0,1) = —2 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di tp, un intorno V'

di (z0,%0), e un’unica funzione f(t) = (z(t),y(t)) : U — V di classe C'(U), che soddisfa (1) = 0,
y(l)y=1¢e

2+ xt)? +yt):-2=0,

te(t) + ty(t)? —t2 =0,

per ogni t € U. Derivando queste equazioni rispetto a ¢ si ottiene

{2t + 2z (t)a' (t) + 2y(t)y' ()

=0,
x(t) + ta! (1) + y(t)* + 2ty (t)y(t

)—2t =0,

che, calcolate in ¢t = 1, forniscono

2 4+ 24/(1) =0
(1) +2y/(1)—1=0,

da cui segue 2/(1) =3, y/(1) = —1.
Oppure, con notazione piu sintetica, derivando

{memmm
Gt z(t), y(t))

rispetto a ¢, e calcolandole in t = 1, si ottiene, avendo posto Py = (1,0,1),

0
0

{OZE@)+FGM%U+%GMMU=2+%ﬂ)
0 =Gi(Py) + Go(Po)a'(1) + Gy(Po)y'(1) = 2'(1) + 2/(1) — 1
da cui segue 2/(1) =3, y'(1) = —1.
(2) Poniamo
Ft,z,y) =t>+ 222 +3y> —2x -1
{G(t,x,y) =3 4323 — 4P +y — 1,

e osserviamo che F(1,0,0) = G(1,0,0) =0, e
(

J(F, Q) dr —1 6y
(t7 €, y) = 2 _ 2 )
d(z,y) 6 12y~ +1
per cui a(( S)) (1,0,0) = —1 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di tg, un intorno V'

di (z0,v0), e un’unica funzione f(t) = (z(t),y(t)) : U — V di classe C}(U), che soddisfa z(1) = 0,
y(l)=0¢e

t2 4+ 22(t)2 + 3y(t)? — z(t) — 1 =0,
3+ 3x(t)® —4y(t)3 +y(t) —1=0,
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per ogni t € U. Derivando queste equazioni rispetto a ¢ si ottiene

2t + dx(t)2'(t) + 6y(t)y'(t) — 2/ (t) = 0,
3t2 + 9z()22' (t) — 12y(t)%y/(t) + 9/ (t) = 0,

che, calcolate in t = 1, forniscono
2—-2'(1)=0
3+y/(1) =0,
da cui segue 2/(1) = 2, y'(1) = =3.
Oppure, con notazione piu sintetica, derivando

{F(t,w),y(t»

0
G(t,x(t),y(t)) =0

rispetto a ¢, e calcolandole in t = 1, si ottiene, avendo posto Py = (1,0,0),

0= Fy(Po) + Fu(Po)a' (1) + Fy(Ro)y'(1) = 2 — a'(1)
0 =Gi(Po) + Go(Po)a'(1) + Gy(Po)y'(1) = 3+ y/(1)

da cui segue 2/(1) = 2, y/(1) = —3.

(3) Poniamo

F(t,z,y) = 2t + sinz + 2zy + y% — 2
G(t,x,y) :t2y+COS$+xy—y3—t7

e osserviamo che F(1,0,0) = G(1,0,0) =0, e

O(F,G)
Nz, y)

cosx + 2y 2x + 2y
—sinz +y t?+x—3y*|’

(tvxay) -

per cui %((I;’S))(l, 0,0) =1 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di tp, un intorno V'

di (z0,v0), e un’unica funzione f(t) = (z(t),y(t)) : U — V di classe C}(U), che soddisfa z(1) = 0,
y(l)=0¢e

2t + sinx(t) + 2z(t)y(t) + y(t)> —2 =0,
£2y(t) + cos a(t) + a(B)y(t) — y(t)® —t =0,
per ogni t € U. Derivando queste equazioni rispetto a ¢ si ottiene
2+ 2/ (t) cos a(t) + 20/ (Hy (1) + 2(t)y (£) + 2y(E)y () = O,
2ty(t) + 2y (t) — o' (t) sina(t) + 2’ (H)y(t) + 2(t)y'(t) — 3y'(H)y(t)* = 1 =0,

che, calcolate in ¢t = 1, forniscono
2+2/(1)=0
y(1)—1=0,

da cui segue 2/(1) = -2, ¢/(1) = 1.
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Oppure, con notazione piu sintetica, derivando
F(t, z(t), y(t))
G(t, z(t), y(t))
rispetto a ¢, e calcolandole in ¢ = 1, si ottiene, avendo posto Py = (1,0,0),
{O:Ft( )+F (Py)a/ (1) + F,(Po)y/ (1) = 2 + /(1)
0= Gi(R) + Ga(Po)a' (1) + Gy(Ro)y' (1) = ¢/'(1) = 1

da cui segue 2/(1) = =2, ¢/(1) = 1.

0
0

(4) Poniamo
F(t,z,y,z) =t+x+2y+32—3
Gt,z,y,2) =2+ 22 - 22 + 22 +1
H(t,z,y,2) =3+ 2% —y3 + 23,

e osserviamo che F(0,1,1,0) = G(0,1,1,0) = H(0,1,1,0) =0, e

1 2 3
o(F,G,H
%(t r,y,2) =2z —4dy 2z|,
(CE,y,Z) 3$2 _3y2 322

per cui 88(566; h;) (0,1,1,0) = 18 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di ¢y, un intorno

V di (z0,v0,20), € un’unica funzione f(t) = (x(t),y(t),2(t)) : U — V di classe C1(U), che soddisfa
2(0) =1,y(0) =1, 2(00) = 0, e

t+az(t) +2y(t) +32(t) —3 =
2+ x(t)? — 2y(t)? + z(t)
3+ 2(t)d —yt)d + 2(t)3 =

per ogni t € U. Derivando queste equazioni rispetto a t si ottiene

1+2'(t) +2y'(t) + 32/ (t) = 0,
2t + 2u(t)a’ (1) — 4y()y (1) + 22(t)2' (1) =
3t2 + 3x(t)22' (t) — 3y(t)%y'(t) + 32(t)?2/ (¢

che, calcolate in ¢t = 0, forniscono

0,
)=

14 2/(0) + 2y'(0) + 32/(0) = 0,
22/(0) — 4y/(0) = 0,
32'(0) — 3y'(0) =0,

da cui segue z/(0) = 0, y/(0) = 0, 2/(0) = —3.

Oppure, con notazione piu sintetica, derivando
F(t,x(t),y(t), 2(
G(t, z(t), y(t), 2(t)



rispetto a ¢, e calcolandole in ¢ = 0, si ottiene, avendo posto Py = (0,1, 1,0)

0= Fy(Py) + Fu(Po)2'(0) + Fy(Po)y'(0) + F. (PO) '(0) =1+ 2/(0) + 2y/(0) + 32/(0)
0= Gi(Py) + Go(Po)a'(0) + Gy (FRo)y'(0) + G=(F)2'(0) = 22/(0) — 4y/(0)
0= Hy(Py) + Hqy(FPo)z'(0) + Hy(Po)y'(0) + H.(Py)z'(0) = 32"(0) — 3y'(0)

da cui segue 2/(0) = 0, y'(0)

(5) Poniamo

F(t,z,y,2) =tz +e¥ +222 -2
G(t,x,y,2) =t>+ Yy +sinz — 1
H(t,z,y,2)

=2z — 322 4 ysinz + 3,
e osserviamo che F(1,1,0,0) = G(1,1,0,0)

= H(1,1,0,0) =0, e

O(F, G, H) b 4z
) T (t,m,y,z) =|y x COs 2 )
o(z,y, z)

—6z sinz t?4ycosz
per cui %(1, 1,0,0) = —5 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di ¢y, un intorno
V di (20,90, 20), € un’unica funzione f(t) = (x(t),y(t)
z(1)=1,y(1)=0, 2(1) =0, e

,2(t)) : U — V di classe CY(U), che soddisfa

tx(t) +e?® 4+ 22(t)2 — 2 =0,
2+ 2(t)y(t) + sinz(t) — 1 =0,
t22(t) — 3x(t)? + y(t)sin z(t) + 3 = 0,

per ogni t € U. Derivando queste equazioni rispetto a t si ottiene

x(t) +ta'(t) + ' (t)ev®D + 42/ (t)z(t) = 0,
2t + 2/ (t)y(t) + z(t)y' (t) + 2/ (t) cos z(t) = 0,

2t2(t) + 122/ (t) — 62(t) w(t) + 5/ (t) sin 2(t) + y(t)2'(t) cos z(t) = 0,

che, calcolate in t = 1, forniscono
1+2'(1) +y/(1) =

2+y/(1)+4'(1) =

/(1) = 62'(1) =0,

5y (1) =—3 (1) =-¢

E-
Oppure, con notazione piu sintetica, derivando

0,
0

)

da cui segue z'(1)

Bt x(t), y(t), 2(
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rispetto a ¢, e calcolandole in ¢ = 1, si ottiene, avendo posto Py = (0,1,1,0),

0= Fy(Po) + Fo(FPo)a'(1) + Fy(Po)y'(1) + F (PO)Z 1) =1+2'(1) +y'(1)
0= Ge(Po) + Go(Po)2'(1) + Gy (Po)y' (1) + G2 ()2 (1) =2+ ¢'(1) + '(1)
0= Hy(Py) + Ho(Po)x' (1) + Hy(Po)y' (1) + Hx(FPy)2 (1) = 2'(1) — 62'(1) =

da cui segue #'(1) = -1, ¢/(1) = -2, 2/(1) = -2,

Svolgimento esercizio 10

(1) Introduciamo
F(u,v,2,y) = 22 + uy? — v
G(u,v,2,y) = zy + 2y> —uv — 3

per ogni (u,v,z,y) € R*, e osserviamo che

a(F,G)
Nz, y)

2x  2uy
y x4+ 4y

(u,v,2,y) =

' = 222 + 8zy — 2uy?,
e quindi %((F’S)) (0,1,1,1) = 10 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di (ug,vp), un

intorno V' di (g, 30), e un’unica funzione f(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) : U — V di classe C}(U), che
soddisfa z(0,1) = 1 y(0,1)=1¢e

{x(u,v)Q +uy(u,v)? —v =0 (%)
x(u, v)y(u,v) + 2y(u,v)? —uv —3 =0

per ogni (u,v) € U.
Inoltre, derivando le equazioni (x) rispetto ad u e sostituendo (u,v) = (0, 1), si ottiene

0 =2z(u,v)zy(u,v) + y(u,v)? + 2uy(u,v)yu(u,v)‘(0,1) = 22,(0,1) + 1,
0 = xu(u, v)y(u, ’U) + Cﬂ(u, v)yu(u’ U) + 4y(u, U)yu(U, U) - v{(O,l) = xu(oa 1) + 5yu(0a 1) -1,

per cui z,(0,1) = —%, yu(0,1) = —13—0. Analogamente, derivando le equazioni (x) rispetto a v e

sostituendo (u,v) = (0, 1), si ottiene

0 =2z(u,v)zy(u,v) — 1‘(0 = 2x,(0,1) — 1
0 =zy(u,v)y(u,v) + 2(u, v)y(u, v) + 4y (u, v)yy (u, v) - U‘(O )= 2(0,1) + 5y, (0, 1),

per cui 2,(0,1) = £, 4,(0,1) = — 5.
Oppure, con notazione piu sintetica, derivando
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rispetto a u, e calcolando in (u,v) = (0,1), si ottiene, avendo posto Py = (0,1,1,1),

0= Fy(Po) + Fo(Po)au(0,1) + Fy(Po)yu(0,1) = 22,(0,1) + 1
0= Gu(Py) + G (Po)zu(0,1) + Gy (Po)yu(0,1) = 24,(0, 1) + 5y, (0,1) — 1

da cui segue z,(0,1) = —%, ¥, (0,1) = —1%. Analogamente, derivando rispetto a v, e calcolando in
(u,v) = (0, 1), si ottiene,

{O:FMHQ+EA%WAQU+FM%MJQU:Q%MJ)—l
0= G’U(PO) + Gm(PO)xv(Oa 1) + Gy(PO)yv(O’ 1) = xv(oa 1) + 5yv(0’ 1)

da cui segue z,(0,1) = 3, y,(0,1) = _%0_

(2) Introduciamo

{F(u,v,x,y) =usinz +vry +uv — 1
2

G(ua%x,y) = COS$+ux2+Uy2+y_1

per ogni (u,v,z,y) € R*, e osserviamo che

a(F’G)(uv:c - uCcos T + vy VT
ow,y) V)T sing + 2ur 2y + 1)
e quindi %((i’%)(l, 1,0,0) = 1 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di (ug,vq), un

intorno V' di (0, o), e un’unica funzione f(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) : U — V di classe C1(U), che
soddisfa z(1,1) =0, y(1,1) =0 e

usinz(u, v) + ve(u,v)y(u,v) + uv —1 =0 ()
*
v? cos (u, v) + uz(u,v)? + vy(u,v)? + y(u,v) — 1 =0
per ogni (u,v) € U.
Inoltre, derivando le equazioni (x) rispetto ad u e sostituendo (u,v) = (1, 1), si ottiene
0 = sinz(u, v) + uzy(u,v) cos x(u, v) + v, (u, v)y(u, v) + ve(u, v)y,(u, v) + ”‘(1 0
= 24(1,1) + 1
0= —vzxu(u, v) sin z(u, v) + z(u, v)2 + 2uz(u, v)zy (u, v) + 20y (U, V) Yy (u, v) + Yo (u, v)|(1 N
per cui x,(1,1) = —1, y,(1,1) = 0. Analogamente, derivando le equazioni (*) rispetto a v e

sostituendo (u,v) = (1, 1), si ottiene

0 = uzy(u,v) cos z(u, v) + x(u, v)y(u, v) + va,(u, v)y(u, v) + va(u, v)y, (v, v) + u|(1 N
= 2,(1,1) + 1
0 =2vcosz(u,v) —v

=2+ y,(1,1)

%y (1,0) sin (o1, 0) + 20 (1,0 (1, ) + 202t 0)y (11, 0) + 91,0

per cui z,(1,1) = —1, y,(1,1) = —2.

23



Oppure, con notazione piu sintetica, derivando

0

0

rispetto a u, e calcolando in (u,v) = (1,1), si ottiene, avendo posto Py = (1,1,0,0),

0= Fu(Po) + Fp(Po)zu(1,1) + Fy(Po)yu(1,1) = 2, (1,1) + 1
0= Gu(P) + Go(FPo)zu(1,1) + Gy(Fo)yu(1,1) = yu(1,1)
da cui segue z,(1,1) = —1, y,(1,1) = 0. Analogamente, derivando rispetto a v, e calcolando in
(u,v) = (1,1), si ottiene,
0=F,(Py)+ Fr(Po)zy(1,1) + Fy(Po)ys(1,1) = z,(1,1) + 1
0=Gy(Po) + Go(Po)wu(1,1) + Gy(FPo)yu(1,1) = 24 y4(1,1)
da cui segue z,(1,1) = =1, y,(1,1) = —2.
(3) Introduciamo
F(u,v,2,y,2) = 2% + 2y — 2uz? — 1
Gu,v,2,9,2) =y? —uyz — 22 +v+1
H(u,v,z,y,2) = v2? + 2z — 22 + wv

per ogni (u,v,z,y,z) € R5, e osserviamo che

2 _
O(F, G, H) 3z 4y T duz
ai(u,v,x,y,z) = 0 2y —uz —uy — 2z|,
(,y,2) 20 + 2 0 T —2z

e quindi (f;G H)) (0,0,1,0,1) = —2 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di (ug, vp),

un intorno V' di (o, yo, 20), € un’unica funzione f(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) : U — V di classe
CY(U), che soddisfa 2(0,0) =1, y(0,0) =0, 2(0,0) =1 e
2(u,v)? + z(u, v)y(u,v) — 2uz(u,v)? =1 =0
(s, 0)? — (s, 0)2(t,0) — 2(,0)° +0+1=0 ()
)

va(u,v)? + z(u,v)z(u,v) — 2(u,v)? + uv =0

per ogni (u,v) € U. Inoltre, derivando le equazioni (x) rispetto ad u e sostituendo v = v = 0, si
ottiene
0 = 3az(u,v)2xy (u, v) + Ty (u, V)y(u, v) + (1, V)Y (v, v) — 22(u, v)* — duz(u, v)z, (u, v |(00
= 312,4(0,0) + y,(0,0) — 2
0 = 2y(u, v)yu(u, v) — y(u, v)z(u, v) — uya(u, v)z(u,v) — uy(u, v)z(u,v) = 22(u,v)2u(u, v)| o o)
= —22,(0,0),
0 = 2vx(u, v) Ty (U, v) + Ty (u, v)2(u, v) + 2(u, v) 2y (u, v) — 22(u, v) 2y (u, v) + U‘(o 0)

= 2,(0,0) — 2,(0,0),
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per cui 2,,(0,0) = 0, y,(0,0) = 2, 2z,(0,0) = 0. Analogamente, derivando le equazioni (x) rispetto a
v e sostituendo u = v = 0, si ottiene
0= 31’(’&7 U)zwv (u7 U) + Ty (’LL, U)y(ua U) + 1’(’&7 U)yv (u7 U) - 4uz(u, U)zU (’LL, U) ‘ (0,0)

= 3x,(0,0) + v,(0,0),
0 = 2y (a1, )y (1, 0) — s (u, 0)=(01,v) — g, )2 (1, v) — 25(00,0) 2 (1,0) + 1]

= —22,(0,0) + 1,
0 = z(u,v)? 4 2vz(u, v)xy (U, v) + 24 (u, v)2(u, v) + z(u, v) 2, (U, v) — 22(u, v) 2, (u, v) + u‘(o 0)

=1+ ,(0,0) — 2,(0,0),

per cui z,(0,0) = —1, ,(0,0) = 2, 2,(0,0) =

1
5
Oppure, con notazione piu sintetica, derivando

rispetto a u, e calcolando in (u,v) = (0,0), si ottiene, avendo posto Py = (0,0,1,0,1),

0 = Fy(Po) + Fi(Po)x,(0,0) + Fy(PO)QU(Oa 0) + F%(Fo)zu(0,0) = 32,(0,0) + 3,(0,0) — 2
0= Gu(Po) + G(Py)ru(0,0) + Gy(Fo)yu(0,0) + G.(Fo)zu(0,0) = —22,(0,0)
0= Hy(Po) + Hay(Po)24(0,0) + Hy(Po)yu(0,0) + H.(Py)zu(0,0) = 2,(0,0) — 2,(0,0)
da cui segue x,(0,0) = 0, v,(0,0) = 2, 2,(0,0) = 0. Analogamente, derivando rispetto a v, e

calcolando in (u,v) = (0,0), si ottiene,

0= Fy(Py) + Fu(Po)2u(0,0) + F,(Bo)y(0,0) + F.(Py)z,(0,0) = 32,(0,0) + ,(0,0)
0= GU(PO) + G:B(PO)xv(O’ 0) + Gy(PO)yv(O’ 0) + GZ(PO)ZU(O? 0) = _231)(0’ 0) +1
0 = Hy(Ry) + He(Po)xv(0,0) + Hy(FPo)yy(0,0) + Hz(FPo)zu(0,0) = 1 4 2,(0,0) — 2,(0,0)

da cui segue z,(0,0) = —%, Y,(0,0) = %7 2,(0,0) = %

(4) Introduciamo
F(u,v,2,y,2) = ue® +vy? — 2yz — 1

G(u,v,2,y,2) = uv+usiny + 2xz

H(u,v,z,y,2) = 2% + vy +uz — 1

per ogni (u,v,,y,z) € R5, e osserviamo che

ue’ 2y — 2z =2y

oF,G,H
g’iﬁ(u,v,x,y,z) =| 2z ucosy 2z |,
(,y,2) 2z + vy VT U

e quindi %(1, 0,0,0,1) =5 # 0. Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di (ug, vg), un
intorno V' di (xo, Yo, 20), € un’unica funzione f(u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v)) : U — V di classe
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CY(U), che soddisfa 2(1,0) =0, y(1,0) =0, 2(1,0) =1 e

ue® V) 4+ vy (u,v)? — 2y(u,v)z(u,v) =1 =0

wv + usiny(u,v) + 2x(u,v)z(u,v) =0 (%)
z(u,v)? + vz(u,v)y(u,v) + uz(u,v) =1 =0

per ogni (u,v) € U. Inoltre, derivando le equazioni (x) rispetto ad u, e sostituendo (u,v) = (1,0)
si ottiene

0= e e, (u, 0) + 20y (11, 0) g1, 0) — 211,021, 0) — 2y, )20, 0)] .
=14 24(1,0) — 2y4(1,0),

0 = v+ siny(u,v) + uyy(u, v) cos y(u, v) + 2z, (u, v)z(u, v) + 2x(u, v) 2y (u, v |(1 0)

0 = 2z(u, v)xy (U, v) + vy (u, v)y(u, v) + ve(u, V)Y, (u,v) + z(u, v) + uzy(u v)‘(l 0)
=1 + Zu(l’ O),

per cui z,(1,0) = —%, yu(1,0) = %7 «(1,0) = —1.

Analogamente, derivando le equazioni (x)
rispetto a v e sostituendo (u,v) = (1,0), si ottiene

= 1,(1,0) — 2y,(1,0),

0 = u + uyy(u,v) cos y(u, v) + 2z, (u, v)z(u, v) + 22(u, v) 2y (u, v {(1 0)
=14 2x,(1,0) + yy(u,v),

0 = ue” ™)z, (u,v) + y(u, v)? + 20y (u, v)yo (w, v) — 2y (u, v)2(u, v) — 2y(u, v)zy (u, v |(1 0)

0 = 2z(u, v)xy (u, v) + z(u, v)y(u, v) + va,(u, v)y(u, v) + va(u, V)Y, (u, v) + uzy(u, v |(1 0)

= Zv(la 0),

per cui z,(1,0) = —%, Yp(1,0) = —é, 2y(1,0) = 0.
Oppure, con notazione piu sintetica, derivando

F(u,v,z(u,v),y(u,v), z(u,v)) =0
G(u,v,z(u,v),y(u,v), z(u,v)) =0
H(u,v, z(u,v),y(u,v), z(u,v)) =0

rispetto a u, e calcolando in (u,v) = (1,0), si ottiene, avendo posto Py = (1,0,0,0,1)

0=F (PO) + Fx(PO)xu(l’O) + £, ( 0 yu(l,O) + FZ(PO)Zu(l’O) =1+ xu(l 0) - 2yu(1 0)
0= Gu(PO) + Gx(PO)xu(LO) + G )yu(170) + GZ(PO)ZU(17O) =1+ 21‘1)(1,0) + yv(u7v)
0= Hy(Py) + Hy(Po)zy(1,0) + Hy(Po)yu(1,0) + H.(FPy)2u(1,0) = 1 4 2,(1,0)

_éa yu(lao) = %a Zu(lao)
= (1,0), si ottiene,

/\’\

da cui segue z,(1,0) =
calcolando in (u,v)

—1. Analogamente, derivando rispetto a v, e

0= Fo(Py) 4 Fu(Po)zy(1,0) + Fy(Po)yw(1,0) + F(Po)2u(1,0) = ,(1,0) — 2y,(1,0)
0= Go(Po) + Gu(Po)as(1,0) 4+ Gy(Po)yo(1,0) + G2 (Po)zy(1,0) = 1 + 22,(1,0) + yo(u, v)
0 = Hy(Py) + Hy(Po)zy(1,0) + Hy(Po)ys(1,0) + Ha.(Po)2y(1,0) = 2,(1,0)
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da cui segue z,(1,0) = —%, Yy (1,0)

—1, 2,(1,0) = 0.

Svolgimento esercizio 11

(1) Poiché D ¢ chiuso e limitato [vedi figura 1] e f ¢ continua su D, il teorema di Weierstrass
ci assicura che f ha massimo e minimo su D. Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange,
questi punti devono essere punti stazionari della Lagrangiana. Introduciamo la funzione di vincolo
g(z,y) = 2% + y* — 1, e determiniamo dapprima i punti non regolari per il vincolo, cio¢ le soluzioni
del sistema

9u(z,y) =22=0
gy(z,y) =2y=0
g(z,y) =a2+y*—1=0,
che non ha soluzione.
o
R+ \\\R++
1)
/ \

Figura 1: Dominio per lesercizio 11 (1)

Introduciamo ora la Lagrangiana L(z,y, ) = f(z,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari di £,
cioe le soluzioni del sistema

Lo(z,y,\) =423 + 22\ = 22222 + ) =0
Ly(z,y,N) = 4° + 29\ =2y(2y> + 1) =0
La(z,y,) =2 +y°—1=0
che equivale a

y= \/ 22 + A =0
22+y2—-1=0 22 +y2-1=0
202+ A =0 222+ A =0 (%)

V 3y= VS22 +A=0 ()

:U2—|—y2—120

x2+y2—1:0
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Il primo sistema & assurdo; nel quarto sistema sottraiamo l'equazione (xx) dall’equazione (x),

ottenendo
z=0 \/ y=20 \/ 22 =y
y==+1 r ==+l 202 -1=0
cioe 1 punti Py = (0,£1), Q+ = (£1,0), e i quattro punti Ry + = (+

Calcolando il valore di f su detti punti, otteniamo f(Py) = f(Q4)

mian:%emaXszl.

(2) Poiché 22 + 2 +ay -1 =0 <= y = %( —r+tv4-— 3x2), D & l'unione dei grafici di due
funzioni continue di x su [—%, %], e quindi D ¢ chiuso e limitato [vedi figura 2]. Poiché f &

L :I:L)
V2?2
=1le f(R:I:,:I:) = % Quindi

continua su D, il teorema di Weierstrass ci assicura che f ha massimo e minimo su D. Usando il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange, questi punti devono essere punti stazionari della Lagrangiana.
Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 22 + y? + xy — 1, e determiniamo dapprima i punti
non regolari per il vincolo, cioé le soluzioni del sistema

ge(2,y) =20+y=0
gy(x,y) =2y+x=0
g(z,y) =2*+y* +ay—1=0,

che non ha soluzione.

’// - \\\c P+
/ \
/
[}
Q%\ \
‘\\ \
\\ \
\ \
\ e
/
]
pI

Figura 2: Dominio per lesercizio 11 (2)

Introduciamo ora la Lagrangiana £(x,y, ) = f(z,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari di £,
cioe le soluzioni del sistema

Lo(z,y,A) =y+AX2x+y)=2 x4+ A+1)y=0
Ly(x,y,\) =z4+2y+A2y+2)=A+1)(z+2y) =0
Ly(z,y,\) =22+ +ay—1=0

che equivale a

=-1 r=-2y
z = \V {@-30y=0
y?—1=0 3y2 —1=0.
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Il primo sistema fornisce i punti Py = (0,+1); il secondo i punti Q4 = (i%, :F%)
Calcolando il valore di f su detti punti, otteniamo f(Py) =1e f(Q+) = —%. Quindi minp f = —

e maxp f = 1.

(3) Poiché 22 +y* —y =0 <= z = ++/y —y*, D & I'unione dei grafici di due funzioni continue
di y su [0,1], e quindi D & chiuso e limitato [vedi figura 3]. Poiché f & continua su D, il teorema
di Weierstrass ci assicura che f ha massimo e minimo su D. Usando il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange, questi punti devono essere punti stazionari della Lagrangiana. Introduciamo la funzione
di vincolo g(z,y) = 2% + y* — y, e determiniamo dapprima i punti non regolari per il vincolo, cioe
le soluzioni del sistema

1
3

gz(z,y) =2x=0
gy(z,y) =4y> —1=0
g(z,y) =2r+yt—y=0,

che non ha soluzione.

Figura 3: Dominio per l'esercizio 11 (3)

Introduciamo ora la Lagrangiana L(x,y, ) = f(z,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari di £,
cioe le soluzioni del sistema

Lo(x,y,A) =2 z=0
Ly(z,y,N) =2y+A4y* —1) =0
La(z,y,\) =22 +y' —y=0

che equivale a

A=0 z=0
y=0 \/ {2+ &’ -1)=0
22 =0 y(y3—1)20.

I1 primo sistema fornisce il punto P = (0, 0); il secondo fornisce i punti P, e Q = (0, 1).
Calcolando il valore di f su detti punti, otteniamo f(P) = 0 e f(Q) = 1. Quindi minp f =0 e
maxp f = 1.
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(4) Poiché z* +y* —1 =0 <= y = £v1—2% D & 'unione dei grafici di due funzioni continue
di x su [—1,1], e quindi D ¢ chiuso e limitato [vedi figura 4]. Poiché f ¢ continua su D, il teorema
di Weierstrass ci assicura che f ha massimo e minimo su D. Usando il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange, questi punti devono essere punti stazionari della Lagrangiana. Introduciamo la funzione
di vincolo g(z,y) = z* + y* — 1, e determiniamo dapprima i punti non regolari per il vincolo, cioé le
soluzioni del sistema

gz(z,y) =423 =0
gy(z,y) =4y°=0
g(z,y) =at+y'—1=0,

che non ha soluzione.

R-—+ — | T R++
// \
[ \
| |
\ \
§ \
Iy .

'
| |

\ /

R—}\ - - /.l;+—

Figura 4: Dominio per lesercizio 11 (4)

Introduciamo ora la Lagrangiana L(x,y, ) = f(z,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari di £,
cioe le soluzioni del sistema

Lo(x,y,\) e 2+y )2—|—4)\x =@ 2+y) (2022 (2? +y%) — 1) =0
Ly(.%'7y7 )‘) = ( 2+y2)2 +4)\y = M_Tg)g(sz ( y2) - 1) =0
L)\(x’y’)‘) =zt +y -1=0

che equivale a

z=0 =0

y=0 V $202@+y?) —1=0

2 yt=1 rtryt=1

222 (2?2 +9?) - 1=0 22 (22 + %) —1=0 (%)
\/ y=20 \/ 20222 +9y%) —1=0 (%)

4yt =1 o4yt =1

Il primo sistema & assurdo; il secondo fornisce i punti Py = (0,£1); il terzo i punti Q1+ = (£1,0).
Dal quarto, sottraendo l’equazione (xx) da (*), e osservando che deve essere A # 0, si ottiene

+ 1

xTr- =
{ Y che fornisce i quattro punti Ry + = (4= %).

x4_|_y4:1, ) é/i’
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Calcolando il valore di f su detti punti, otteniamo f(Px)
mian:%emafozl.

(5) Poiché zy =1 <= y =1

f(@Qz) =1e f(Res) = 75 Quindi

=, D ¢ il grafico della funzione continua x € (0, 4+00)

— % € (0, +00),

e quindi D & chiuso ma non limitato [vedi figura 5], e quindi, anche se f ¢ continua su D, non si

puo applicare il teorema di Weierstrass, per cui nessuno ci assicura che f ha massimo e minimo su
. . N . L 1\ 2

D. Ma osserviamo che f su D si puo scrivere g(z) := f(z, ;) = exp (14—+1), x € (0,400). Questa

Figura 5: Dominio per l'esercizio 11 (5)

2z(1—x? 2
— (’;(4“””)2) exp (xf—i-l) >0 < z€(0,1],
per cui g ¢ crescente in (0, 1], e decrescente in [1,+00), e quindi ha massimo assoluto in x = 1.

Quindi minp f = 3, infp f = 1, e maxp f = f(1,1) = \/e.

funzione ha lim,_,o+ g(z) = 1, lim, 1o g(x) = 1, € ¢'(2)

Svolgimento esercizio 12

(1) Poiché D ¢ chiuso e limitato [vedi figura 6] e f ¢ continua su D, il teorema di Weierstrass ci

assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i
punti di massimo e minimo in tre insiemi:

P+

Figura 6: Dominio per I'esercizio 12 (1)
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(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

fo(z,y) =322 +2y* =0
fy(x,y) = 4oy — 2y = 2y(2x — 1) =0,

che fornisce il punto O = (0,0).
(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In questo

caso non esistono.

(¢) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari
della Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|sp].

Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 22 +4y? — 4, e determiniamo dapprima i punti non
regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

9z(z,y) =22 =0
gy(z,y) =8y =0
g(@y) =2+ 4> —4=0

che non ha soluzione.
Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y,\) = f(z,y) + Ag(x,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(z,y,N) =322 4292+ 20X =0
Ly(x,y,\) =4doy—2y+8yr=2y(2x —1+4X) =0
Ly(z,y,\) =22 +4y>—4=0

che implica

\/ 322 4+ Ty’ + dx(1—22) = (422 + 42 +2) =0

{y:() 20 —1+4X=0 < A= 1(1 - 22)
22 +4y? —4=0.

2 —4=0

Il primo sistema fornisce i punti Py = (£2,0), mentre il secondo implica

4o + 4y + =0 322 +x+4=0
2?4+ 4y —4 =0, 2?4+ 4y —4 =0,

che non ha soluzione.

(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(O) =3, f(Py) =11, f(P-) = —5.
Quindi minp f = —5 e maxp f = 11.

(2) Poiché D ¢ chiuso e limitato [vedi figura 7] e f ¢ continua su D, il teorema di Weierstrass ci
assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i
punti di massimo e minimo in tre insiemi:
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s
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U--" Ut
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Figura 7: Dominio per I'esercizio 12 (2)

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

fo(z,y) = 423 + 12292 — 642 = 4a(2® + 3y* — 16) =0
fy(z,y) = 1207y + 4° — 64y = 4y(32” + y* — 16) = 0,

che equivale a

z=20 z=20
y=0 302+ 42— 16 =0

\/ 22+ 32 —16=0 \/ 22+ 32 —16=0
y=0 32% +y? — 16 =0,

che forniscono i punti O = (0,0), P+ = (0,£4), Q+ = (+4,0), Ry + = (£2,+£2), dei quali solo O e
Ry 4 sono interni a D.
(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In questo

caso non esistono.

(¢) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari
della Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|sp].

Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 2% + y* — 9, e determiniamo dapprima i punti non
regolari per il vincolo, cio¢ le soluzioni del sistema

9x(,y) =22 =0

gy(r,y) =2y =0

g(@,y) =2 +y>—9=0
che non ha soluzione.

Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y,\) = f(z,y) + Ag(x,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Loz, y, \) =423 + 122y — 642 + 220\ = 22(222 +6y> —32+A) =0
Ly(z,y,\) = 1222y + 4y — 64y + 2y = 2y(62% +2y? — 32+ \) =0
'C‘)\(maya)‘) :$2+y2—9:0
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che equivale a

=0 =0

y=0 \/ €622 +2y% 32+ 21 =0

24+9y2-9=0 224+9y2-9=0

222 + 6y =32+ A =0 222 4+ 6y? — 32+ X = 0(%)
\V qy=0 \/ 4622+ 2y% — 32+ A = 0(x)

24+9y2-9=0 2?2 +9y2-9=0.

Il primo sistema ¢ assurdo; il secondo fornisce i punti Sy = (0, £3); il terzo fornisce i punti Ty =
(£3,0). II quarto sistema, dopo aver sottratto l’equazione (x*) da (*), implica

22 = o2
224+ 2 —9=0,
che fornisce i quattro punti Uy 4+ = ( + %, :I:%)
(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(O) =0, f(R++) = —128, f(5+) =

f(Ty) = —207, f(Usx+) = —126. Quindi minp f = —207 e maxp f = 0.

(3) Poiché D & chiuso e limitato [perché & una corona circolare] e f & continua su D, il teorema di
Weierstrass ci assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat,
cerchiamo i punti di massimo e minimo in tre insiemi:

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

2_ 3.2

ey = U
x (22 —3y2

fy(xay) = w = 0,

che equivale a
y=0 y=0
{x:O \/ {x2—3y2:0
\/ y? =322 =0 \/ y? — 322 =0
z=0 22 —3y? = 0.
I quattro sistemi forniscono il solo punto O = (0,0) ¢ D°.

(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In questo
caso non esistono.

(c) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.

= S 19
Poiché FD ¢ l'unione di due circonferenze, possiamo parametrizzarle ponendo * TC_Oi?’
y = rsind,
¥ € [0,2x], r € {1,2}. Otteniamo cosi le funzioni g;(9) := f(cosd,sin?) = 2cosIsind = sin 29, e
g2(9) := f(2cos¥,2sinv) = %cosvﬂsinvﬂ = %sin?vﬂ, ¥ € [0,27]. Allora, ming; = —1, maxg; = 1,
mings = —7, Max gs = i.
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(d) Quindi, minp f = —1, maxp f = 1.

(4) Poiché D ¢ chiuso e limitato [perché ¢ un quadrato] e f ¢ continua su D, il teorema di Weierstrass
ci assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo
i punti di massimo e minimo in tre insiemi:

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

fola,y) = 2(z + 1)el+D*+E-1" = g
=2(y — 1)@t +-D* = g

che fornisce il punto (—1,1) & D°.

(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In questo
caso non esistono.

(¢) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Parametrizziamo, separatamente, i quattro segmenti di retta che compongono FD, indicando con
Vi=(1,1), Va=(0,1), V3 =(0,0), V4 = (1,0) i vertici del quadrato D.

Il segmento V4V ha equazioni parametriche x = ¢,y = 1, con ¢t € [0,1]. Si ha gi(t) = f(¢,1) =
e 1* per t € [0,1]. Poiché gi(t) =2(t+ 1)el*+)* =0 «= ¢ = —1, si ottengono i punti Vi, Va.
Il segmento V52V3 ha equazioni parametriche z = 0,y = ¢, con ¢t € [0,1]. Si ha go(t) = f(0,t) =
e’ 2+2 pert e [0,1]. Poiché gy(t) = 2(t — 1)’ 242 = 0« ¢ = 1, si ottengono i punti Va, V.
Il segmento V3V ha equazioni parametriche z = ¢,y = 0, con ¢t € [0,1]. Si ha g3(t) = f(¢,0) =
e* 1242 per ¢ € [0,1]. Poiché gh(t) = 2(t+1)e!’ 242 = 0 «= ¢ = —1, si ottengono i punti Vi, Vj.
Il segmento V1V ha equazioni parametriche z = 1,y = ¢, con t € [0,1]. Si ha g4(¢t) = f(1,t) =
e’ =245 per ¢ € [0,1]. Poiché g (t) = 2(t — 1)e!”~2+5 =0 <= t =0, si ottengono i punti Vi, Vj.

(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(V1) = e, f(Va) = e, f(V3) = €2,

f(V4) = €5 Quindi minp f = e, e maxp f = €.

(5) Poiché D & chiuso e limitato [perché ¢ un triangolo] e f ¢ continua su D, il teorema di Weierstrass
ci assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo
i punti di massimo e minimo in tre insiemi:

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

=962 — 2(z — y) = 34123 = = -2
folz,y) = 962° —2(z —y) =0 _  [962"+12y° =0 .y z
fy(z,y) =129 —2(y —2) =0 1293 — 2y +22 =0 —4823 + 62 =0

che fornisce i punti (0,0) & D°, e (£ ﬁ, :F%) & D°.

(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In questo
caso non esistono.

(c) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Parametrizziamo, separatamente, i tre segmenti di retta che compongono FD, indicando con V; =
(1,1), Vo = (0,1), V53 =(0,0) i vertici del triangolo D.

Il segmento V1 V5 ha equazioni parametriche z = ¢,y = 1, con t € [0,1]. Si ha g1(¢t) = f(¢,1) =
24t* — 12 + 2t +2, per t € [0,1]. Poiché ¢/ (t) = 96t3 — 2t +2 = 96t3 +2(1 —¢) > 0, per ogni t € [0, 1],
si ottengono i punti Vi, V5.
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Il segmento V5, V3 ha equazioni parametriche x = 0,y = ¢, con ¢ € [0,1]. Si ha g2(t) = f(0,t) =
3t — 2, per t € [0,1]. Poiché gh(t) =12t3 —2t =0 <= t =0Vt = :I:%, si ottengono i punti V3,
_ 1
‘/3, e P= (07 %)
Il segmento V3V ha equazioni parametriche x = ¢,y = t, con t € [0,1]. Si ha g3(¢t) = f(t,t) =
27t4, per t € [0,1]. Poiché g4(t) = 108t3 = 0 <= t =0, si ottengono i punti V3, V;.

(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo (V1) = 27, f(V2) = 2, f(V3) =0,
f(P) = —3. Quindi minp f = —&, e maxp f = 27.

(6) Poiché D & chiuso e limitato [vedi figura 8] e f & continua su D, il teorema di Weierstrass ci
assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i
punti di massimo e minimo in tre insiemi:

Figura 8: Dominio per l'esercizio 12 (6)

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema
folz,y) = 2e™ TV — 2 = 2(2e”° " —1) =0
Fyla,y) = 2ye™™ V" — 2y = 2y(e”’+V" — 1) =0,

che equivale a

T = z=0
y = Vv et _1=0
27 —1=0 27 —1=0
\/ \/ T —1=0.
L’unico sistema che ammette soluzione ¢ il primo, che fornisce il punto O = (0,0) ¢ D°.

(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In questo
caso non esistono.

(c) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|yp. La
frontiera FD & unione di un arco di ellisse E := {(z,y) € R? : 322 + 49> = 4,y > %}, e del
segmento di retta ¢ := {(z,y) € R? : y = 1,2 € [-1,1]}, che si incontrano nei punti V; = (-1, 1),
e Vo = (1, %) Allora, impieghiamo due metodi diversi: per trattare 'insieme F, usiamo il metodo
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dei moltiplicatori di Lagrange, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari della Lagrangiana
[tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|g]; per trattare I'insieme ¢, usiamo il
metodo di parametrizzazione.

Cominciamo dall’insieme E. Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 322 + 4y?> — 4, y > %,
e determiniamo dapprima i punti non regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

9z (z,y) =62 =0

gy(z,y) =8y =0

g(iﬁ,y) = 3,1?2 +4y2 —4= O,Z/ > %a
che non ha soluzione.

Introduciamo ora la Lagrangiana L(z,y,A\) = f(x,y) + Ag(x,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema
Lo(z,y,A) =22e” W — 2+ 6dz = 2(2 T —1+6)) =0
Ly(x,y,N) = 2ye™ V' — 2y + 8y = 2y(ex2+y2 —144X) =0
L)\(x,y,)\) :3$2+4y2—4:0,y2%,

che equivale a

x=0 x=0
y=0 V {e? v —14+4x=0
3x2+4y2—4:0,y2% 3x2+4y2—4:0,y2%
267V _ 1461 =0 267V _ 1461 =0

\V Sy=0 V {e v —144x=0
3+ 4y  —4=0,y > 1 3pt 4+ 4y —4=0,y > 1.

Il primo, il terzo e il quarto sistema sono assurdji; il secondo fornisce il punto P = (0, 1).
Consideriamo, ora, il segmento ¢. Esso ha equazioni parametriche x = t,y = %, cont € [—1,1].
Sihah(t) = f(t,3) = et2+1/4—%t2—i, per t € [=1,1]. Poiché I(t) = 2tet" /4t = (2 T1/4 1) =
0 < t =0, si ottengono i punti Vi, Vo, e @ = (0, %)
(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(V1) = f(Va) =e— 3, f(P) =e—1,

27
f(Q) = e/t — 1. Quindi minp f = e/t — 1emaxp f=e— 3.

(7) Poiché D & chiuso e limitato [vedi figura 9] e f & continua su D, il teorema di Weierstrass ci
assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i
punti di massimo e minimo in tre insiemi:

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema
fa(w,y) =2(x —y) =0
fy(@,y) =2(y —2) = 0,

che fornisce il segmento di retta £ := {(z,y) € R?:y = 2,2 € (%, V2)} c De.

(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In questo
caso non esistono.
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Vs ¢

Figura 9: Dominio per l'esercizio 12 (7)

(¢) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|yp. La
frontiera FD & unione di due archi di circonferenza C; := {(z,y) € R? : 22 + 4% = 1,2 > 0,y > 0}
e Cy = {(z,y) € R?: 22 442> = 4,2 > 0,y > 0}, e di due segmenti di retta ¢, := {(z,y) € R?:
y =0,z € [0,1]} e &, := {(z,y) € R? : z = 0,y € [0,1]}, che si incontrano nei punti V; = (1,0),
Vo = (2,0), V3 = (0,2), V4 = (0,1), e che dovremo considerare quali possibili punti di massimo o
minimo. Allora, impieghiamo due metodi diversi: per trattare gli insiemi Cy e C5, usiamo il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari della Lagrangiana;
per trattare gli insiemi £, e £,, usiamo il metodo di parametrizzazione.

Cominciamo dall’insieme C;. Introduciamo la funzione di vincolo g(x,y) = 22 + 4% — 1, > 0,
y > 0, e determiniamo dapprima i punti non regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

9u(T,y) =22=0
gy(z,y) =2y=0
g(z,y) =2>+y*—1=0,2>0,y >0,

che non ha soluzione.
Introduciamo ora la Lagrangiana L(z,y,A) = f(x,y) + Ag(x,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(x,y,A) =2 —y)+2\x=0 A+1Dzx=y
Ly(z,y,\) =2(y—xz)+2\y=0 = (ANz+y)=0
Ly(z,y,\) =224+9y>—1=0,2>0,y >0, 2?2 +1y?—1=0,2>0,y >0,
A=0 Yy=-—-x
= Qr=y \/ A+1)z=—2
xQ:%,mZO xQ:%,x_O,yEO.

Il secondo sistema ¢ assurdo; il primo fornisce il punto P = (%, %) el

Continuiamo con I'insieme Cy. Introduciamo la funzione di vincolo h(z,y) = 22 + 4% — 4, x > 0,
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y > 0, e determiniamo dapprima i punti non regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

hy(z,y) =22 =0

hy(z,y) =2y =0
ha,y) =a®+y* —4=0,2>0,y >0,

che non ha soluzione.

Introduciamo ora la Lagrangiana £(x,y,\) = f(z,y) + Ah(z,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(z,y,N) =2(x—y)+ 2z =0 A+Dz=y
Ly(z,y,A) =2@y—z)+2\y=0 = (Az+y)=0
Ly(w,y,\) =a22+y?—4=0,2>0,y >0, 22+ —4=0,2>0y>0,
A=0 y=-z
= Jr=y \/ A+ 1z =—x
2 =2,2>0 z2=2,2>0,y > 0.

Il secondo sistema ¢ assurdo; il primo fornisce il punto QQ = (\/5, \/5) el

Consideriamo, ora, il segmento ¢,. Esso ha equazioni parametriche x = ¢,y = 0, con t € [1,2].
Si ha j(t) = f(¢,0) = 2, per t € [1,2]. Poiché j'(t) = 2t =0 <= t = 0, non si ottengono ulteriori
punti.

Consideriamo, infine, il segmento ¢,. Esso ha equazioni parametriche z =0,y =t, con t € [1,2].
Si ha k(t) = f(0,t) = t2, per t € [1,2]. Poiché k'(t) =2t =0 <= t =0, non si ottengono ulteriori
punti.

(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f (V1) = f(Vy) =1, f(Va) = f(V3) = 4,

flz7 = 0. Quindi minp f =0 e maxp f = 4.

0
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