Analisi Matematica II
Serie numeriche (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1
(1) Sia ay, := m Poiché a, = v/n+ 1+ y/n 4 0, la serie 7 | a, non converge.

(2) Sia a, = Y H=V=L Poiché a, = m = ﬁ(l + 0(1)), la serie >_°° | a,, converge.

. (Vnt+1)" (Vn"+n=5—/n"—n=6 C A n n=54n=" Vn+tn— n—mn—
(3) Sla Qp 1 — \/T(L+n T_ \/n po ) POIChe ayn — (\/ﬁ_’_l) \/nnJ,»n*sI\/nn*n*G +n—1in—2 > -
n"/2(1 + 0(1))2 n/Q (1+ 0(1)) \F(l +o(1)) = 71/2 (14 0(1)), la serie Y7, ay, converge.

(4) Sia a, := (—1)"sin

successione decrescente {%} ¢ della funzione crescente sin [jp z). Inoltre, |a,| ¢ infinitesima, perché
— o 1 _

|a”‘ = s logn — logn

criterio di Leibniz.

(5) Osserviamo che Zzozl(—l)”“";% =3 ()" + S22 (=1)"1E™ e la prima serie con-

logn' Intanto, |ay| € (definitivamente) decrescente, perché composizione della

(1+o0(1)) — 0. Allora, la serie > > | a, converge (non assolutamente) per il

nlogn
-
si

verge assolutamente. Occorre, quindi, solo determinare la convergenza della serie ) 7 ,(—1)
Sia a, == (—=1)" 10%. Intanto, |a,| ¢ (definitivamente) decrescente, perché, posto f(z) := 1052:7
ha f'(x) = 1_;:# >0 < z € (0,€]. Inoltre, |ay| ¢ infinitesima. Allora la serie Y - | a, converge

(non assolutamente) per il criterio di Leibniz.

. nl+n n"(1+o n™(n!)? . an n+1)" L (n+1)12 n)!
(6) Sin.ay 1= 5. Poiché a, = MUEH = Ml (14o(1)), st ha S22 = (= () iy (14

n n 3 n3 o . [ee]
o(1)) = (”TH) %(1 +0(1)) = e(1+ 0(1))% — +o00, e la serie ) °,a, non

converge.

: n_gnlogn s 14 " (140(1 "l (2n)! . n 1)+t 1)!
(7) Sia ap := "2 (%?) 2" Poiché a,, = 2 (l(%;’{')) —_n (’;m()!”) (14 0(1)), si ha aa:1 _ (”JrnT)L . (n; )"

2n+2 nt+1\7 (n+1)2(2n+2)(2n+1 4n*(140(1
((2n)!) (3(n+)3) (1+0(1)) = (%) §3n+§>gsn+2§§3n+1§ (1+0(1)) = e(1+o(1)) 27n3((1+0((1)))) — +oo, ela
serie )7, a, non converge.

(8) Sia ay := 1 —n?sin® 1. Poiché a, = 1 —n?(L — L5 +0(%))2 =1-n?(% — 51 + o3
3n2 (1+0(1)), la serie Y > | a,, converge.

%‘H

) =

2
(9) Sia a, = (1 - %)n . Poiché a,, = en?log(1=3) — o—2n(1+0(1)) — o( —i5), la serie >°°° | a,, converge.
(10) Sia ap := (‘”si)”g Allora a. — en*llogeos 2 —logeos 2) @ nd (=32 +2)(1+0(1) _ ,~Sn(l+o(1) _
o cos% ’ n
o(%), dove in (a) si & usato il risultato log cos z = log (1 — 32% + o(2?)) = —12%(1 + o(1)), z — 0.
Quindi, la serie ) °7 , a,, converge.
g
Svolgimento esercizio 2
(1) Sia ay, := % Poiché a,, = 21;’#(1 +0(1)), la serie > | an, converge <= (> 1.
(2) Sia a, = l()(ng(-li-igfﬁzl)' Poiché a,, = "5’52(1 +0(1)) = :LOgQ (14 o(1)), la serie Y 7, a, converge

— [f-1>1 << [>2



(3) Sia ay, = %. Poiché a,, = :ng(l +0(1)) = ﬁ(l +0(1)), la serie >, a, converge

— 30—-2>1 << (>1.
(4) Sia a, = % Poiché a,, = M(l +o(1)) = i;%%Z(l +o0(1)), la serie -7 | a, converge
— 30—-2>1 << ([>1.
(5) Sia ay, = %. Poiché a, = %(1 +0(1)) = ﬁ(l +0(1)), la serie Y 7 | a, converge
— 30—-2>1 << [>1.

(6) Sia ay, := MLH?). Poiché a, = 10g2(1 +0(1)) = 7j§§_23(1 +0(1)), la serie > 7, a, converge

(1+n3)
> 33-3>1 < B>3.
) 2 . 2 :
(7) Sia ap, = (Hn:s)ﬁj:log(unz)- Poiché an, = J55(1 + o(1)) = n3ﬁ —5=(1 + o(1)), la serie Y 7 ap
converge <= 34 —-2>1 < (> 1.
2
2 (14 o(1)) = (L4 o1), 6> 1,
. . 4 2 .
(8) Sia ay, := (1+n3)ﬁ—?log(1+2")' Poiché a,, = ;‘—g(l +0(1)) = 3 n(1 +o(1)), B =41, la serie
214 o(1) =n(l+o(),  f<l,
>0 | an converge <= 33—-2>1 < (3> 1.
2 L, 2 .
(9) Siaa, := m. Poiché a,, = 2713}}710%(14—0(1)) = M(ljto(l)), la serie Y 07 | ay,
converge <= 30 —-2>1 < (> 1.
. 2 o 2 .
(10) Sia a, = WTW' Poiché a, = 35+10g2(1 +0(1)) = W(l + 0(1)), la serie
Yool an converge <= 33—-1>1 <= B> 2 g
2 2 .
(11) Sia a, = (1+n3)(1gg(1+n2))5. Poiché a, = Mw(l +0(1)) = W(l + 0(1)), la serie
Y oo an converge <= (> 1.
. 2 . 2 .
(12) Sia a, = (1+n3)(1§g(1+2"))@ Poiché a,, = mgifw(l +0(1)) = W(l + 0(1)), la serie

o2 an converge <= f+1>1 < [>0.
2 o .
(13) Sia a, = (1+n3)ﬁ7110g(1+n%)' Poiché a, = ngg_n%(l +o(1)) = ﬁ(l + 0(1)), la serie > >, an

converge <= 30 —4>1 << ﬂ>%

2 L, 2
(14) Sia ay, :== (1+n5)(1(:;(1+ )7 Poiché a,, = ngn ;
converge <— 1 —206 > 1= 6 < 0.

n2 2

14+n3)B log(14+2—m) " Poiché an = n357?27n (1 + 0(1)) = 3ﬁ 2(1 + 0( )) 7L> 0, la serie
>0 | an non converge per ogni € R.

. . Bn .
(16) Sia a, := (1+n3)(log(21+2,n))@. Poiché a,, = nggiin@(l +0(1)) = Z2(1 + 0(1)), la serie 307 | a,
converge <= 2% <1 < [<0.

(14 0(1)) = =255 (1 4 o(1)), la serie Y_>° ay,

n2

(15) Sia a,, := (

(1 +o(1), 8>0,
— B8 =0, la serie Zzozl a, converge per ogni

(1+o(1)),  B<0,

, per ogni B € R, e quindi, per il teorema del confronto, la

3
[

‘ -

(17) Sia ay, == m. Poiché a,, =

N

H3
N\H

B € R. Alternativamente, 0 < a, < .5
serie Y >° | a, converge per ogni (3 € R.
g



Svolgimento esercizio 3

. 2n—1 1 om 27 .
(1) Sia a, := n(an—t) Poiché Ylan| = 7{}277_1) — 2?2 <1 < 1z € (-1,1), la serie Y °°  a,
converge assolutamente se x € (—1,1). Infine, se z = %1, si ha |a,| = m = 552 (1 + o(1)),

e la serie Y 7 | a, converge assolutamente. Quindi la serie ) 7, a, converge assolutamente se
€ [—1,1], e non converge altrove.

: . z"logn : lanta| _ |z|"tlog(n+1) 1+vm (1+y/n)logn :
(2) Sia a, = T Poiché 52 TV flgn = |z ‘(1+\/W)log(n+1) — |z|, la serie
converge assolutamente per z € (—1,1). Per x = 1si ha ) 2, fig\/%, che non converge. Inoltre,
per z = —1siha) 7, (_Bﬁ% che converge per il teorema di Leibniz, in quanto f(z) := 111%’

S (HVE)—5=logr 94 /a)— 7 s - .
¢ / _ _ x x logx
x > 1, ¢ tale che f'(x) = (1+f) = i Va? < 0, definitivamente. Quindi la serie
converge assolutamente in (—1, 1) e semplicemente in [—1,1). Non converge altrove.
_1yn

(3) Sia ay, = (xlogfn) . Poiché {/]a,| = |z — & W — |z — 3|, la serie converge assolutamente per
z € (—3,3). Per z = —3 si ha ZZO 1 (l;gl)n , che converge (non assolutamente) per il teorema di
Leibniz. Per z = 5 siha > 07 Tozn gn, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in
(—3.2) e semplicemente in [—1,2). Non converge altrove.

: s 4 n +2 n+tl 2 :
(4) Sia a, := (—=1)"(n + 1)a™. Poiché "Ta:‘ll = (T(Ln+)1|ﬁ|$|n = [z|2%2 — |z, la serie converge assolu-

tamente per x € (—1,1). Per x = 1si ha ) .~ ,(—1)"(n + 1), che non converge. Per z = —1 si ha
3> (n+ 1), che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in (—1,1). Non converge

n=1
altrove.
; (3o ‘ché — =31 |lz—3] : .
(5) Sia a, = T Poiché {/|a,| = =5 T 3 la serie converge assolutamente per
€ (0,6). Per z = 6si ha > \(/Ll, che converge per il teorema di Leibniz. Per x = 0 si ha

>y ﬁ, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in (0, 6) e semplicemente in
(0,6]. Non converge altrove.

. . n2(z+D)m 17 on _ \/7|ac+1| |z+1] .
(6) Sia a, := VT Poiché {/|a,| = 3(21+0( 3 3, la serie converge assolutamente per
€ (—4,2). Per x = —4si ha > >7, éni)\/r%, che non converge, perché a, /4 0. Per x = 2 si
ha >, 3n+\2/?::271’ che non converge, perché a, # 0. Quindi la serie converge assolutamente e
semplicemente in (0,6). Non converge altrove.
(7) Siaan :==n(3)"(z—3)". Poiché {/|an| = % |[z—3|/n — 2 |z—3|, la serie converge assolutamente

per z € (0,3). Per = 0 si ha > >°,(—1)"n, che non converge. Per = 3 si ha ) 2, n, che non
converge. Quindi la serie converge assolutamente in (0,3). Non converge altrove.

(8) Sia ay, := 26+ Poiché {/la,| = 22— 2 <1 <= z > log?2, la serie converge assolutamente
per z € (log2,+00). Per x = log2 si ha > 2,2, che non converge. Quindi la serie converge

assolutamente in (log2,+00). Non converge altrove.

(9) Sia ay, = M Poiché {/|a,| = 2|sin :z7|n%/H — 2|sinz|, la serie converge assolutamente per

r € (=%, 5) modm Perax = —% +2kr 0 x = Im+ 2km, si ha ZZO L (_:L)n, che converge (non
assolutamente). Per z = & +2km 0 & = 67r + 2km, si ha Zn 1 7> che non converge. Quindi la
serie converge assolutamente per z € (—%, %) mod T, e semphcemente per z € [~¢,¢) U (2, In]

6 gﬂ', 67'('
mod 27. Non converge altrove.



n+1l,/.2__
(10) Siaay, = = 1)(33 1)3? . Poiché {/|a,| = ﬁ n?-1— m—iu, la serie converge assolutamente

per € (—00,0) U (2,400). Per z = 2 si ha Y >, (—1)""1y/n2 — 1, che non converge. Per z = 0 si
ha —> >, v/n? — 1, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in (—oo, 0)U(2, +00).
Non converge altrove.

(11) Sia a, == (n? +2)(ZH)". Poiché {/a,| = |Z| Vn2+2 — |[ZH]| <1 += z € (—00,0),
la serie converge assolutamente per z € (—00,0). Per z = 0 si ha Y °° (—1)"(n? + 2), che non
converge. Quindi la serie converge assolutamente in (—oo,0). Non converge altrove.

(12) Sia a,, = (4 — 3%)"tg Vnt2 - Poiché Vlan| = 14 — 3% {/tg Vnt2 4 -3 <1 < =z €

n+n? n+n?

(1, iggg), la serie converge assolutamente per z € (1, %ggg) Per x = 1 si ha > 7, tg ﬁ:{f, che
: 2 log 5
converge [in quanto tg ﬁ:z = #(1 +0(1))]. Per x = log siha ) > (—=1)"t \FJF , che converge
assolutamente. Quindi la serie converge assolutamente in [1, iggg] Non converge altrove.
(13) Sia a, = 7 f:wg Poiché {/|an| = |z| ﬁ |z|, la serie converge assolutamente per
€ (-1,1). Per x = —1 si ha ZZO 1 (;2 , che converge (non assolutamente) per il teorema di
Leibniz. Per # = 1si ha > o7, ™ +n, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in
(—=1,1) e semplicemente in [—1,1). Non converge altrove.
2
(14) Sia a, := (1 — %)n . Poiché {/|a,| = (1 — %)n — e~ ", la serie converge assolutamente per

€ (0,+00). Per x = 0siha > >, 1, che non converge. Quindi la serie converge assolutamente in
(0, +00). Non converge altrove.

(15) Sia ay, : = fezn)® g e+ Poiché per z <0, ay, := > L definitivamente,

# 0, e per z > 0, ' T
la serie non converge mai.

(log n)® log n)

(16) Sia a, = ﬁ Poiché a,, = ﬁ(l + o(1)), la serie converge assolutamente per x €
n® n

(0, +00). Non converge altrove.

(17) Siaa, = (lnw) Poiché {/|a,| = %/nﬂ |z — 1], la serie converge assolutamente per x € (0, 2).
co (="

Per z = 0siha ) 77 | 1, che non converge. Per x = 2si ha ) | *—5—, che converge assolutamente.
Quindi la serie converge assolutamente in (0,2]. Non converge altrove.

N —L(1+0(1), =<0,
(18) Sia a, := 7;37;11 Poiché a, = < 0, x =0, la serie converge assolutamente per
= (1+0(1), >0,

x>0 N
z < 0 oppure cioe & € (—o0, 1). Non converge altrove.
3—2x>1 << x <1,

r— —a2
(19) Sia ay = 2t Poichéan:n%z—l—nmgl —ed—x>12°-2 < 22+2-6<0 < -3<

TL2
21_2(1 +o(1)), —-3<z<2,

n.l'
2 r=—3
. 7 - . . .
r < 2,sihaa, = A ’ ’ e quindi la serie converge assolutamente per
= r=2
’I’L2 9 9

LA-(1+0(1), x<-3V z>2,




—3< <2 r< -3V zx>2
- - oppure ’ cioe z € (—o0,—V/3) U (V3,3).
{x2—2>1<:>|x]>\/§, PP {4—:c>1<:>x<3, ( JUl )

Non converge altrove.

(20) Sia ay, := (1—Wcosﬁ>,m20. Poichéanzzl—Q/icos\/%zl—(l—i—lo%?—i—%—i—

2
o(n—ﬂ)) (1 — o=+ % + 0(%)) — z=2log2 (% — ngQ + 7(10%2) )# +o( 1 ), la serie non converge se

2n n2
x #log4. Se x =log4 si ha a, = (lgii)Q (14 0(1)), e quindi la serie converge assolutamente.

g





