Analisi Matematica I
Equazioni differenziali (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1
(1) Siha [y~3dy = [ dt <= 3yy =t+c. Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 3, per cui
y(t) = (1+ i)?’ teR.

(2) Siha 8+1 = [tdt — %10g|8y—|—1|:%tQ—l—c<:>>8y+1:c’e4t2 = y=C"eM - 1.
Dalla condizione iniziale otteniamo % = ¢ — 3 <= ¢’ =1, per cui y(t) = et — L teR.

(3) Sihaf%z—f%(z}log\y—l\ —10g\t\+c<:>y—1—%<:>y ¢ +1. Dalla
prima condizione iniziale otteniamo 2 = ¢ +1 <= ¢ = 1, per cui y(t) = % + 1, ¢ > 0. Dalla

seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 1, ¢t > 0.

(4) Sihaf%:f% = logly+1=2Vi+c = y+1=7e2Vt = y=(e?Vi—1. Dalla

prima condizione iniziale otteniamo 1 = ce? -1 < ¢ = e%, per cui y(t) = 2e2(Vi-1) _ 1,¢>0.
Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = —1, ¢ > 0.

(5) Siha [ Cyl—g = [2tdt <~ —é =t?+ec <:> y = -~ Dalla prima condizione iniziale otteniamo

—1=1 «— ¢ =-1, per cui y(t) =
y(t) =0,teR.
(6) Siha [ydy = [tdt < 3y*> =3t2+c < y = £Vt2+. Dalla condizione iniziale

otteniamo —1 = —/¢ <= ¢ =1, per cui y(t) = -2+ 1, t € R.

(7) Sihaf;é’fzi = % < log(y?+1) = —%—l—c = PHl=C et = y==+\/ce ¢ — 1. Dalla

—7 +1, t € R. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo

-

prima condizione iniziale otteniamo —1 = —v/cde™! — 1 <= ¢ = 2e, per cui y(t) = — 217 — 1,
t> m. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 21t — 1,t> @.
(8) Si ha f 2+1 = th <~ arctgy = —7 —|— ¢ <= y=tg(c— —) Dalla prima COHdlZlOIle iniziale

otteniamo 1 = tg(c+1) <= c= 7 — 17 per cui y(t) = tg(Z —1—1),t < — 1 . Dalla seconda

condizione iniziale otteniamo —1 =tg(c—1) <= c=1— 7, per cui y(t) = tg(1— % —1),t> @.

t—1)dt
(9) Si ha f f(t( D = : tgfl — [ = logly| = 3 log(t* + 1) —log |t + 1| + ¢ =
y==c VttJr‘lF Dalla condizione iniziale otteniamo —1 = ¢/, per cui y(t) = Vttﬂl' st > —1.
(10) Si ha [ \/fy—2 = [2tdt < arcsiny =t>+c <= y =sin(t? + ¢). Dalla condizione iniziale
—y

otteniamo 0 = ¢, per cui y(t) = sin(t?), [t| < /3.

(11) Si ha fylogy = [% «— log|logy| =log|t| + ¢ <= logy = 't < y = ¢“*. Dalla prima
condizione iniziale otteniamo ¢ = loge = 1, per cui y(t) = €', t > 0. Dalla seconda condizione
iniziale otteniamo y(t) =1, t > 0.

(12) Si ha fyd% = fcostdt < logly+1| =sint+c < y= et —1. Dalla prima condizione

iniziale otteniamo 1 = ¢ — 1 <= ¢ = 2, per cui y(t) = 2¢5"! — 1, t € R. Dalla seconda condizione
iniziale otteniamo y(t) = —1, t € R.



(13) Si ha fCOSQ
per cui y(t) = arctg(t + 1), t € R. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = §, t € R.
Dalla terza condizione iniziale otteniamo ¢ = tgm = 0, per cui y(t) = m + arctgt, t € R [in quanto
la funzione inversa di tg |z sx) & 7 + arctg].

= [dt < tgy =t + c. Dalla prima condizione iniziale otteniamo ¢ = tg g =1,

5 2
(14) Siha [ydy = [ gﬁf dt <— %yQ = log|sint| 4+ ¢. Dalla prima condizione iniziale otteniamo
c= % +log 2, per cui y(t) = —\/log 4sin’t) +1,t € (—7T—i—arcsin #, — arcsin 2%/5) Dalla seconda
condizione iniziale otteniamo y(t \/ log(4sin®t) +1,t € ( — 7 + arcsin 3 \/—, — arcsin 2%/5)

(15) Si ha f dy f Sm\/_ dt <= 2,/y = —2cos/t + c. Dalla prima condizione iniziale otteniamo

¢ =1, per cui y(t) = (1 —cosVt)%, t > 0. Dalla seconda condizione iniziale otteniamo y(t) = 0,
t>0.

(16) Si ha f dy = [Vidt < 2/y = %t3/2 +c &= y= (%153/2 + 5)2 Dalla condizione iniziale
otteniamo 2 = ¢, per cui y(t) = (%t3/2 + 1)2, t>0.

(17) Siha [ 6213//3 = [V1-8?dt — 3y1/3@fCOSQZdz:%f(l—i-cosZz)dz: Sz + sinzcosz +

¢ = garcsint + $tV1 -2 + ¢ < y = (farcsint + $tvV1—12 + §)3 [dove in (a) si & usata
la sostituzione ¢ = sin z]. Dalla condizione iniziale otteniamo 3 = ¢, per cui y(t) = (% arcsint +
WT—2+1)° te[-1,1].

O

Svolgimento esercizio 2

(1) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ d—yy = [dt =
logly| =t +¢ <= yom(t) = ce'.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e’, per cui y,(t) = ¢ (t)e' + c(t)e', e quindi

dt)e + c(t)e! = c(t)e +t = d(t) =te? = c(t) = [tetdt = —(t + 1)e”!. Quindi

yp(t) = —(t + 1), per cui ygen(t) = ce! —t — 1.
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 1, per cui ycauchy(t) = et —t—1,teR.

(2) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f dy — f a4t
logly| = log [t| +¢ <= yom(l) = ct.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t, per cui y,(t) = ¢'(t)t + c(t), e quindi ¢/ (¢)t +
c(t) =ct) +t?et <= d(t) =te! = c(t) = [te!dt = (t — 1)e’. Quindi y,(t) = t(t — 1)e’, per cui
Ygen(t) = ct +t(t — 1)e!
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —1, per cui Ycquchy(t) = t(t — 1)e* — ¢, ¢ > 0.

4
(3) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, ciog [ d—yy = M —
logly| =log|t| — 1 t1 + T <= you(t) = cte~t'/4,
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)te="/4, per cui y,(t) = ¢ (t)te " 4 e(t) (1 —
e /4 e quindi ¢ (E)te /4 4 c(t)(1 — tHe /A = c(t)(1 — the A+ 1t = (1) = P!t =
c(t) = ft3et4/4 dt = e'/*. Quindi yp(t) = t, per cui ygen(t) = cte /4 4t
- L . . 4
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —2e, per cui ycauchy(t) =t — el /4 1> 0.



(4) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ dy—y =-2/ %

log ly| = —2log [t| + ¢ <= Yom(t) = 5.
c(t)

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = cg), per cui y,(t) = C;@ - Zi—gf), e quindi =5 —
2(;—9 = _2(;_&15)_’_#%1 = d(t) = ti_Ql = c(t) = t+1dt = 3t —t+log|t + 1. Quindi
Yp(t) = 3 — 1+ 75 log [t + 1], per cui ygen(t) = 5+ 5 — 1 + 75 log |t + 1|

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 3, per cui yCauchy(t) =1i-14+ L+ logt+1),t>0.
(5) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ % ==-2/ ti_tl —
log |yl = —2log|t + 1|+ ¢ <= yom(t) = W

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y;,(t) = (;IL(S (fi(f))g, e quindi
(f_/,_(gz - (?j_(f))g = —(?i(f))g + % — d(t) = ti_—Ql = ct)=[ @dt = %tQ + 2t + log |t|. Quindi
yp(t) = 7t2§ét:11§2g t2, per cui Ygen(t) = —20+4225(J;f;)r210g £

. . . . . . — 2 2
Dalla condizione iniziale otteniamo 2c = —1, per cui ycquehy(t) = %ﬂ'ﬁogt, t > 0.

(6) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ dy—y =2/ % —
log |yl = 2log [t| + ¢ <= yom(t) = ct®.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t?, per cui y,(t) = ¢ (t)t* + 2tc(t), e quindi
d(OE + 2c(t) = 2c(t) + B = () = B = ct) = [Hdt = -1 — 5. Quindi
yp(t) = —t — 1, per cui ygen(t) = ct> —t — 3.
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = %, per cui Ycauchy(t) = %tQ —t— %, t> 0.

(7) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ d—yy =2 (F—Pdt —=
logly| =t —log|t| + ¢ <= yom(t) = ¢ €.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %t) ¢!, per cui y,(t) = ( ) et 4 c(t) tgl e e qu1nd1
A et 4 e(t) L et = c(t) L el +1? = (1) =P = o(t) = [e -, dt = —(t3+3t2+6t+6)
Qulndl yp(t ) —t2 =3t —6— &, per cui ygen(t) = St —t2 -3t —6— S,

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = E’ per cui Ycoauchy(t) = E et -2 -3t —6— Q t > 0.
y

(8) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f dy — = ; t2 +1) =

log ly| = log |t| — log(t2 +1)+¢ <= yom(t) =

ct

24+1°
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = \Z(QL per cui yp(t) = jtgtfl + (tQi(f;B 73, € quindi
c/ ()t c(t) _ c(t) ViE2+1 _ 241 _ 1 _ 1 21
Vil T @ T @ T )= = ct) = [(1+g)dt=t—7="
. . 2_1 . 2_1
Quindi y,(t) = \;m, per cui Ygen(t) = tTift 2
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —%, per cui Ycquchy(t) = %, t> 0.

(9) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ C;—y = Vi
log |yl = 2VE+€ <= yom(t) = ce?VL.

Determiniamo una soluzione particolare yp(t) = ¢(t)e2V?, per cui y,(t) = c(t)e 2V et ) \/ )
quindi x/(¢)e2V? + c(t )ef}f = c(t) 62\/ ‘() = Vie VT — ¢(t) = f\/ie*Q‘f dt =
—(t +Vt+ ) -2Vt Quindi y,(t) = (t + f t+ = ) per cui Ygen(t) = ce2Vt (t +Vt+ )

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 6—2, per cul Yoquchy(t) = 3e 2(Vi-1) ( +/t+ ) t> 0.




(10) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ % = —% i % =
logly| = —3 log|t| + ¢ <= yom(t) = WG [usando la condizione iniziale].
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y,(t) = C}? — 2‘;(325/)2, e quindi Ci/? -

t oo .

2ig/)2 = t3/2 +VEt = dit)=t = c(t) = [tdt = 12 Quindi y,(t) = 132, per cui
Ygen(t) = \/Z +1 L43/2
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —%, per cui Yoquchy(t ) = tz\kl, t > 0.

(11) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f dy f “O o

log |y| = log|logt| +¢ <= yYom(t) = clogt.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t) logt per cui y,(t) = (t)logt + (t), e quindi
d(t)logt + %t) = @ +1 = ) = @ = (¢ ftlogt log |logt|. Quindi y,(t) =
logt log |logt|, per cui ygen(t) = (c + log |logt|) log t.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 1, per cui ycauchy(t) = (1 +loglogt)logt, t > 1.

(12) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ d—yy = [sintdt <
log |y| = —cost + ¢ <= yom(t) = ce™ 5.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e™ “**, per cui y,(t) = ¢ (t)e™ “*+c(t) sinte™ °***,
e quindi ¢/ (t)e™ 5t + ¢(t) sinte™ St = c(t) sinte™ ! +sintcos?t <= /() = sint cos? tec®! —>
c(t) = [sintcos®testdt = —(cos®t — 2cost + 2)e*!. Quindi y,(t) = —(cos®t — 2cost + 2), per
Ui Ygen(t) = ce™ St — (cos?t — 2cost + 2).
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 3, per cul Ycquchy(t) = 3¢~ 5t — (cos?t—2cost+2),t€R.

(13) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f = [tgtdt —
log [y| = —log|cost| +¢ <= yom(t) = 53
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y;,(t) = CO(Si + c(t) nggft, e quindi
i;(sti + c(t) ngyt = c(t) ngnft +sint <= J(t) =sintcost = c(t) = [sintcostdt = § sin’t.
Quindi y,(t) = 3 Sclgstt’ per cui Ygen(t) = 557 + 3 Sclgst
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 2, per cui yYcauchy(t) = 4;5:)2 tt, te(=3,5)
(14) Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe d—yy [ctgtdt —
log ly| = log|sint| + ¢ <= yom(t) = csint.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)sint, per cui y,(t) = ¢/(t)sint + c(t) cost, e
quindi ¢ (t)sint + c(t) cost = c(t) cost +sint <= d(t) =1 = ¢(t) =t. Quindi y,(t) = tsint,

per cui Ygen(t) = (c +t)sint.
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ =2 — Z, per cui Ycquehy(t) = (2 — 5 +t) sint, t € (0, 7).
U
Svolgimento esercizio 3
(1) L’equazione caratteristica A> — 5\ +4 = 0 ha radici A = 1, A = 4. Quindi, ygen(t) = are’ + age®.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) = a1+ ag
—-1= y;en(O) =ael + 4a264t{t:0 = aj + 4ag,

che ha soluzione a; = %, ag = —%. Allora Ycoquchy(t) = %et — % e teR.



(2) L’equazione caratteristica A> +4 = 0 ha radici A = £2i. Quindi, yzen(t) = a1 cos 2t + a sin 2t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{0 = ygen(o) = al

a
2 =1y ..(0) = 2as cos 2”1&:0 = 2as,

che ha soluzione a; = 0, ao = 1. Allora ycwchy(t) =sin2t, t € R.

(3) L’equazione caratteristica A2 + 2\ = 0 ha radici A = 0, A\ = —2. Quindi, Ygen(t) = a1 + ase %t
Dalle condizioni iniziali otteniamo

che ha soluzione a; =1, ag = 0. Allora ycaucny(t) =1, t € R.

(4) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A> — A — 6 = 0
ha radici A = —2, A = 3. Quindi, Yo, (t) = are™ 2 + age?.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = aett +b.
Allora y,(t) = dae*t, Yy, (t) = 16ae*, per cui 16ae* — 4ae* — 6ae* —6b = —e* + 6, e quindi a = —%,
b= —1. Quindi ygen(t) = are 2 + age® — L et — 1.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{Ozygen(o):a1+a2_%_1

1_ _ —2t 3t _ 2 4t _ 2
3 = Ygen(0) = —2a1e7%" + 3age™ — 5|, _ = —2a1 +3a2 — 3
2

cio¢ a; = %, az = 5. Allora ycquchy(t) = %e_Zt + % e3t — %e“ —1,teR.

(5) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +3\ —4 = 0
ha radici A = —4, A = 1. Quindi, yom(t) = aje™* + aqel.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = acost +

bsint + c¢. Allora y;,(t) = —asint 4+ bcost, yg(t) = —acost — bsint, per cui —acost — bsint +
3(—asint + bcost) —4(acost + bsint + ¢) = 4 + 17sint, e quindi a = —2, b= -3, ¢ = —1. Quindi
Ygen(t) = are ¥ + aget — % cost — g sint — 1.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

_% = ygen(o) =a1+ag — %
1= Ygen(0) = —4are ¥ + azel + 3 sint — 2 cost o = —4a1 +az — 2

cio¢ a; = —%, ag = % Allora ycauehy(t) = —% e 4 4 % el — % cost — % sint —1,t € R.

(6) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\*> +1 = 0 ha
radici A = 4. Quindi, Yo (t) = a1 cost + agsint.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = acos2t +
bsin2t. Allora y,(t) = —2asin2t + 2bcos 2t, y,(t) = —4acos2t — 4bsin 2t, per cui —4acos2t —
4bsin 2t + acos 2t + bsin 2t = sin2t, e quindi a = 0, b = —%. Quindi ygen(t) = aj cost + agsint —
% sin 2¢.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) =ai

0=, (0) = —aysint + azcost — 3 cos 2t o = 02 — 2

ciot a1 =1, ag = % Allora ycauchy(t) = cost + % sint — % sin 2t, t € R.



(7) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +2\+5 = 0
ha radici A = —1 £ 2i. Quindi, Yo (t) = are™! cos 2t + age ™ sin 2t.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t. Allora
y,(t) = —ae™, y)(t) = ae”, per cui ae™" — 2ae™" + Sae™t = ¢!, e quindi a = =1 b = 0. Quindi
Ygen(t) = are™ " cos 2t + age 'sin 2t + % et
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =aj + %
0= Ypen(0) = —(2a1 + ag)e " sin 2t + (2a2 — ag)e " cos 2t — set o = 2a2 — a1 — 3

ciot a; = %, as = % Allora ycauehy(t) = % e tcos2t + % e tsin 2t + i et t eR.

(8) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A +2\+1 = 0
ha radice A = —1 (doppia). Quindi, yom(t) = are™ + aste™.
Cerchlamo una SoluZ10ne partlcolare dell’equazmne non omogenea, della forma y,(t) = ae'. Allora
yp(t) = ae', yy(t) = ae’, per cui ae' + 2ae’ + ae’ = €', e quindi a = 1. Quindi ygen(t ) = ale*’t +
aste™t + % et.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =a1+ %
0= y;en(o) = _aleit - a2(t — 1)€7t + % et =0 = —a1 +as + %

ciot a; = %, as = % Allora ycquehy(t) = %e*t + %te*t + i et, t € R.

(9) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +3\+2 = 0
ha radici A = —2, A = —1. Quindi, Yo, (t) = are™? + agze".
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate™t. Allora
yp(t) = —a(t —1)e™", y)(t) = a(t —2)e™", per cui a(t —2)e™" — 3a(t —1)e~" 4 2ate™" = e, e quindi
a=1. Quindi ygen(t) = are™% + age™t +te~".
Dalle condizioni iniziali otteniamo

% = y;en(()) = —2a1e % —age™t — (t —1)e —2a1 —ax+1

Je o =

ciot a1 =1, ag = —%. Allora ycquchy (t) = e 2t — %e_t +te l, teR.

(10) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A> — A = 0 ha
radici A = 0, A = 1. Quindi, yom(t) = a1 + aze’.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t(at + b) =
at® + bt. Allora y,(t) = 2at + b, y,(t) = 2a, per cui 2a — 2at —b = t, e quindi a = —%, b=
Quindi Ygen (t) = a1 + age’ — 3% —¢.
Dalle condizioni iniziali ottenlamo

cioe a1 = —1, ag = 2. Allora Ycauehy(t) = —1+ 2el — %tQ —t, teR.



(11) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 — 2\ = 0
ha radici A = 0, A = 2. Quindi, yom (t) = a1 + aze?.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate® +t(bt +
¢). Allora y),(t) = a(2t+1)e* +2bt+c, y) (t) = da(t+1)e* +2b, per cui da(t+1)e* +2b—2(a(2t+1)e +
2bt—|—c) =e?4+t—1, equindia= %, b= —%, c= %. Quindi Ygen () = a1 + aze + % te?t — % 2 + % t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

T = Upen(0) = 2a9€* + (2t + 1)e* — 4 §|,_, = 202 + 5

ciot a1 = %, as = —%. Allora ycquehy(t) = % — 12ty %te% — it2 + it, teR.

(12) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 = 0 ha
radici A = 0 (doppia). Quindi, Yo, (t) = a1 + ast.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t2(at® + bt +
¢) = at*4+-bt’+-ct®. Allora y) (t) = 4at>+3bt*+2ct, )/ (t) = 12at*+6t+2c, per cui 12at>+6t+2¢ = t2,
e quindi a = %, b=c=0. Quindi ygen(t) = a1 + ast + % t2.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

cioe a1 = ap = 1. Allora Ycaueny(t) =1+t + 1—12 t2, t e R.

(13) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\ +1 = 0 ha
radici A = 4. Quindi, Yo (t) = a1 cost + agsint.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t(acost +
bsint). Allora y,(t) = (a + bt)cost + (b — at)sint, y,(t) = (2b — at)cost — (2a + bt)sint, per
cui (2b — at)cost — (2a + bt)sint + atcost + btsint = sint, e quindi a = —3, b = 0. Quindi
Ygen(t) = a1 cost + agsint — %tcost.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) = a1
0=/ (0) = —asi 1 s a1
= Ygen(0) = —arsint + agcost — 5 (cost — tsin t)‘t:O =ay — 3

cioe a1 =1, as = % Allora yCauchy(t) = cost + % sint — %tcos t,t € R.

(14) Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +2\+1 = 0
ha radice A = —1 (doppia). Quindi, yom(t) = are™ + aste™.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t?(at+b)e~".
Allora yy,(t) = (— at® 4+ (3a — b)t* + 2bt)e™", yi(t) = (at® + (b — 6a)t* + 2(3a — 2b)t + 2b)e™", per
cui (at® + (b — 6a)t? +2(3a — 2b)t + 2b)e " + 2( — at® + (3a — b)t* + 2bt)e ™" + (at® + bt?)e ! =te™,
e quindi a = %, b= 0. Quindi ygen(t) = are™" + agte ™ + %t‘?e*t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

= Yren(0) = —aze " —ap(t — 1)t — £ (¢3 — 3t2)e_t‘t:0 = —a1 + a

ciot a; = —%, az = —1. Allora ycauchy(t) = —% et —te t 4 %tge_t, teR.



(15) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +2\+5 = 0
ha radici A = —1 #+ 2i. Quindi, Yo, (t) = are™! cos 2t + age ! sin 2t.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea della forma y, () = t(ae™" cos 2t+
be'sin2t). Allora y,(t) = (a—at+ 2bt) “tcos 2+ (b—2at —bt)e " sin2t, y (t) = (—2a+4b— 3at —
4bt)e" cos 2t + (—4a— 2b+4at — 3bt)e " sin 2¢, per cui (—2a+4b— 3at — 4bt) ~tcos 2t + (—4a—2b+
dat — 3bt)e " sin 2t + 2(a — at + 2bt)e "t cos 2t +2(b — 2at — bt)e "' sin 2t + 5ate "t cos 2t + 5bte ! sin 2t =
e tcos2t, e quindia=0, b= %. Quindi ygen (t) = are "t cos 2t + ase tsin 2t 4+ % e~ tsin 2t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{1 = ygen(o) =a

0= 9en(0) = —(2a1 + ag)e " sin 2t 4 (2a9 — ay)e " cos 2t + 2 e7t(—sin2t + 2 cos 2t){t:O =2as —ay + 3

ciot a1 =1, ag = %. Allora Yoauchy(t) = € cos 2t + %e‘t sin 2¢ + % e~ tsin2t, t € R.

(16) L’equazione caratteristica > ~X = 0 haradici A = 0, A = £1. Quindi, Ygen(t) = a1+ase’+aze™.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

0= ygen(o) =a1; +a2+as
1 = 4pen(0) = age’ — age_t|t:0 = as — ag
1= ygen(O) = azel + a367t|t:0 = az + ag,

che ha soluzione a; = —1, as = 1, ag = 0. Allora yCauchy(t) =e—1,teR.

(17) L’equazione caratteristica A3 — 3A\? + 3\ — 1 = 0 ha radice tripla A = 1. Quindi, yzen(t) =
(a1 + ast + ast?)e’
Dalle condizioni iniziali otteniamo

0= ygen(o) (a2 + 2ast 4+ a1 + ast + a3t2 t|t 0= a1 + as
2 = Ygen(0) = (2a3 + as + 2a3t + az + 2at + a1 + ast + azt®)e’|,_y = a1 + a2 + 2a

cioe a1 = az =1, ag = —1. Allora ycauchy(t) = (1 —t + t2)el, t € R.

(18) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A3 +\2—2 = 0
ha radici A = 1, A = —1 4 i. Quindi, yom(t) = are’ + ase 'sint + aze ! cost.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ate’. Allora
y(t) = a(t+1)e', yy (t) = a(t +2)et, vy (t) = a(t + 3)e’, per cui a(t + 3)e’ +a(t +2)e’ — 2ate’ = 5e’,
e quindi a = 1. Quindi ygen(t) = (a1 + t)e! + aze™'sint + age™" cost.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =a1 + a3

1 =90, (0) = (a1 + 1+ t)e’ + ((az — a3) cost + (—ap — az)sin t)e_t|t:0 =ar+1+ax—a3
0=yn(0) = (a1 + 2+ t)e' + ((—az + a3 — az — az) cost + (ag + ag — ag + ag) sint)e™"| _ = a1 +2 — 2ay

ciot a1 =0, ag = ag = 1. Allora yoauchy(t) = e *(sint + cost), t € R.

(19) Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\* — 4\ = 0
ha radici A = 0 (doppia), A = +£2. Quindi, Yo (t) = a1 + ast + aze® + age™?,



Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = at®. Allora

yp(t) = 2at, y, () = 2a, y,'(t) = yW(t) = 0, per cui —8a = 8, e quindi a = —1. Quindi yyen(t) =
ay + ast + aze?t + age?t — 2.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

)=ua

)=as+ 2a362t — 2a4e” 2t — 2t|t=0 = a9 + 2a3 — 2a4
0) = daze® + dage™ — 2| _ = daz + day — 2

) =8

0) = 8age® — 8a4e*2t‘t:0 = 8ag — 8ay

cio¢ a1 = i, as = %, az=1, a4 = %. Allora ycquehy(t) = i — %t — 24?4 %e*%, teR.
(20) Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A*4+-2\241 = 0
ha radici doppie A =i e A = —i. Quindi, Yo, (t) = (a1 + agt)sint + (ag + a4t) cost.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a. Allora
y,(t) =y, (t) =y, (t) = yW(t) = 0, per cuia = 1. Quindi ygen(t) = (a1-+ast)sin t+(az+ast) cos t+1.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1 =ygen(0) = az + 1

1= y;en(O) = agsint + (a1 + ast) cost + ay cost — (az + agt) sin t|t:0 =a;+ay4

1= yge,(0) = agcost —agsint + (ag — az — ast) cost — (a1 + ag + ast) sint‘tzo = 2a9 — as

1= ygen(O) = —agcost —agsint — (2a2 — ag + aqt) sint — (a1 + 2a4 + ast) cos t‘t:o = —a1 — 3ay

ciot¢ a1 = 2, ag = %, az =0, ag = —1. Allora ycaueny(t) = (2 + %t) sint —tcost+1,teR.
]



