Analisi Matematica I
Calcolo differenziale e applicazioni (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Siha f'(0) = lim, o = olal _ = lim, 0 |z| = 0, e quindi f & derivabile in zg = 0.

(2) Siha f/(0) = lim,_0 W% = lim, 0 |z|(1 + 0(1)) = 0, e quindi f & derivabile in zy = 0.

(3) Siha f/(0) = lim,_, M = lim,_o w = lim, yosinz = 0, e quindi f & derivabile in x¢ = 0.

(4) Siha f/(0) = limg_0 zsin ‘[ = lim, 0 sin /7 = lim,_,o V/2(1 4+ 0(1)) = 0, e quindi f & derivabile
in xg = 0.

(5) Siha f/(0) = lim, o E=DIYVE _ Jiny o sin 2 (1 +o(1)) = lim, 0 YZ(1+ 0(1)) = 0, e quindi
f & derivabile in zg = 0.

(6) Siha f/(0) = lim, o [=MYE iy Blgin §2(1 4 0(1)) = im0 Z§Z(1 + 0(1)) = 0, e
quindi f e derivabile in zy = 0.

(7) Siha f/(0) = limy 0 sty = liMes0 mbsmy = meso Sz](1+ o(1)) = 0, e quindi f &
derivabile in xy = 0.

(8) Siha f/(0) = lim,_,o ﬁfﬁ-x?) = lim,_q 962(%20(1)) =1, e quindi f & derivabile in xy = 0.

(9) Si ha f/(0) = lim, o HosQra Py P00 iy g 1/4(1 1 0(1)) = 0,
quindi f e derivabile in zy = 0.

(10) Si ha f’(0) = limg—
(11) Si ha f/(0) = limg_ x\/m = lim, 0 +/|z| = 0, e quindi f & derivabile in 2y = 0.
(12) Si ha f/(0) = limg_ \/_ = lim,_,o V22 = 0, e quindi f & derivabile in zo = 0.
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z — lim,_,q xsm% =0, e quindi f & derivabile in xy = 0.

(13) Si ha f/(0) = lim, 0 7”5;;96‘ = lim,_, M = lim,_,g x‘ VI|z|(1+0(1)) =0, e quindi f
¢ derivabile in zg = 0.

(14) Si ha f}(0) = lim,_,o+ lxlc% = lim,_,o+ %(1 + o(1)) = £1, e quindi f non ¢ derivabile in
xg = 0, e tale punto e angoloso.

(15) Si ha f/(0) = lim,_,o+ @ = lim, o+ %ﬁ = 400, e quindi f non e derivabile in zy = 0, e

tale punto e di cuspide.

(16) Siha f(0) = lim,_,o+ sin’ ol _ = lim,_,o+ w = lim, o+ -

(14 o0(1)) = £o0, e quindi f

ozt Jx
non e derivabile in g =0, e tale punto & di cuspide.
(17) Si ha f/.(0) = lim,—0 E \/5‘ = lim,_,o+ % lim, o+ Iil \}_(1 +0(1)) = +o0, e quindi f

non ¢ derivabile in x¢g = 0, e tale punto e a tangente verticale.

(18) Si ha f4(0) = lim,_q¢ Vm'%/‘g‘ — lim,_ge \/f%’(” = lim, gx 2L (1 4+ 0(1)) = %00, ¢

quindi f non & derivabile in zg = 0, e tale punto e di cuspide.

(19) Si ha f}(0) = lim,_,o+

o1
x sin — . . . . N . . .
z = lim,_,o+ Sln% =3, e quindi f non & derivabile in zq = 0.




Svolgimento esercizio 2

(1) Siha f(z) =e= 21087 her cui f(z) = eilog“’cl_i#, f(1) =1, f’(1) =1, e quindi la retta tangente
ey=14+(x—-1)=u=.

(2) Siha f'(z) = @, f(e) =0, f'(e) =1, e quindi la retta tangente ¢ y = 1(z —e) = £ — 1.
(3) Siha f'(x) = m, (e) = 3, f’(e) = 2, e quindi la retta tangente ¢ y = 1 + L(z —¢) =
£_|_l‘
4e 4

(4) Siha f'(z) = 4ze2 T cos(e22*+1), f(1) = sin(e3), f/(1) = 4¢3 cos(e?), e quindi la retta tangente
&y = sin(e3) + 4e3 cos( H(x —1).

(5) Siha f'(z) = \/W’ f(2) =0, f'(2) = e, e quindi la retta tangente ¢ y = e(z—1) = ex—1.

(6) Si ha f'(z) = cos( g tarcsing) f(3) = log @, f'(3) = —2, e quindi la retta tangente &

sin(Z +arcsin z)v1—22’

yzlog@—%( —%)z—gzlt—l—l—l—log@.

: ! _ coshx . . / _ 1 . . .

(7) Si ha f'(x) = By FugET f(0) = arsinh 1 = log2, f'(0) = 75 © quindi la retta tangente &
Yy = log2 + E

]

Svolgimento esercizio 3

(1) Siha f/(z) =32 +2—-2) e fl(z) =0 = z=-2¢ A° Vo =1¢€ A° per cui i punti di
massimo e di minimo si trovano nell'insieme {—2,3,1}. Si ha f(—2) = 11, f(3) = 4L = maxy f,
fa) = —% = ming f.

(2) Siha f'(z) = {3(”52 +r-2), 0<z<3,

e fl(lz) =0 < z =1¢€ A° per cuii punti di
32 —2+2), —2<x<0, J(@) P P

massimo e di minimo si trovano nell'insieme {—2,3,0,1}. Si ha f(—2) = 27 = max4 f, f(3) = &,
f(0)=1,f(1) = =5 = mina f.
, 0<a <2,
(3) Si ha f'(z) = 3@ per cui i punti di massimo e di minimo si trovano
_W, _1 < ':U < 07

nell’insieme {—1,2,0}. Si ha f(—1) =1, f(2) = V/2 = maxu f, f(0) = 0 = miny f.
2x, O<a <1,
(4) Siha f'(z) =40, x =0, per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme

2z, —2<x<0,
{—=2,1,0}. Siha f(—2) = -4 =ming f, f(1) =1 =maxy f, f(0) =

il )<z < 3,
(5) Siha f'(z) =< 0 efl(x) =0 <= 2=1+v2€ A° Vo = —-1—-2¢ A°,
z°4+2zx—1 —2< <0
((E2+1)2 bl 9
per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme {—2, 3,0,1+ \/5} Siha f(-2) = g,
£(3) =28, f(0) = 0=ming f, f(1+v2) = 52 = maxy f.



3(x2+4x—4)
W’ O<zx< 3,

(6) Siha f'(z) = ¢ _g2"

(g§+4)§), —2<x<0,
per cui i punti di massimo e di minimo si trovano nell’insieme {—2,2, —1,—v/2,V/8 — 2}. Si ha
F=2) =1 f2) = =L f(=1) = 2 = maxa f, f(—v2) =1L, f(/B—2) =1 — 32 = miny f.

d

e fllr) =0 <= 2=/8-2€ A° Vo= —2¢c A°

Svolgimento esercizio 4

(1) Sia f(z) = 2;”22;11. Si ha dom f =R, f & continua, e pari. Per 2 — 400, si ha f(x) = % =
2+ o(1), per cui y = 2 ¢ asintoto orizzontale di f, per x — +oo.
2 _ 2
Inoltre, f/(z) = LA 2D o > 0 e 22 0.
Figura 1: Grafico per 'esercizio 4 (1)
Allora, x = 0 ¢ un punto di minimo relativo. Si ha f(0) = —1.

Il grafico e riportato in figura 1.

(2) Sia f(x) = 22427 Gj ha dom f = R\ {:l:%}, f & continua, né pari né dispari. Per x — +o0, si

22%—1"
ha f(x) = % = (1 +0(1)), per cui y = % & asintoto orizzontale di f, per x — +oo. Per
1\t _ o 3=V24o(l) 9Bl 1
r—= (_E) st ha f(z) = (—2—21-0(1))(\/§m+1) T4 Ve
1
fla) = 22l 2vEe 1 (g 4 (1)) 5 doo.

T to()(V2z—1) 4  V2z-1

Inoltre, f(r) = GHALE it _ S 2l <0 = o e dom .

(14+o0(1)) - £oo. Per x — (%)i, si ha

.
- — — — A\ — — = =
[ [

Figura 2: Grafico per 'esercizio 4 (2)

Il grafico & riportato in figura 2.



(3) Sia f(:t)—gc—zﬂ Si ha dom f =R, f & continua, e pari. Per z — +o0, si ha f(z) = %:

1+ 0(1), per cui y =1 & asintoto orizzontale di f, per x — +o0.

—z242x+1) >0
Inoltre, f/(z) = { L&D "percui f/(z) >0 < z € (—00,—1—+2
z?42x—1)

W, r < 0,
ha poi f1(0) = lim, o+ f'(z) = £1.

U (0,1 ++2]. Si

-1-v2 1+V2

Figura 3: Grafico per l'esercizio 4 (3)

Allora, x = £(1 + +/2) sono punti di massimo relativo, mentre 2 = 0 ¢ un punto di minimo relativo
ed & angoloso. Siha f(0) =0, f(£(1+V2)) = %
Il grafico e riportato in figura 3.
(4) Sia f(x) = 2% — 32%/3. Si ha dom f = R, f & continua, e pari. Si ha, per x — oo, f(z) =
22(1 4 0(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo, per x — +oo0.

Inoltre, f'(z) = 2z — 3%/5 = (45//; VD> e z¢ [—1,0) U [1,400). Si ha anche f(0) =
L4/3_
hmm—)Oi f ($) 1mx—>0i 2(37\/51) = F00.

Figura 4: Grafico per 'esercizio 4 (4)

Allora, x = —1 e z = 1 sono punti di minimo relativo, mentre z = 0 & un punto di massimo relativo
e di cuspide. Si ha f(0) =0, f(£1) = —2.
Il grafico & riportato in figura 4.

(5) Sia f(x) = Yz i ha dom f = R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Per z — +oo, si

z+1
ha f(x) = ;—\ﬁ = m = o(1), per cui y = 0 ¢ asintoto orizzontale di f, per z — +oo. Per
r— (—=1)*, siha f(z) = _:c_+1(1 + 0(1)) — Foo, per cui x = —1 ¢ asintoto verticale di f.



Inoltre, per ogni x € R\ {—1,0}, si ha f'(z) = EsyE = 3G
(=00, =1) U (=1, 3]. Si ha poi f'(0) = lim, o f'(2) = limg 0 54751 + o(1) = +oc.

1,.-2/3 _3
32 2P (a+1)— V= 12z _ >0 -

Figura 5: Grafico per 'esercizio 4 (5)
Allora, x = % e un punto di massimo relativo. Si ha f (%) = %.
Il grafico e riportato in figura 5.

(6) Sia f(x) = V23 — 322, Si ha dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Per z — o0, si ha
fl@)=Vad =322 =2{/1-3 =2(1-L+0(L)) =2—1+0(1), per cui y = x — 1 & asintoto obliquo
di f, per x — +o0.

Inoltre, per ogni 2z € R\ {0, 3}, si ha f/(x) = ﬁ% >0 <= z€(—00,0)U[2,3)U(3,+00). Si

—2z(1+0(1)) a—2 =400, ciot x =0 ¢

ha pOl f:,t(O) = limm_>0:l: f/(x) = hmm_>0:l: m = hmm_>0:l: %(1+0(1))

un punto di cuspide, e f}(3) = lim,_,3+ f/(x) = lim,_,3+ 94/3@_3;)';/(;()14_0(1)) = +o00, cioé x = 3 & un

punto di flesso a tangente verticale.

Figura 6: Grafico per l'esercizio 4 (6)



Allora, x = 2 & un punto di minimo relativo, mentre z = 0 € un punto di massimo relativo. Si ha
f(0)=f(3)=0,e f(2) = —V4
Il grafico e riportato in figura 6.

(7) Siaf(a;):,/‘ggc| 2. Si ha dom f = (—o0,—V/3) U \/_—\/\/_—1 \/\/_—1\/_

(V/3,400), f & continua, e pari. Per x — 400, si ha f(z) = \/% = \/w =

z2-3 z2-3
22 + %ﬂ =x,/1+ 52%"2% = x(l + gf(z—;g‘j—g)) =z + o(1), per cui y = x & asintoto obliquo di f,
per x — +00, e, di conseguenza, y = —x & asintoto obliquo di f, per £ — —oco. Per z — /3, si ha

flx) = \/m(l +0(1)) = +o0, per cui x = /3 & asintoto verticale di f.

442226 \/\/77_
T, € 7—1,V3),
Inoltre, per ogni z € dom f N (0,+00), si ha f(x) = 3’ | ) per cui

P26 g e (V3 +00),
fl(x) = (2 6) per cui f'(z) >0 < =z € (\/ﬁ, V3) U
(z2—3)3/2/2% 22216’ € (\/37 +00),

(v/6,+00). Si ha poi f,(VV7—1)= 1imx_>(m)+ f'(x) = +o0.

z3(6—22 /
(3—:(:2)3/2\/:044)-2:02—6’ T € ( \/7 -1, \/g)’

Figura 7: Grafico per l'esercizio 4 (7)

Allora, z = £+v/V7—1 e z = 4+v/6 sono punti di minimo relativo. Si ha f(i\/\/?— 1) =
J(£v6) = V0.
Il grafico e riportato in figura 7.

(8) Sia f(x) =a?(log%— 1)2. Siha dom f = (0,+00), f € continua, né pari né dispari. Per x — +o0,
si ha f(z) = 2%(log x)?(1 + o(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo, per
x — 4o00. Per z — 07, si ha f(z) = 22(log z)2(1 + o(1)) — 0.

Inoltre, per ogni x € (0,+00), si ha f'(z) = 2z(log %—1)2+$2-2(log%—1)% =2zlog%(log%-1) >
0 < € (0,4) U (4e,+00). Si ha poi lim,_,o+ f/(z) = lim,_,o+ 22(log z)?(1 + o(1)) = 0.

Allora, x = 4 & un punto di massimo relativo, mentre 4e ¢ un punto di minimo relativo. Si ha
F(4) =16, f(4e) = 0.

Il grafico e riportato in figura 8.



4e

~0

Figura 8: Grafico per l'esercizio 4 (8)

(9) Sia f(z) = m+2 Si ha dom f = R\ {2}, f ¢ continua, né pari né dispari. Si ha

g2

= +o00

lim
z——2%+ & + 2

—xz2

e
lim
x—too x + 2

per cui y = 0 & asintoto orizzontale di f, per x —> +o0.

Inoltre, f'(x) = —2HEEea® = _2tleile—s® > 0 e pe [-1— %2, -1+ 2],

(z+2)° - (z+2)°

T~

Figura 9: Grafico per l'esercizio 4 (9)
—14 2

Allora, x = —1 — @ ¢ un punto di minimo relativo, mentre x = ¢ un punto di massimo
relativo.

Il grafico e riportato in figura 9.

(10) Sia f(z) = (2® 4+ 12z)e=%/*. Si ha dom f = R\ {0}, f & continua, né pari né dispari. Per
x — Fo00, si ha f(x) = 2%(1 + o(1)), per cui f non ha né asintoto orizzontale, né asintoto obliquo,
per x — +oo. Per z — 0%, si ha f(z) = 12z¢=2/*(1 + o(1)) — 0, mentre per z — 07, si ha
f(z) = 12ze2/*(1 + 0(1)) — 400, per cui z = 0 & asintoto verticale di f.

Inoltre, per ogni z € R\{0}, siha f'(z) = (2z+12)e™2/* 4 (22 +122)-% L o= 2/w = 22 2e T (24 Tz +12) >
1
0 <= z € (—4,-3) U (0, +00). Si ha poi lim, o+ f/(x) " =" limz_>+oo 24z(1 + 0( )) = 0.
Allora, x = —4 € un punto di minimo relativo, mentre —3 ¢ un punto di massimo relativo. Si ha

f(=4) = =32\/e, f(—3) = —27e*/3.




Figura 10: Grafico per 'esercizio 4 (10)

Il grafico e riportato in figura 10.
(11) Sia f(x) = ze71. Allora dom f =R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

_T
lim zez1 = +o00

r—*+00
_x
. rez+l
m4 = lim —e
r—*+00 x
. =z . = . —(1+4+o(1
q+ = lim xestT —ex = lim ex(e:le 1 1) = lim 6%7( ( )) = —¢
r—rFoo x—>Foo x—>Foo x4+ 1
_z
lim ze=tI =0
o (—1)+
_x
lim ze=+ = —o0,
z—(—1)"

per cui f ha asintoto obliquo y = ex — e, per x — +o0.

Inoltre, f’(x) = <1 +x(:(cx+—_|2)_2£>e%+l = w’g—le%ﬂ >0 < € (_007_3"1‘2\/5] U [—3-5\/5 100).

(z+1)
— 0.1
| -
— 0.05
| B
— > 06 -04 -02
A -0
P .
- |
— 0.1
—
/\ | ~0.15
| ~02

Figura 11: Grafico per 'esercizio 4 (11)



Quindi, f & crescente in (—oo, —%) ein (_?’%\/5, +00) e decrescente in (— M ,—1)ein (—1, =345y

Inoltre z =

3+\/E
—% ¢ un punto di massimo relativo, con f(—?’z—‘/g) = —3+—\/ge V5 e x = _35‘/5 e

V5-3
un punto di minimo relativo, con f(%) = %eﬁﬂ. Inoltre, lim,_, )+ f'(z) =
Il grafico e riportato in figura 11, dove & anche riportato il comportamento in un intorno destro di
r=—1.

(12) Sia f(z) = \x!e#l. Poiché ]az\e#l = ]we%ﬂ\, il grafico di f si ottiene da quello dell’esercizio 4

(11).

Osserviamo che asintoto obliquo di f, per x — —oo ha equazione y = —e(xz — 1). Infatti
o1
m_ := lim [=le = lim —e!'toM = _¢
T—r—00 €T T—r—00
@ z —(1 1
g— = lim |z|e=+T +ex = lim e:z:(—eﬂf+1 Ly 1) = lim —exw =e
T——00 T——00 T——00 r+1

(13) Sia f(x) = aurcsmI—Jrl Allora dom f = {x eR:-1< 2zt < 1} = (—00,0], in quanto

22 >0 PRI Kl
%go x < 0.

Inoltre, f ¢ continua, né pari né dispari. Per x — —o0, si ha f(x) = arcsin(1+o0(1)) = 5 + o(1), per

2
cui y = Z & asintoto orizzontale di f, per x — —o0.
Inoltre,
1 z—1—(z+1) 1
fl(x) = = <0,
- (zt1y? (o 12 (z = 1)y/]z]
per ogni z € (—o0,0)
Figura 12: Grafico per 'esercizio 4 (13)
Allora, f ¢ strettamente decrescente in (—o00,0). Si ha f(0) = arcsin(—1) = =%, e f.(0) =

: / _n 1 —
lim, ,o- f'(z) = lim, o~ (@—1)y/]a]
Il grafico e riportato in figura 12.

(14) Sia f(x) = arcsin zlﬁx Allora dom f = {a; ER:—-1< < 1} = (—o0, 158U [M +00),

Ti—x 2 2 0
in quanto
Igis < “"’x;fxl>0 @ [22—2-1>0
1+2x2—:(:>0 — x5x+1>0 > $2—$>O
xr<—x — Tr“—x -



dove in (a) si & usato 2 — z + 1 > 0, sempre.
Inoltre, f & continua, né pari né dispari. Si ha lim, .4, arcsin Plfx = 0, per cui y = 0 & asintoto
orizzontale di f, per x — +o0.
Inoltre,
1 —(22 —1) (1 —2x)|2% — 2| B 1—2x

f/(ﬂf) = 1 (IQixﬁ (:172 — 33)2 - (x2 _ x)2 (x2 _ x)Q —1 N ($2 — x) ($2 — $)2 -1

)

per cui f/(z) >0 <= z € (—o0, 3].

Figura 13: Grafico per 'esercizio 4 (14)

Allora, f & strettamente crescente in (—oo, 1_\/5], e strettamente decrescente in [1+T\/5’ +00). Si ha

2
f(#) =arcsinl = 3, e

1—2x

lim '(r) = lim = 400
x—)(il}‘/g)* f ( ) x—)(ilfg/g)* (l‘2 - $) (l‘2 - $)2 -1
1-2
lim  f(z)= lim < = —00,
s (15 )+ s (58)+ (22 —x)y/(2? —2)? — 1

in quanto (22 —2)?2 —1=(22 -z - D@2 —z+1) =0 < leg\/ﬁ_

Il grafico e riportato in figura 13.

. x N
(15) Sia f(z) = arctg (log (m)) Allora dom f = {z € R : G 0} =
(—o00,—4) U (—4,—3) U (0,400). Inoltre, f & continua, né pari né dispari. Si ha
. o I+o(l)y 7
:BEI:Il:loof(x) - :EE)I:II:loo arctg log < ‘.Z" ) N _57
. . T
m1_1>n£14f(:17) = mli>n_14arctg ( — log (|x + 4|)(1 + 0(1))) = +§,
T
I — 1 te (log (= (2 +3))(1 4 0(1))) = — <,
,im f(e) = lim ) are g (log (= (z +3)) (1 +0(1))) = —5
T
li = i tg (1 1 1)) =—=
lim f(z) = lim arctg (logz(1+0(1))) = -5,
per cui y = —7 & asintoto orizzontale di f, per z — 4oo0.

10



Inoltre,

"oy 1 (x+3)|z+4| (x+3)|z+4| — z(Jz + 4| + sgn(x + 4)(x + 3))
1+ (log(m)f x (2 + 3)2(x + 4)2
~ sgn(z +4)(12 — 2?) 1 12 — 22 1

per cui f/(z) >0 <= z € (—o0,—4) U[-2V/3,-3) U (0,2V/3].

\J

Figura 14: Grafico per 'esercizio 4 (15)

Allora, f ¢ strettamente crescente in (—oo, —4], in [-2v/3, —3), e in (0,2V/3], e strettamente decre-
scente in [—4, —2v/3], e in [2V/3, +00), mentre 2 = —2+/3 & un punto di minimo locale, e x = 2v/3

un punto di massimo locale, e si ha f(—2v/3) = arctglog(7 + 4v/3), f(2v/3) = arctglog(7 — 4V/3).
Inoltre

lim  f'(z)= lim —1+0(1) 5 = Foo,
z—(—4)* = (=D* (z +4)(log |z + 4])
lim f'(z) = lim —1+o(1) 5 = )
z—(=3)~ z=(=3)" (2 + 3)(log |z + 3|)
1 1
lim f'(z) = lim +—0()2 = +00
z—0t z—0t x(log‘x+3’)

Il grafico e riportato in figura 14.
(16) Sia f(x) = arctg <a: exp (

z? — 1)) Allora dom f = (—o00, =1) U (=1,1) U (1, +00). Inoltre, f &

11



continua, dispari. Si ha

lim f(z)= lim arctg (z(1+0(1)) = ig’

r—F00
sy T = et (-@+omyen <—2(x n 1)1(1 n 0(1)))) -5
iy T =, i arcte (-+omyem <—2(ZE n 1)1(1 n o(1))>> =9
Jim f(a) = lim arctg ((1-+o(L)exp (Q(x - 1)(11 + 0(1)))> =5
Jm, f(z) = lim, arctg ((1 +o1)) exp <2(g; - 1)(11 + 0(1))>> - g

per cui y = £5 ¢ asintoto orizzontale di f, per z — Foo.

Inoltre,
2 4 4.2 1/(z?-1)
Fla) = 1 : < 2 )el/(xQ—l) _z 4z +1 e i
1 + 22¢2/(=2—1) (22 —1)2 (22 —1)2 1+ 22¢2/(@-1)
per cul f'(z) >0 <= z € (—o0,—V2+ V2 —V3,v/2 = V3 U[V2+ V3, +00).
_—mmmm
——— \

Figura 15: Grafico per 'esercizio 4 (16)

Allora, f & strettamente crescente in (—oo, —v/2 + /3 \/2 — V3, \/2 — ,ein \/ )
e strettamente decrescente in [—v/2 + /3, —1), in (— 1, —\/ 2 —/3],in[vV2 - \/_ \/
mentre £ = —V2++vV3 e = V2 —+/3 sono punti di massimo locale, e z = \/

2 4 /3 sono punti di minimo locale, e si ha f(£v/2 4+ v/3) = farctg (\/ \/gexp (\f )),
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f(£V2 - \/3) = +tarctg (\/2— \/gexp(— \/3;1)). Inoltre

—exp{ —raramy (L + o(1)

hm f/ €Tr) = hm —0,
z—(=1)~ (x) a—(-1)~ 2(z + 1)? eXp{m}(l + 0(1))
lim  f'(z)= lim — exp{ —zrmremy J (L + o(1) _
a—(=1)* a—(—1)F 2(z + 1)2(1 + o(1)) )
— exp{a=myimary (1 + 0(1)
li "(2) = li _
L TE) >
lim f'(z) = lim —exp{gryirremy H (1L + o(1)) -
z—1t z—1t+ 2(117 — 1)2 eXp{m}(l 4+ 0(1))

Il grafico e riportato in figura 15.
(17) Sia f(z) = == + —L—. Sihadom f = R\ {k‘% ke Z}, f ¢ continua, 27-periodica, né pari

sinz coszx"®

né dispari. Per  — 0, si ha f(z) = (1 +0(1)); per # — Z, si ha f(z) = COS(flgc_ﬂ)(l +0(1)) =
2 2
—M(H‘O(l)) = —x_lg (1+0(1)); per @ — m, si ha f(2) = gy (1+0(1) = — g (1 +
0(1)) = —=2-(1 + o(1)); per  — 3T, si ha f(z) = mglw—_g)(l +o(1)) = ﬁﬁ_)(l +0(1)) =
+ 2 2
:1%?(1 +0(1)). Quindi x = k% ¢ asintoto verticale di f, per ogni k € Z.
. . . s 3. 3 : _ a2 s 2
Inoltre, per ogni z € dom f, st ha f'(x) = — 5%+ 2%, = Stz = (memenslih et
(Smx_;zszz)giismk) >0 <= sinz—cosz >0 <= z € (%,2) mod 2.
Sn
4
| . | [ ¢ | [ .
bis On
| ¢ | | | | |
Figura 16: Grafico per 'esercizio 4 (17)
Allora, x = % & un punto di minimo relativo, mentre ‘%’r ¢ un punto di massimo relativo. Si ha

1(5) = 2v3, [(5F) = 23,

Il grafico e riportato in figura 16.

(18) Sia f(z) = sin w%i_l Allora dom f = R, f & continua, e pari. Si ha lim,_,4 sin m%i-l =0, per
cui y = 0 ¢ asintoto orizzontale di f, per x — Fo0.

13



Figura 17: Grafico per 'esercizio 4 (18)

Inoltre f(x) = (x2+1)2 CoS 21+1 >0 < z € (—0,0], in quanto 0 < x21+1 <1< 3, per cui
ZB2+1 > 0

Allora, = 0 ¢ un punto di massimo relativo, con f(0) = sin 1.

Il grafico e riportato in figura 17.

COS

(19) Sia f(x) = sin 29”22;11. Allora dom f = R, f & continua, e pari. Per x — 400, si ha f(z) =

sin % sin2 + o(1), per cui y = sin2 & asintoto orizzontale di f, per z — +oc0. Osserviamo

(x) = 2””2 —» il cui grafico ¢ riportato nell’esercizio 4 (1), si ha f(z) = sin g(z).
Inoltre, f/'(x) = ¢'(x) cos g(x) = (mfl) 7y COS 2m2+1 , per cui bisogna studiare la disequazione cos 2% 2+11 >

0 — 2;22;11 < I <= |z| < (/2 [vedi il grafico di g nell’esercizio 4 (1)]. Quindi f/(z) >0 <

che, posto g(z

.
2+nm \ [2+7
4—n 4-n
Figura 18: Grafico per 'esercizio 4 (19)

Allora, x = 0 & un punto di minimo relativo, mentre z = + 2+’T sono punti di massimo relativo.
- _ [24my _

Siha f(0) = —sinl, e f(£(/$%) = 1.

Il grafico e riportato in figura 18.

2r2 -1

(20) Sia f(z) = y/cos Z55. Osserviamo che, posto g(z) = 2;2“ , il cui grafico & riportato nel-

lesercizio 4 (1), si ha f(z Veosg(x). Allora dom f = —1/42:—2, i—i], f & continua, e

pari.

14



>

/ _ _g/(x) Sing(x) — 3z z§+1 . . . . . . 2([2—1
Inoltre, f/(x) = oo @ \/COS —,— percui bisogna studiare la disequazione sin =
x2+1

0 < 0< 2;22;11 <5 = % < |z| < \/2EE [vedi il grafico di g nell’esercizio 4 (1)]. Quin-

. 247 1 1 : . 24w\ _ 1 _

di f(z) >0 < =z € [- m,——2] U [0, —2] Si ha poi f’ ( =) = hmx_%\/g)i fl(z) =

. 3/ 5 sin(Z+0(1))

2+ _L L 2+
4-n V2 V2 4-n

Figura 19: Grafico per 'esercizio 4 (20)

Allora, z = 0ex = £ Z*_’—Z sono punti di minimo relativo, e z = :l:% sono punti di massimo

relativo. Si ha f(0) = Vcos1, f(+ ?:—g) =0, f(i%) = 1.
Il grafico e riportato in figura 19.

Svolgimento esercizio 5

(1) Sia f(z) = 222141 Ajjora dom f =R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Poiché

x+1
r+1 x>0,
o= {7902;33“ z <0,

basta studiare la funzione f per x < 0. Si ha

2
-2 1
T i
z=(-1)*  x+1
2
-2 1
o st
T——00 x+1
Coa? =241
m_:= llim ———— =1
T——00 x(m + 1)
. 22 —2rx+1 . 2 —2x+1—22—12
q— := lim <7 — :17) = lim = -3,
T——00 x+1 T——00 x4+ 1
per cui f ha asintoto verticale in z = —1 e asintoto obliquo y = x — 3, per £ — —oo.
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Inoltre, per x < 0, si ha

2 +2x—3

-z = = < 3.
(m+1)2 <— r< -3

Quindi, f & crescente in (—oo,—3) e in (0,400), e decrescente in (—3,—1), e in (—1,0), per cui,
x = —3 & un punto di massimo relativo, con f(—3) = —8, e z = 0 e & un punto di minimo relativo,
con f(0) = 1. Osserviamo che f’ (0) =lim, ,o- f'(z) = —3, mentre f, (0) = lim, .o+ f'(z) = 1, per
cui z = 0 & un punto angoloso.

| 1.8

1.6

p— 1.4

| 1.2

-0.2 -0.1 0.1 0.2

Figura 20: Grafico per l'esercizio 5 (1)

Ancora,
ey = B2 A1 -2 + D2 420 —3) 207 42042042~ 27— 4a + 6
- (x+1)* - (z + 1)3
8
= m >0 <= x> —-1.

Quindi, f & convessa in (—1,0) e in (0,+00), ed & concava in (—oo, —1), mentre non ci sono punti
di flesso per f.
Il grafico & riportato in figura 20, dove & anche riportato il comportamento in un intorno di x = 0.

(2) Sia f(x) = %. Allora dom f =R\ {0}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

4|22 —1
lim w —4
r—+00 xz

. Azt -1

lim —— = —x,
z—0E X

per cui f ha asintoto verticale in x = 0 e asintoto orizzontale y = 4, per x — £oo.
Poiché

X
4z’ 44x+1
—% -1 <x <0,

fz) =

2
{4”0—4'?;1 r<—-lox>0,

16



si ha

8x+4)x2 —2x(4x?+4x—1 34422873 842 42 2(1-2
/( ) (8z+4)x ;:4( T z—1) 8x3+4x igz 8x°+2x __ 4xx +2x (wS ) r<—-lozx> 0’
;A (8z+4)2%—2z(42%+4z+1) 8x344a2—8r3—8x2 2z _ 4a242z _ 2(2z41) 1l<ax<0
_ = = — 8 = A — 2oy x < 0.

Poiché

1;3% 2 0 2{‘2,2—113—1 2 0

r<—-loxz>0 —1<x<0
— 1 \/ 1
0<z<3 r<—-50x>0

fla) >0 s {x<—1ox>0 \/{—1<x<0

ne segue che f'(z) >0 <= x € (-1, —%] U (0, %] Quindi, f & crescente in (—1,—%) e in (0, %), e
decrescente in (—oo,—1), in (—%,0) e in (%,4—00), per cui, £ = —1 ¢ un punto di minimo relativo,
con f(-1)=—-1,ex= i% sono punti di massimo relativo, con f(—%) =0e f(%) = 8. Osserviamo
che fL(—1) = lim,_,_y)- f'(x) = —6, mentre f’ (—1) = lim,_,(_1)+ f'(z) = 2, per cui z = —1 & un
punto angoloso.

-0.9 -0.8 -0.7 -0.6

Figura 21: Grafico per 'esercizio 5 (2)

Ancora,

9,3 _9,.2(1_
2( 223 —3x2 (1 290)) _ 2(4;;3) r<—-1lox>0,

7'(w) = o
2(2x3—3;062(250+1)) — —2(?62*‘3) -1 <z <0,

per cui f/(z) >0 <= z € (—1,-3]U[2,400). Quindi, f & convessa in (—1,—3) e in (3, +00), ed

e concava in (—oo, —1), in (—%, 1) ein (1,+00), mentre x = —% exr = % sono punti di flesso per f.
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Il grafico e riportato in figura 21, dove & anche riportato il comportamento in un intorno di z = —1,
e il comportamento per x grandi.

(3) Sia f(x) = |:(Ei__11|)§1. Allora dom f =R\ {1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

2 _ 1| —
z—+oo (;17 — 1)2

i |22 — 1| -1
m ————5— = —0Q,
r—1* (JE — 1)2

per cui f ha asintoto verticale in x = 1 e asintoto orizzontale y = 1, per x — £o0c.

Poiché )
=2
a=1)2 r<—-lox>1,
fla)=4 @1,
T @12 -l<z<l,
T 20(z—1)?—2(z—1)(z?~2) 2 2 2(2—2)
z(z—1)2—-2(x—1)(z%2—2)  222-20—2224+4 o B
f(z) = { 2 ( —1()962__12)(4 —1)2? B 02 (3_1%32 _2(56‘—1)3 r<-lowx>l,
B (z—D)F i e s el S 0 —l<z<l.
Poiché
/ r<-—-1loxz>1 1l<z<1
fllz)>0 <= <", 0 L
(z—1)3 = @17 =

r<—-lox>1 —l<zx<l1
= V
1<x<2 r<0ozxz>1,

ne segue che f'(r) > 0 < =z € (—1,0] U (1,2]. Quindi, f & crescente in (—1,0) e in (1,2), e

decrescente in (—oo, —1), in (0,1) e in (2, +00), per cui, x = —1 & un punto di minimo relativo, con
f(=1)=—7,e2=0ez =2 sono punti di massimo relativo, con f(0) =0 e f(2) = 2. Osserviamo
che fL(—1) = lim,_,(_1)- f'(z) = —3 mentre f/ (—1) = lim,_, 1)+ f'(z) = i, percuiz=—1¢&un
punto angoloso.
Ancora,
2(—(z—1)3-3(z—1)%(2— _
(~@-1) ol 9) _ 200 ) pe low>0,
f”($) _ (z—1) (z—1)
2((z-13-3(e—1)%2) _ _9(20+41) 1 0
@—1) = o171 i<z <,
per cui f/(z) >0 < z € (—1,—3]U[2,400). Quindi, f & convessa in (—1,—3) e in (3, +00), ed
¢ concava in (—oo, —1), in (—%, 1) ein (1, %), mentre r = —% er = g sono punti di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 22, dove ¢ anche riportato il comportamento in un intorno di z = —1,
in un intorno di x = —%, e il comportamento per x grandi.

(4) Sia f(z) = v —log(z? + o + 1). Allora dom f = R [perché 22 +z + 1 > 0, per ogni z € R], f &
continua, né pari né dispari. Si ha

lim 2 —log(2? + 2+ 1) = o0

r—*+o00
—1 2
my = lim x — log(x —Hc—kl):1
r—*+00 xT

¢+ = lim z—log(z* +z+1) — 2 = —o0,
r—£o0
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~0.1
L ~0.125
~0.15
~0.175
11 209208 -07 -06 -05 -04
| ~0.2
| ~0.25
1 ). ). ). ), 2
~0.05
75 -5 .25 25 5 75
~0.1
2
~0.15
4
~0.2
6
~0.25

Figura 22: Grafico per 'esercizio 5 (3)

per cui f non ha asintoto orizzontale né obliquo, per x — +oo.

Inoltre, f/(z) = 1 — Atl. = eiFatldonl — g7=2 > () = 3 € (—00,0] U [1,+00). Quindi, f
e crescente in (—00,0) e in (1,4+00), e decrescente in (0,1), per cui, z = 0 & un punto di massimo
relativo, con f(0) =0, e z =1 & un punto di minimo relativo, con f(1) =1 —log3.

Ancora,

2z — D22 +z+1)— (22 +1)(2® — )

"

fle) = @+t 1)
(2232?22 —z+22— 1) — (20° + 22 — 227 — 1)
B (22 +x+1)?
24221
(a2t +1)?

per cui f/(z) >0 <= z € (—oo,—1+T‘/§] U [_1%\/3,—%0). Quindi, f & convessa in (—oo, ——1+2*/§) e
in (_1%‘/5,4—00), ed & concava in (—1+—2\/§, _1%\/5), mentre x = _HT\@ exr = _1%\/5
flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 23, dove € anche riportato il comportamento in un intorno destro di
x =0, e il comportamento per x grandi.

sono punti di

(5) Sia f(x) = |z| — log(2? + x + 1). Allora dom f = R [perché 22 +x + 1 > 0, per ogni z € R], f &
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1 0.2 04 0.6 0.8

_0.02 |

—0.04 |

0,06 |

~0.08 |
10
5

10 -5 5 10

5
10
15

Figura 23: Grafico per 'esercizio 5 (4)

continua, né pari né dispari. Si ha

lim |z| —log(z?® + +1) = +o0

r—Eo0
— log(x? 1
me = lim GZlos@ Tt
r—Eo0 X
g+ = lim |z| —log(z® 4+ x4+ 1) — (£x) = —o0,
T—Fo00

per cui f non ha asintoto orizzontale né obliquo, per x — +oo.

Inoltre,
_2zx41  _ zP4atl-22-1 _ 2’ —=x
f/($) — 1 z2+z+1 x24x+1 T 224zl x>0
1 2zl o z?dal42241 _ 2?43242 z <0
24+l 2 tx+1 - x24x+1 ’

per cui f/(z) >0 < =z € [-2,—-1]U[l,+00). Quindi, f & crescente in (—2,—1) e in (1,400), e
decrescente in (—oo, —2) e in (—1,1), per cui, z = —2 e = 1 sono punti di minimo relativo, con
f(=2)=2—-1log3e f(1)=1—1og3, ez = —1 & un punto di massimo relativo, con f(—1) = 1.
Ancora,

2z—1) (22 +x+1)—(2z+1) (22 —2) _ 22249221 >0

f”($) _ x2+x+1)2 T (22+2+1)2 x
_ (2243)(2?+2+1)— (204 1) (2% +3242) _ 2224221 <0
(z24z+1)2 T (2%24z+1)2 x ’

per cui f(z) >0 < x € (—oo,—l+T‘/§] U [_1+\/3,—|—oo). Quindi, f & convessa in (—oo, _1+T\/§) e

in (_1%\/5,4-00), ed ¢ concava in (—1+—2*/§, _1%*/5), mentre r = —1+T*/§ exr = _1%‘/3 sono punti di

flesso per f.
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0.0
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10
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2
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Figura 24: Grafico per 'esercizio 5 (5)

Il grafico e riportato in figura 24, dove & anche riportato il comportamento in un intorno destro di
x =0, e il comportamento per x grandi.

(6) Sia f(x) = (2% + 2)e**L. Allora dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Si ha

lim (2% 4 z)e® =0

T——00
lim (2% 4 z)e*™ = 400
T—+00
] ($2 _1_33)61:—1-1
my = lim —— = 400,
r—+00 T

per cui f ha asintoto orizzontale y = 0, per x — —o0, mentre non ha asintoto orizzontale né obliquo,
per x — +o0.

Inoltre, f/(x) = (a2 + 3z +1)e™*! > 0 <= z € (—o0, 25/ ] 1= =318 4 o0),

Allora, = = —% ¢ un punto di massimo relativo, con f (-4 (2 +vB)e” er =

&
+
S

¢ un punto di minimo relativo per f, con f (_?’%[) 2-+5 e
Ancora, f’(z) = (2% + 5x + 4)e* > 0 <= 1z € (—o0,—4] U [— 1 +oo) Quindi, f ¢ convessa in
(—00,—4) e in (—1,400), ed & concava in (—4,—1), mentre x = —4 e x = —1 sono punti di flesso
per f.

Il grafico e riportato in figura 25.
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N

4 _3+V5 _1\J 3-V5

Figura 25: Grafico per 'esercizio 5 (6)

(7) Sia f(x) = (22 + z)e~ @D, Allora dom f = R, f & continua, né pari né dispari. Si ha

lim (224 z)e” @D =0

T—+00
lim (224 z)e” @) = 100
T——00
(332 +$)e—(:v+1)
m_ = lim = +00,
T——00 x

per cui f ha asintoto orizzontale y = 0, per x — +00, mentre non ha asintoto orizzontale né obliquo,
per r — —o0.
Inoltre, f'(z) = —(22 —z — 1)e D) >0 «—= =z ¢ [1_—2‘/5, %]

Figura 26: Grafico per 'esercizio 5 (7)

S

. . _ _3=V5 N
1=V5 ¢ un punto di minimo relativo, con f(1_2\/5) =2-V5e 2 ,ex= 5 & un

2
. . . _3+VB
punto di massimo relativo per f, con f(#) =(2++V5le T2 .

Ancora, f"(z) = (22 —3z)e~ @D > 0 = z € (—00,0]U[3,400). Quindi, f & convessa in (—oc,0)
e in (3,400), ed & concava in (0,3), mentre = 0 e x = 3 sono punti di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 26.

Allora, z =
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(8) Sia f(x)=¢e 1. Allora dom f = R \ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

A
lim ez+1 =¢
r—too

lim ez =0
z—=(—1)*

lim e*+ = +o00,
z—(—1)"
per cui f ha asintoto orizzontale y = e, per x — Foc.
Inoltre, f'(z) = (Q&sz eFil > 0, per ogni z € dom f. Quindi, f & crescente in (—oo,—1) e in
(=1, +00). Inoltre, lim,_,(_1y+ f'(x) =

| 0.15

0.1

____|________e
| — 0.05

1

4, _—
|72 08 -07 06 -05
Figura 27: Grafico per 'esercizio 5 (8)
Ancora, f//(x) = < (m+1)3 + (ﬂc—i-l) )e o+l = _(ii_}i)he”i“ >0 <= =z ¢ (—007—1) U (—1,—%).
Quindi, f & convessa in (—oo,—1) e in (—1,—%), ed & concava in (—3%,+00), mentre z = —1 & un

punto di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 27, dove € anche riportato il comportamento in un intorno destro di
z=—1.

(9) Sia f(x) =

+11. Allora dom f =R\ {—1}, f & continua, né pari né dispari. Si ha

_z
lim elz+1 =¢
r——+00

_z
lim el=+11 =
Tr—r—00

lim el=+1 =0
a—(—1)F

lim  eFHl =0,
z—(—1)"

per cui f ha asintoto orizzontale y = e, per x — 400, e asintoto orizzontale y = %, per x — —oo.
1 _
Inoltre, f'(x) = HEeEnetl) o T — { (G o<l
x4+
(IH)Qe a1 x> —1,
per cui f'(z) > 0, per ogni x € (—1,400). Quindi, f & decrescente in (—oo,—1) e crescente

n (—1 +oo) [per cui x = —1 sarebbe un punto di minimo relativo, se —1 € dom f]. Inoltre,
hmm—) f '(z) =
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1
y=—
o e
-
3 41
2 2
Figura 28: Grafico per 'esercizio 5 (9)
Ancora,
2 1 —a — 2243~y _
() = 4 ST T @Fr )e = Grpre oY r<-1
o 2 1 -2 _ 2z+1 —H _
_W + W e +1 = (:lfl—l)‘le +1 xr > 1,
per cui f/(z) >0 <= x € [-2,-1)U (-1, —1]. Quindi, f & convessa in [-3,—1) e in (—1,—3),
ed & concava in (—oo, —%) e in (—%, +00), mentre x = —% exr = —% sono punti di flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 28.

(10) Sia f(x) = arctg(l — 22?). Allora dom f = R, f & continua, e pari. Per z — oo, si ha
f(xz) = =5 4+ o(1), per cui f ha asintoto orizzontale y = —F, per x — Foc.
Inoltre si ha f/(z) = ﬁ Poiché f'(z) >0 <= x < 0, ne segue che f & crescente in (—c0,0),
e decrescente in (0, +00), per cui x = 0 ¢ un punto di massimo relativo, con f(0) = 7.

1+\/7 1+\/7

Figura 29: Grafico per 'esercizio 5 (10)

Ancora, f”($) _ _21+(x2—1)2—x~2(x22—1)-2:c - 9 1+x4—2m2+1—4m42+4gc2 _ 2(3:(:4—2902—2%
(1+(2-1)2) (1+(22-1)2) (1+(22-1)2)

222 —2>0 +— 22> 1+Tﬁ, siha f"(z) >0 < z € (—oo,—\/HTﬁ)U( 1JrT\ﬁ,—l—oo). Quindi,

f € convessa in (—oo0, —1/ 1+T‘ﬁ) e in ( 1JFT‘ﬁA—oo), ed & concava in (—\/HT‘ﬁ, \/ 1+T‘ﬁ), mentre

T =14/ 1+T‘ﬁ sono punti di flesso per f.

Il grafico e riportato in figura 29.

ed essendo 3z* —
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(11) Sia f(x) = arctg(l — 2?) + arctg(u%ﬂ—'). Allora dom f = R\ {£1}, f & continua, e pari. Si ha

r—+oo 2

1
lim arctg(l — x?) + arctg<m> S
—x

1
lim arctg(l — a:2) + arctg(ﬁ> _r
—x

r—1% 2 )
per cui f puo essere prolungata per continuita anche in x = 41, e ha asintoto orizzontale y = —%,
per x — +oo.
Poiché
€Tr) =

arctg(1 — %) + arctg( z<—lox>l,
si ha

0 “l<z<l1,

f'(x) = i P »
1+(1_:;2)2 + 1_’_@ - 1_,’_(1_2,2)2 T < _]. oxr > 1

Poiché f'(z) > 0 <= x < —1, ne segue che f & crescente in (—oo,—1), & costante in (—1,1),
e decrescente in (1,+00), per cui ogni x € [~1,1] ¢ un punto di massimo relativo, con f(z) = 7.
Osserviamo che f’ (1) = lim, ;- f'(z) = 0, mentre f (1) = lim, ,;+ f'(z) = —4, per cui z = %1
sono punti angolosi.

1447 147
N 2 /1 1\ 2

Figura 30: Grafico per 'esercizio 5 (11)

—4 1+(m2_1)2_mv2(m22_1)v2x _ _41+x4—2x2+1—4x42+4:c2 _ 4(3m4_2m2_2g t< - lox>l,
f”(x) = (1+(:v2_1)2) (1+(m2_1)2) (1+(m2_1)2)

0 -1l <x<l,

ed essendo 3z? — 222 -2 >0 — 22> 1+T\ﬁ, si ha f’(z) > 0 <= =z € (—o0,—y 1+2\ﬁ) U

( 1+T‘ﬁ,+oo). Quindi, f ¢ convessa in (—oo,—\/HT‘ﬁ) e in ( 1JFT\ﬁ,—i-oo), ed & concava in
(— 1+Tﬁv —1) e in (1, 1+2ﬁ), mentre r = + 1+Tﬁ sono punti di flesso per f.
Il grafico e riportato in figura 30.

25



