Analisi Matematica I
Limiti di successioni (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Infatti, per ogni € > 0 si ha ‘2’”3—2‘ <e <= n+r1 <e <= n> %—1, e quindi basta

prendere n. := [g] —1.

(2) Infatti, per ogni ¢ > 0si ha [2£3 — 1| < e = 2 <c = e?-3n+ec-1>

N . _ 42 . . _ 42 N
0, ed ¢ sufficiente prendere n > 38— "o quindi basta prendere n, := [ ] Py

. c 14 Bn—1 _3n _ 3 3 . 3 S L [3
semplicemente, poiché 75— < o3 = =, ¢ sufficiente prendere n > £, e quindi n. := [ET

2n43 _ 2

: : : 2 3 n n 3 A

(3) Infatti, per ogni € > 0 si ha ‘*/2211 — 1‘ <e = H— S < = 722":31“ < e. Poiché
2n+1 2n+1

2
It o 2 o %, e sufficiente prendere n > %, e quindi n, := [ﬂ

2n+3 2n+1
Vit

(4) Infatti, per ogni € > 0 si ha } \F+1 — 4‘ <e = \/777“ <e <= n> (g — 1)2, e quindi basta
prendere n, := [(E — 1) }, ma basterebbe anche n, := [3—2].

. . . 1 -1z 1 2
(5) Infatti, per ogni € > 0 si ha }\/n+ 1-— \/ﬁ} <& &= oo <& Poiché¢ —7—-—= < 7, ¢
sufficiente prendere n > ;%, e quindi n. := [;%}

(6) Infatti, per ogni M > 0siha vVn2+n+1> M <= n?>+n— (M?>—1) >0, ed ¢ sufficiente
prendere n > —1HVIMZ=3 VéML?’, e quindi ny = [7“11‘422*3*1] Piu semplicemente, poiché vn? +n+1 >

vn? = n, ¢ sufficiente prendere n > M, e quindi ny; := [M ]

(7) Infatti, perogn1M>051ha"+1>M = %>O < n*—Mn—(M-1) >0,

A/ . A/ 2 _ N .
ed ¢ sufficiente prendere n > M+ M2+4M , e quindi ny; = [W] Pit semplicemente,

poiché ’;2:11 > % = 3, ¢ sufficiente prendere n > 2M, e quindi ny; := [QM }

(8) Infatti, per ogni M > 0 si ha log2% < —-M <= logyn >M <= n >2M e quindi basta
prendere n,y : [QM }

(9) Infatti, per ogni M > 0 si ha /n—n < —-M <= n—/n— M > 0, e quindi & sufficiente

prendere n > (HileHM)z, e quindi nyy = [(W)z]

g

Svolgimento esercizio 2
n®+2n® —/n nd(1+4o0(1))
n2+3n—1  n2(1+o0(1))
n*+2n?—yn 1 2 n3(1+0(1)) 1
2) Sih —— =)= ——=—(1 1)) =1 1 1.
() Si ha nZ+3n—1 (TL n2) n2(1+0(1)) n( +O( )) +O()_>
24+3n*? +Vn+3+1 1+o(1 1
n® +3n%% 4 \/n + 3 + n*(1+o(1)) Lt o(1)) o0,
bnd + v/n+ 7 5n3( (1)) 5n

1

=n(l+o(1)) - +oc.

(3) Si ha



oon? 43024 vn+3+1  nP(1+o0(1) 1 1
(4) Si ha ST U7 5n2( o) 5(1 +o(1)) — v
’I’L2 n3/2 /’I’L 0 n5/6
(5) Si ha +511/3 j\/;+ ! 6n1/(31(1+Jr (01()))) =75 (14 0(1)) = +oo.
(6) Siha (% 2) ("3 +2n+1) = f+1 (n?4+2n+1) = %#“(Ho(l)):
ﬁu +o(1)) = 0.
(7) Si ha (w 2)(n*? + n? +7r):\/2ﬁ+1(3/2+7n+ ) = %7#(14—

o{1)) = TVl + o(1) = +oc,
(8) Si ha \/2”2;3:1f o) = Y0 n2 0+ 2) % (1 + o(1)) =
7v/n(1+ o(1)) — +oo.

(9) sina (22 )m—fﬂx/ﬁ \/_(1+0())\/%(1+0(1)):g(1+

n? 1 2(1+ o(1))
o(1)) — 0.

, B 1 B 1
(10) Sihavn+1—+/n= N YA W (R Yy — 0.
(11) Sithavn+1—n=—-n(l+o0(1)) - —oc0.

, — . _ 1 _ 1
(12) Si ha vn? +1 AT en 20+ o() — 0.

(13) Siha vn2+n+1—+vn=n(1+0(1)) = +oo.

(14) Sihavn?4+n+1—-n= \/#:Jrll+n = 22(51100(51)))) = %(1+0(1)) - %
(15) Siha 2+ Vg T—ne YL yr(i4oll) ! 0.

ViZtntl+n  2n(1+0(1)  2y/n(l+o(1))

: 2 2 vn+1 2_(¥ndlto 2 L
(16) Sllha(\/? Vn+1-n)" = (\/Wnilhw) = (%) - (2\/5(110(1)0 B
4n(1+0(1))

(17) Siba (y/n? + Varr T-n)* v T = (-l Y vt = (LD o

— 0.

X \/_\/n zl—i-n—(l—l)l)jLn 1 2n(1+o0(1))
2 n(l+o
o(1)) = (2\/5(1 + 0(1))) V(i +o(1)) = in(lto1))  d/n(lto1) 0
(18) Sitha Vn2+n3+1—n= w1 _ (o)) =n*?(1+ o(1)) = +o0.

rnlen w1+ o(l)



(19) Siha vVn?+nl/3+1—n= 41 1/3<1+0(1;; ! (1+o0(1)) = 0.

n2+nt3+1+n n3/2(1+o( n7/6
: 2+1 n?(14o(1)) nt/?
(20) Sithavn?2+n*+1—n W+n3/2 2021+ o(1)) 5 (1+o0(1)) = 400
1 1 1 1
(21) Siha Vid tnt1—n¥? = n __nto) L g a0

VSt 1402 2032(1+0(1)) 2012

3n*? +n+3+1
(22) Usando il risultato dell’esercizio (21), si ha i +5 711/3 :\S/% + (Vnd+n+1—n??) =
n n
n*(1+ o(1)) 1 n/6
= 1 1)) — .
6173 (1 + o(1)) 3n2(1 1 o)) ~ 12 (LT o) =0

n? +3n%? +vn+3+1
23) Usando il risultato dell’esercizio (21), si ha +Vnd+n+1-—n?? =
(23) (21) 5n1/3 4+ /n+ 7
n?(1+o(1)) 1 n®/3

610 o)) T 3 r o)) ~ 6 (L Hel) = dee

2 3 3/2 / 3 1\ 2
(24) Usando il risultato dell’esercizio (21), si ha (n +5 n1/3 je/% + ) V3t n+1-n*? =
n n
( n%(1+ o(1)) 1 n

6n1/3(1+0(1))> A1+ o(1)) ~ 36 (o) = tee

10/3

5 2n? o2n? 2
 ha 03 2 _ g — - ol
(25) Stha Vin? 4 2n% —n (n® +2n2)23 + n(n® + 2n2)13 +n2  3n2(1+ o(1)) )
4 4
N e e N -n*+1 _—n (I+o(1) 1
(26) Siha Vn® —ni+1-n (N6 —n*+1)28 +n2ns —n*+ )3 +nt  3n*(1+o0(1)) - 3
U
Svolgimento esercizio 3
(1) Si ha n+vn+3-n5V"+3  /n(l+o(1)+3+0(1) n(l+ ())
(n® + 3arctg(n!) +7)2/7 (n(1 +0(1)))2/7 - nl7(1 +0(1))
) Siha Vit V200 +145-2n+2  (V20)"(1+0(1)) +5v/n-2"(1+0(1)) _ (V20)"(1+o(1)) N
3+ 8.5t 4] 37(1+o(1))  3(1+o(1))
0, perché \/4_ 2n = vn — 0.
( 20) (</§)n
, n! (n—1)n n n 1
3) Si ha = = — = —(1+
( n+1)l=m-1)! m—-—1hnr+1)—nm-1) n2+n—-1 n31l+4+0(1) n

o(1)) — 0.

(4) Siha n" 3 (n+3) +n""2(n+2)! _ (n+3)!+(n+2)! _ (n+3)(n+2)(n+1)+(n+2)(n+1) _

n! . nn nln3 nln? n3 n?
2(140(1)) — 2.




n!(2n+3cosn) — (n+1)!  nl@2n+3cosn—(n+1))  nl-n(l+0o(1))

n!(2n — logyn) + 2less) — pl.2n(1 +o(1)) + (nhles2 — nl. 2n(1 + o(1))

(6) Si ha 2n! + (2n)! _ (2n)!(1 +o(1)) _2n2n—1 n+l
n" + 3n! n"(14o(1)) n o n n

(Vn+1++/n)n! + 3nst + 571 2yn-nl(1+o0(1))  2ny/n(l+o(1))

(5) Si ha —

1
5

n!(1+4+o0(1)) > n! — 4o0.

| B 1
(7) Siha = 1)1 (4 1155 1 sim(? + )" T = DA (1 o(1)  SwP(I+o(l)) 4
®) Siha VAFI= V3 4 (st gmpndteld) 1 gy

(n — 1)1 /4n + 2n2 + n3/2sin(n5 + 3) (n—1D!-nv2(1+0(1)) 2v2n

n"+3"  n"(1+o(1))
9onlogy n o nn

n ! 2nlog2n 1 1
(10) Sihan2:2n _ énjO( )

nl(n”+5n* +1)2"  nl-n"(1+0(1))  nl-n"(1+0(1)) 0
62 o Gn2—nlogg 2 o 6n2(1 + 0(1)) )
, prlogsn _ 5n n™(1+ o(1)) 1
(]_2) Si ha nlogs n + nntlogsn - nntlogs n(]_ + 0(1)) - 5(logs n)Q(
n! - 3(+DE L 50t 50N (] 4 (1)) n! - 3FL! 1 (n+1)

- _) h/ g
((n+ 1)!)2 ((n—|— 1)!)2 +00, perche 5(n+1)! n4+1 (g)(nﬂ)!

n! - 7n! _ 5(n+1)! 5(n+1)!(1 + 0<1)) . » 5(n+1)!
= — —00, perché
((n+1)1)" + 327 +1 327*(1 +o(1)) nt- 7"
| 2 2n 2

D) |y Lo 60 < ((n+ 1)) o ni(1+0(1))

! - 39on? 39on? 39n?—2nlogg; n

n! - 7n(n+1) +4(n+1)! _ 4(n+1)!(1 + 0(1))
CESE CESE

(n|)n X 7n(n+1) + 4(n+1)! 4(n+1)!(1 + 0(1))
((n — 1)!)n T gnlog,(n1)!

(n!- 77+l — 40D g opn B —40+DNT + o(1))
n(n—1)! o 4(n—1)!log,yn

(18) Si ha (n—=3)!n"—(n+1)n"4 (a) (n—3)n*—(n+1n(n—1)(n—-2)(n—3) _

2(n —4)! (n™ — n!log, n) 2n4(1 + o(1))
_ 2n*(1+0(1))
— 2n4(1 + o(1))

— 1.

(9) Si ha

— 0.

(11) Si ha

1+ 0(1)) — 0.

— 0.

(13) Si ha

(14) Siha

<(n+1) — 0.

(15) Si ha

— +00.

(16) Si ha — +o0.

(17) Si ha

— —OQ.

— 1, dove in (a) si & diviso numeratore e denominatore per (n — 4)! n"4,

Svolgimento esercizio 4
(1) Sihaa, =log,n+ ¥n= ¥n(l+o0(1)), e lordine di infinito di {a, }nen ¢ 15.

4

— 5(n+1)!—log5 (n)—n!log; 5 _



(2) Si ha a, =n' + <g) = <g) (14 0(1)), e l'ordine di infinito di {a, }nen non esiste.

(3) Si ha a, = n"?(1 +n**) = n¥*(1 + o(1)), e I'ordine di infinito di {a, }nen & 3.

1
(4) Sihaa, = \/n—+——\/ﬁ =vn+1++v/n=2yn(l+0(1)), e Pordine di infinito di {a, }ren @ 3.
|
(5) Sihaa, = ﬁ —3=n—-3=n(1+o0(1)), e lordine di infinito di {a, }nex & 1.
n—1)!
D'—(n—1)! 1)—1
(6) Si ha a, = (n+1) ' (n—1) = n(n+1) =n(1+o(1)), e l'ordine di infinito di {a, }nen €
n! n
1.
' 52nlog5n _ 3nlog3(n2) + nt n2n _ (n2)n + 7’L4 ) 7 ' - . '
(7) Sihaa, = T e T T (™ — 2 & 112 = n”. L’ordine di infinito di {a, }nen
e 2.
(8) Sihaa, = n+vVn+3—nP4 V45 _ vn(l+o(l))+5+0(1) _ Vn(1+o0(1)) 1614
(n® — 4arctg(n) + 12)1/16 (n®(1+ 0(1)))1/16 n3/18(1 4 o(1))
0(1)), e I'ordine di infinito di {ay }nen ¢ 5.
(9) Si ha a, 2n! (n™ — n!log, n) @ 2n'n(n—1)(n—2)(14+0(1))  2n"(140(1))

(n—=3)!n" — (n+1)Inn— n* —(n+ n(n—1)(n — 2) 2n3(1 + o(1))
n*(1 + o(1)), dove in (a) si & diviso numeratore e denominatore per (n — 3)!n"~*. L’ordine di
infinito di {a, }nen € 4.

(10) Sila. — ((n 4 1)])2 5nlog5n _ (n|)2 3(n71) logg n _ ((n 4 1)|)2nn _ (n!)2nn71 @

n ((TL _ 1)[)2 4(n—2)logymn _ ((TL _ 2)[)2 G(n+1)logg n ((TL _ 1)!)2,”1172 _ ((TL _ 2)!)2nn+1
(n+1)*n%*n—1)2n*>—n*(n—1’n  n®(1+o(1))
(n—1)2+n3 ~ n3(1 +o(1))
tore e denominatore per ((n — 2)!)2n""2. L’ordine di infinito di {a, }nen € 5.

=n’(1+0(1)), dove in (a) si & diviso numera-

1 2\" 1
(11) Si ha a, = N (5) = %(1 + 0(1)), e l'ordine di infinitesimo di {a, }nen € 3.

n+n™? a1+ 0(1)) 1

(12) Sihaa, = SR S LT o(]) = —7 (14 0(1)), e l'ordine di infinitesimo di {a, }nen
e s
2n? 2 2
(13) Sihaa, =2 — 712171 = Z —= 5(1 + 0(1)), e Pordine di infinitesimo di {a, }pen € 1.
! 1
(14) Sihaa, = n n = —(1+40(1)), e 'ordine di infinitesimo di {a,, }nen

(n+1)—(n—-1)! n24n—-1 n

‘ (n® 4+ 1)(7" + 3™) n?m(1+o0(1)) 1 e
(15) Sihaa, = (T 1 97 ) (P T logyn)  WT(1+ 0(1)) ﬁ(1+0(1))' L’ordine di infinitesimo



n2 )l — (n — DIn?*7 (g n®n —n’ ~ n’(1+0(1))

(n+ )20+ (2 (n+2)!  (n+Lnn’+ (n+2)(n+n  nll(1+o(1))

— (1 + 0o(1)), dove in (a) si & diviso numeratore e denominatore per (n — 1)!n*". L’ordine di

(16) Si ha a,, =

infinitesimo di {a, }nen € 2.
O

Svolgimento esercizio 5

(1) Siha (1+ %)n =/ (1+ %)M /e, sfruttando la continuita di z — /7.

(2) Siha (1+ ﬁ)n - ( j:"l;) 12"“ — /e, sfruttando la continuitd di = — +/Z.

(3) Siha (1+ %)Qn = ((1+ %)")2 el

(4) Si ha (ij;" _ nn(g:?(i)) = ("5 (o) = (14 ) W+ o)) e

(5) Si ha Zﬂ?: _ nnﬁi?g» = (1+2) 1+ o) —e

© sita ot B () o) = (14 50) o) VR

usando il risultato dell’esercizio (1).

(7) Si ha <<2272 ++1)2n = (2n()2751++1<))£1)) — %, usando il risultato dell’esercizio (6).
e
@t (@2e+ D" 1204 1yn ! 1yn
(8) St ha S = (i1 o(1)) 2 ( n ) (1+0(1) =3 (2 * n) (1+0(1)) = +oo,

perché (2 + %) > 2" — 4o00.

n+1
n

(9) Siha (n+1)" —n! = n"( )n —nl=en"(1+0(1)) —nl =en"(1+o0(1)) - +oc.

(10) Siha (n+1)"—pnt! = nn“{ (”T“)"H—1} = 0" (e+o(1)—1) = (e— )n™ (1 +0(1)) —
“+00.
(11) Si ha (n+ 1) —nm @ (e~ D1 +0(1)) _ (e—1)(1+0(1)) — e(e —1), dove

(n —1)ntt —pn! (1 — 41— Ly —nl e (14 0(1)) + o(1)
in (a) si € usato lo sviluppo asintotico dell’esercizio (10).
2

(12) Siha (n+ D)™ —n? = (n + 1)"’{1 - (Mm) } = (n+ 1)"™(1 + o(1)) — 400, poiché



(n+1)"+n!  (n+1)"(1+0(1))

) n+ 1\n
(13) Si ha el (Lt o) = ( - ) (1+o0(1)) — e
, Cn+1)"+nl+1  2n+1)"(1+o(1))  //2n+42\m\ 1 B

1 \m ! 1
= ((1 + ) ) (14+0(1)) — NG usando il risultato dell’esercizio (2).
e

2n+1
@t @t ety L+ ()" 1+ (03 ))“ L+ 7
(15) Siha n n = (2n+2)" = n+ =
2n+2)"—(2n+1) (2n+1)n+1 (322 41 (14 505)" + \/_+1
1
%, usando i risultati degli esercizi (1) e (2).
n" 34 (n—-3)" niE4(1-3) 1
16) Sih = n S—
(16) Si ha 6n™ + Tnn/? 6+ o(1) T
3 n __ ,,3n ) — 3n 1 1
(17) Si ha (Bn)" = n @ —n (L+o(1) = ( ) (1+0(1)) = —e™3, dove in (a) si
(mn—=1p3%"+(n+3)! (n—1)3"+0(1) —1
3™ 3" 3 3 1 —1)!
sono usati i risultati no_ 2 — 0, e (n+3)! = (n+3)(n+2)(n+ )n (n ) — 0.
n3n n2n ( _ 1)311 ( ) (n _ 1)n
18) Siha (V1+emn—1)(e"—3"+n?) = - " —3"+n?) = _C e 1+0(1)) =

Ya oy =t

2 2
(@t Dmtlogn) (o +ol) _ n N
(19) St ha £ @ logn®) — {1+ o(1))6logn(1 + o(1)] _ logn '\ o) = o
(20) §i ha oD (A +o()) VRESEVR 00y o m o(1)) =

(n+1)(vVn+3—+yn)  n(l+o(1)) 3

2n3/2(1 + 0(1)) — +oo.
(21) Siha ¥2n = V2 ¢/n — 1.
(22) Siha Vn? = (¢/n)° - 1.

(23) Intanto *"/—n = —*®/n. Poi 1 < > /n < *3/2n+1 — 1. Per il teorema dei due
carabinieri, si ha *%/n — 1, e quindi >**/—n — —1.
(24) Intanto v/n?+ 3 = n2 1+ 3 v 1 + . Poi, definitivamente siha 1l < {/1+ 3 <

3

/2 — 1. Per il teorema dei due carabinieri, si ha {/1 + — — 1, equindi ¥V/n? + 3 = ({l/ﬁ)2 /14 % —
n

1.

(25) Intanto /2" 4+ n? = (/271(1 + ;—j) =2{/1+ ;—j Poi, definitivamente si ha 1 < {/1+ g—j <

/2 — 1. Per il teorema dei due carabinieri, si ha {/1 + 2— — 1, equindi V2" +n? =2{/1 + § n
2.



(26) Intanto \/n + /n—+/n = \/n+\/_+\/_ = Qﬁ(\l/fo(l)) . Inoltre, v/2n+1 + n2 = \/2n+1 1+ 50

2241 + 2n+1 Poi, definitivamente si ha 1 < {/1+ 2n+1 < /2 — 1. Per il teorema dei due

carabinieri, si ha {/1+ 2n+1 — 1, e quindi (\/n +/n— \/_) V2l 4 p2 — 1.

(n? + 5n + 7)el/m _ n*(1+o0(1)) vVn+3++/n
(n+1)(vVn+3—+/n) n(1+o(1)) 3

2n%2(1 4 0(1)) = +oo.

(28) Si ha n?(2n + v/n)Y"™ — cos(n?) = n? \/—( \/_)Un

n?(14 o(1)) — 400, poiché 1 < (1 + f)l/" < 2t/m 1,

(27) Si ha = n(1 + o(1)) - 2v/n(1 + o(1)) =

—cos(n®) = n*(1 4 o(1)) — cos(n?) =

(29) Siha (4n" — (n+ 1)")"/" = {4 - (” Z 1) }1/" — (4 — e+ o(1)Y" = n(1 + o(1)) — +o0,
poiché 1 < (4 — e+ o(1))V/" < 4Y/™ - 1.

(30) Siha ((n+ 1)"" — prtt)V/" ("* 1)"“ 1}1/" = n(1 +o(1))(e + o(1) = /" =
n(1+o0(1)) = +oo, poiché 1 < (e — 1+ o(1))/™ < el/™ — 1.

n

Svolgimento esercizio 6

() siha 1 = IR AD) s s 4 of1)) = B 4 0(1)) - 40

nn/2 nn/2

(2) Siha Vnl = \/n”e "V2mn(l+0(1)) = (\"/27?71)1/2(1 +0(1)) = 400, in quanto V2mn — 1, e
e
\/g < {1 ) < /2, definitivamente, per cui {/1+ o(1) — 1.

(3) Siha {zm = % (/n”e*"\/Z—(l +0(1)) = = (¥ 27rn)1/2(1 +o(1)) = -
) ¥nlo1 /., B 21 In,, 1/4
(4) Siha == = = (\/n"e "2l + o(1)) ) - ﬁ\/;(\/%) (1+o(1)) — 0.

o1 f@2e)t 1 [(2n)ey2m - 2n(1+0(1)) 1 4n ., ,
(5) Siha = \/ e /amn(L + o(1) - W(I‘F (1)) —

©) ¢ <2n) e (2n)! [ (2n)2re=2/27 - 2n(1 + o(1)) 4

nlonl n?re=2m2mn(1 + o(1)) - (/mn)l/2 (L+o(1)) = 4.

ran\ ] e [(dn)menr dn(140(1)) 16 )
g \/( ) N \/(271 o (2n)! \/ (2n)4ne—4n2r - 2n(1 + o(1)) (m)l/g(“r (1)) — 16.

)_



