NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Matematica, A.A. 2014/2015
Analisi Reale e Complessa, Esame del 23.02.2015

1) Siano @ < b numeri reali ed f : [a, b] — R una funzione di Lipschitz
con costante di Lipschitz L > 0. Supponiamo che f e derivabile a
destra quasi ovunque, cioeé che esiste un insieme F C [a, b] di misura
esterna di Lebesgue nulla, contenente per convenienza a e b, tale che
per ogni = € [a,b] \ E C (a, b) esiste la derivata destra

Jlw) = ogsrgo e 62 1)
Definiamo ¢ : [a, b] — R tramite I'uguaglianza

oz) = { fd(z) se x€la,b]\ E,

eR.

0 se v €,
e le funzioni gy, : [a, b] — R, k > 1, tramite

%(f(m—i—b_Ta)—f(x)) per x € [a,b— b;a],
0 perxe(b—b_a,b}.

gr(z) =

Si verifichi :
a) gr(r) — g(x) quasi ovunque.

f) Le funzioni gy, k > 1, sono misurabili e limitate in modulo da L.

b
v) g € sommabile e / | gk(z) — g(x)|dz — 0 per k — oo.

b
9) Vale la formula /g(w)dx = f(b) — f(a).

a
b

Suggerimento: Si calcoli esplicitamente / gr(7)dx e si vada al limite

a

per k — oo.



2) Sia F': (0,+00) — R la funzione definita da

+oo

F(s) = / L ()

(i) Sidimostri che F' ¢ ben definita dalla formula (*) e che lim F(s) =0.

s——+00

(i) Si verifichi che F' & derivabile e si esprima F’(s) mediante un integrale
dipendente dal parametro s.

(iii) Si calcolino esplicitamente F”(s) ed F(s) per ogni s € (0, +00).

3) a) Sia U C C un aperto contenente la chiusura Dq 1) del disco unitario
aperto D(gy. Siano poi f : U — Ce g: U — C funzioni
olomorfe e sia 2 := C\ f(0D,1)) -

Mostrare che la funzione ® : 2 — C definita da

. 9(2) 4,
O (w) = / —f(z) — d

d+Dio.1)
¢ una funzione olomorfa.
b) Assumendo che f : U — C sia una funzione olomorfa iniettiva e
che si abbia g(z) = zf(2) per ogni z in U, si calcoli ®(w) per ogni
w € Q) (cioe si trovi per ®(w) un’espressione dipendente da f non
tramite integrale).



4) A) Sia I C C un insieme finito. Sia h : C\ I — C una funzione
olomorfa. Sia r € R un reale positivo tale che r > |z| per ogni
z € I. Si mostri che

1 1
/ h(z) dz = 2miRes <—2 h<—),0> .
z z
9% D(o,r)
B) Posto
(z+ D4z +2)3

e P T Py T pop

si calcoli

Res(k(2),1) + Res(k(z),2) + Res(k(2),3) .



Soluzioni:

1) :  «) Mostriamo che g(x) — g(x) per ogni z € [a, b] \ E.
Poiché x si trova in (a, b), esiste un intero k, > 1 tale che
b—a
ko

T <b-—

Allora

o) = o (1o + ) sk

D’altro canto, poiché x ¢ E | abbiamo anche g(z) = f/(z). Percio

b—a
o(2) = fi(x) = Tim fla+d) = fla) _ f<w+ . >—f(x)

0<6—0 k—o0 b—a
k
= lim

k b—
ko<k—oo b — @ <f<x t k a) - f(x)) = konggoog’f(x)'

B) Sia l'intero k > 1 arbitrario.

La funzione
b—a k b—a
hi : {a,b—T} 9mr—>m(f<x—l—7> —f(x))

b—a
e continua, quindi misurabile. Poiché g, e uguale a hy in {a , b— k‘ }

h—
e si annulla in <b _2-¢ , b] , per ogni insieme di Borel B C R

k

h; ' (B) se 0¢ B,

b —
h,;l(B)U(b—Ta,b] se 0€ B,

€ un insieme misurabile. Cosicché la funzione g; ¢ misurabile.

D’altro canto, siccome f & una funzione di Lipschitz con costante di

h—
Lipschitz L, abbiamo per ogni x € [a, b— ? ¢ }
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o) = oo+ 222) - o
= bfaL (v + b;a)_‘”
=1L.

b—a

Per z € (b - , b} vale ovviamente ’gk(m)’ =0<L.

k

7v) g ¢ misurabile quale limite quasi ovunque di una successione di
funzioni misurabili :

Sia I C R un intervallo e Ay : I — R, k > 1, una successione di
funzioni misurabili che converge quasi ovunque a h: I — R. In
altre parole, esiste un insieme N C I di misura esterna di Lebesgue
nulla tale che hy(x) — h(x) per ogni z € I\ N.

N essendo misurabile quale un insieme di misura esterna nulla, la
sua funzione caratteristica x, € una funzione misurabile. Poiché
h xpn €1l limite puntuale della successione hy xpy, £ > 1, di
funzioni misurabili, lei stessa ¢ pure misurabile. Abbiamo quindi
per ogni insieme di Borel B C R

hY(B) = (h’l(B) NI\ N)) U (;fl(B) N N)
= ((hexo) BN U\ N) ) U (F(B) N N)

dove l'insieme (hy XI\N)_l(B) N (I \ N) ¢ misurabile e 'insieme
h~Y(B)NN C N & di misura esterna nulla, quindi pure misurabile.

Di conseguenza h~'(B) ¢ misurabile per ogni insieme di Borel
B CR.

Poiché g ¢ limite puntuale di (gk)
abbiamo anche

p>p [a, D]\ F e siannulla in F,

lg(z)| <L,  x€la,b].

Siccome la funzione costante L ¢ sommabile sull’intervallo limitato
[a, b], le funzioni g, kK > 1, e g sono sommabili.
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Osserviamo ora che ¢ soddisfatta la seguente condizione di dominanza
per la successione (}gk — g|)k>1 :

|ge(2) — g()| < |gr(z)| +|9(x)] <2L, =z €la,b],k>1,
dove la funzione costante 2 L & sommabile su [a, b]. Ma la successione

(‘ i — g‘) 4> © quasi ovunque convergente a zero, percio il teorema della
convergenza dominata di Lebesgue implica la convergenza

klgrolo/ | gr(x) = g(x)[dz = 0.

) La convergenza verificata in «y) implica
b b

lim [ gi(x)dz = /g(a:)dx ;

k—o00
a a

per la verifica basta osservare che

0< ’/b(gk;(x) — g(x))dz| < /b !gk;(@ —g(x)]dx, kE>1.

Gli integrali / gr(x)dz si calcolano facilmente :

k([ o)
:bfa /bf(m :c—— /f

Cosicché



b

/ g(z)dz = lim

k—oo b — a
a b_b—a

k—oo b—a

b a+ige
/f(x)dx— lim k /f(x)dm

b
e la formula / g(z)dx = f(b)— f(a) risulta se dimostriamo che valgono

1 a+o
Jim 5 [ @) = f) (1)
(] . 1 b
Og%g[;f@szﬂm. (2)

Per dimostrare (1) sia € > 0 arbitrario. La continuita di f in a implica
Iesistenza di un 0 < d, < b — a tale che

‘f(x)—f(aﬂé&, a<zxr<a+i,.

Risulta per ogni 0 < § < 9,

'%lﬁ?qu—ﬂ@

<
< %5((@—}—5)—&)
=c.

Similmente si verifica (2), usando stavolta la continuita di f in b.

Osservazione.

In particolare, se una funzione di Lipschitz ha quasi ovunque derivata
destra nulla, allora e costante.

D’altro canto esistono funzioni continue suriettive [0, 1] — [0, 1] che
hanno derivata nulla quasi ovunque, per esempio la funzione di Cantor
( http://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_di_Cantor ).



Percio solo in classi particolari di funzioni continue, come appunto le
funzioni di Lipschitz, ’esistenza di una derivata nulla quasi ovunque
puo implicare che la funzione in questione e costante.

Una funzione (reale o complessa) f definita su un intervallo I C R si
chiama assolutamente continua se per ogni € > 0 esiste un 6 > 0 tale
che se (a;, b;),1 < j <k, sono sottointervalli a due a due disgiunti di
I con

(bj —a;) <6

1

k
‘7:
allora

k

S 1) = flay)| <<

=1

Chiaramente, se f e di Lipschitz con costante di Lipschitz L > 0 allora
f € assolutamente continua :

SO0 = fla)| <L Y= a).

Viceversa pero non ogni funzione assolutamente continua e di Lipschitz,
come mostra l'esempio [0, 1] > 2 — /2 (la verifica & un esercizio).

Per un teorema di Lebesgue, qualsiasi funzione assolutamente continua
f:la,b] — R & derivabile quasi ovunque e se g : [a, b] — R ¢ la
funzione uguale alla derivata di f nei punti dove la derivata esiste ed a
0 negli altri punti, allora g € sommabile e vale

La dimostrazione ¢ molto piu complicata della soluzione del compito
precedente e si trova, per esempio, nel libro

Béla Sz.-Nagy:
Introduction to real functions and orthogonal expansions,
Oxford University Press, New York 1965,

nel Capitolo V, Sezione 2.3.



In particolare, se una funzione assolutamente continua ha derivata nulla
quasi ovunque, allora si annulla identicamente. Ovviamente la funzione
di Cantor non e assolutamente continua.

(i) E ben noto che

sinx
z>0.

T

Percio, per ogni s > 0, la funzione continua (quindi misurabile)
3

.. sinx
(0,400) 3 x> e ™
x
ammette la maggiorazione
.3
., sin°x _
e e %, x>0
x
sin® x
e <e ', z >0 (3)
x

con la funzione sommabile e=**. Risulta che anche essa ¢ sommabile e

di conseguenza la funzione F' ¢ ben definita.

La maggiorazione (3) di cui sopra serve anche al calcolo del limite di
F all’infinito :

+0o0 . 3
. Sincx
}F(s)‘:’/e - dz
0

implica lim F(s) =0.

S——+00

“+oo

]

0

;3
_gp SIN° T

(&

T

+o0 1
dz < / e dr = —
s

0

(ii) Sia € > 0 arbitrario. Siccome le funzioni

i3
sy ST

(e,400) D s+ e , x€(0,+00)
x

sono derivabili e le derivate parziali

0 sin® z
e " = —eTgindx

ds x

ammettono la maggiorazione

0 sin®
s \* x

< 6—5.’2

, € (0,400),s € (g,4+00)




dove la funzione
[0,+00) D +— e "

e sommabile, per il teorema sulla dipendenza derivabile da parametri
reali la funzione F' ¢ derivabile in (€ ,400) e vale la formula

“+o00

+o0o
-3
F’(S):/%<esx S x)dx:—/e”sin?’xdx, s € (e,400).
0

Xz
0

Ma € > 0 e arbitrario, percio concludiamo che F' ¢ derivabile su tutto
(0,400) ed abbiamo

+oo
F’(s)z—/e‘smsin3xdx, s€(0,400). (4)
0

(iii) Usando la formula (4) possiamo calcolare F”(s) esplicitamente per
ogni s € (0,400).

A questo fine ci serve la primitiva di e™5* sin® z .

Tramite integrazione per parti otteniamo

6-53)
/e_” sin® xdz = /sin3 zd
—s

e 5 gin® x 3

= - — 4+ = /e“‘m(si1r12 z)(cos z)dw

S S

—SsT

_ . 3
ST 3

= - ﬂ—l——/(sin%:)(cosx)de
s

S

e~*sin*r  3e *(sin®z)(cos x)

2

S

_ - _
+ % /e” (?(sin x)(cos® x) — sin’ z )dx

~

=2sinz—3sin® z
e *sin*r  3e % (sin®z)(cos x)

S 52
—ST _: 9 —sx :. 3
+ — e sinzdr — — [ e *sin’ xdx
52 52
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e risulta

2 2

+ 0 “sinxd
e inzdzr.
s249

Per completare il calcolo calcoliamo anche la primitiva di e~

/esm sin® zdr = — > e *sin’x  3e % (sin® z)(cos )

STeinx .

Integrando due volte per parti otteniamo

Cer - ) e %" e Fsinx 1 B
/e ST sin xdx = /smxd =+ — [ e T cosxdx

—5 S s
e *Tsinx 1 e "
= — —+ — [cosxd
s S —S
e *Tsinx e % cosx 1 o
= — — 5 — — [ e sinxdz,
S s S
quindi
P e *T(ssinx + cosx
e sinzdr = — ( 5 ) . (6)
s +1

Da (5) e (6) concludiamo

— - .3 — ST (32
o se **gin’ x e sin“ xz)(cos x
e sin® xdr = — 5 — ( 5 I )
s24+9 s°+9

6e % (ssinz + cosx)

(s249)(s2+ 1)

(7)

Usiamo ora (4) e (7) per il calcolo di F'(s) :

3 r=-+00 =400

se*Tsin’ x
5249

N 3e~*(sin? z')(cos x)
_— 5249 0

xr=-400

F'(s) =

6e **(ssinx + cos x)
(s2+9)(s2+1)
6
GEDICESN

=0

Per (8) la funzione F' ¢ una primitiva di
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6
(249 (s2+ 1)

Poiché lo sviluppo di questa funzione razionale in fratti semplici e

6 301 1
(s24+9)(s2+1) 4\ s2+9 s2+1)°

otteniamo
F(s) = > arctg> — 3 arctgs +
= — ar — — —ar
5 4 rctgg — parctgs +c
con ¢ una costante. Per trovare ¢ usiamo il fatto che 1i1+n F(s)=0:
S—r+00
1l 37
= lim F(s)=————— =c— —
0=t Fls)=35-73Fc=c 7
implica ¢ = % e concludiamo :
1 3
F(s) = Zarctg% — Zarctgs + % . 9)

Osservazione 1.

Mostriamo che l'integrale nella formula (*) esiste anche per s = 0,
pur nel senso improprio, e che la funzione definita sull’intervallo chiuso
[0, +00) (0 compreso!) tramite la formula (*) sara continua.

Mostriamo per prima che per ogni s > 0 l'integrale
+oo

.3
__sin®x

e r dx
T

0

esiste nel senso improprio ed abbiamo

+00 . 3
/e_“ sin"z
x
B 66_71'8
Com(s2+9)(s2+ 1)
+oo
/ s sin® z N 3(sin®z)(cosx)  6(ssinz +cosz)) e " d
— x
s24+9 s24+9 (s24+9)(s2+1) ) a2 ’

s
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+00 . 3
/e—sx sz L
x
0
] _sindx Qe+ Ge ™
= [e x
x m(s2+9)(s2+1
J O+ 1) o
+oo
/ ssin®z  3(sin®x)(cosz)
5249 5249

dx .

6 (ssinx + cosx) ) e s

(s24+9)(s2+ 1) x?

Infatti, avendo alla disposizione la primitiva di e**sin® z calcolata in

(7), otteniamo per ogni b > 7 tramite integrazione per parti

SlIl l‘

s2+9 s2+9

/b
/1 d(— se*sin®x  3e7*%(sin® x)(cos x)
x

_ 6e*"(ssinz + cos )
(s249)(s2+ 1)

s24+9 s24+9

1 ( se”*sin®x  3e *(sin® x)(cos x)
T

r=b

_ 6e**(ssinz + cosx)
(s2+9)(s2+1)

=T

_l’_
2 s24+9 s24+9

b
/ 1 < se~*%sin®x  3e *(sin®z)(cos x)

6e **(ssinx + cosx) d
(s2+9)(s2+1)
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Ge ™ et (s sin®b 3 (sin?b)(cosb)

(2 +9)(s2+1) b 219 T 249

6 (ssinb+ cosb)
(s2+9)(s>+1)
b
/ s sin® N 3(sin?x)(cosz)  6(ssinx +cosz) e d
- T.
5249 249 (s24+9)(s2+1) ) a?
Siccome
s sin® N 3(sin?x)(cosz)  6(ssinz + cosx)
5249 s24+9 (s2+9)(s?2+1)
s 3 N 6(s+1) =0
x
T 249 249 (s249)(s241) 7
e
e 5 1

risulta che esiste

+o00 b

-3 -3
/ e=e 2 T 4= lim /e‘sx T Az
x b—+00 T
ed ¢ uguale a
66771'8
m(s2+9)(s2+ 1)

+o0
/ s sin® N 3 (sin® x)(cos ) n 6(ssinz + cosx)\ e ** 4
— x
5249 5249 (s2+9)(s2+1) ) a2 ’

s
dove 'integrando ¢ sommabile.
Abbiamo quindi dimostrato che la funzione

sin®

dz,

T

+oo
F:[O,+oo)95»—>/esx
0

dove l'integrando ¢ sommabile per s > 0 ma l'integrale esiste solo nel
senso improprio per s = 0, ¢ ben definita e vale (10). In altre parole
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66—71'8
m(s24+9)(s®2+ 1)

F(s) = Fi(s) + — Fy(s), s>0,

dove
[ sin® x
Fi(s) == /esx—dx,
x
0
+oo
Fys) / s sin® x n 3 (sin® x)(cos ) N 6(ssinz +cosx)\ e **
s) =
? s2+9 s2+9 (s249)(s?2+1) ) a2

™

ed ambo gli integrandi sono sommabili. Cosi la continuita di F risultera
se dimostriamo la continuita di F} e di F5.

La continuita di F} risulta usando il teorema sulla dipendenza continua
da parametri reali. Infatti, I'integrando ¢ una funzione continua di s
ed abbiamo la maggiorazione uniforme

03
_ep SINC T

e <1, ze(0,nm],s>0

T

dove la funzione costante 1 ¢ sommabile su (0, 7].

Anche la continuita di F5 risulta applicando il teorema sulla dipendenza
continua da parametri reali, poiché I'integrando ¢ una funzione continua
di s e vale la maggiorazione uniforme

ssin®z  3(sin’x)(cosz)  6(ssinx + cosw)) e~
249 s2+9 (s2+9)(s?+ 1)

xr2

IN

s + 3 n 6(s+1) 1
2+0 2490 (s2+9)(s2+1) ) 22
——r N—— . @

<1/6 <1/3 <4/3

2
< —, r€|[m,+00),s>0
T
: 2 :
dove la funzione — ¢ sommabile su [, +00) (ma non su (0, +o0) , per

questa ragione abbiamo diviso I'integrale che definisce F' in una somma
di due integrali, uno su (0, 7] ed un altro su [7,+00)!).

Una volta verificata che la formula (*) definisce una funzione continua
su [0, 400), (9) implica
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+oo

in® 1 3
/e‘sx SH; T dr = Zarctgg—z arctg8+%> s € [0, +00). (11)

0

In particolare, per s = 0 abbiamo
+o00o

.3
sin® x s
dr = —.
/ x . 4

0

Osservazione 2.

Usando (11) possiamo calcolare anche gli integrali

+OO -3 +OO «.. 3
. sin’x e Sincx
G(s) = /e s o dz, H(s) := /e S e dz, s>0.
0 0

Sia G che H & una funzione ben definita e continua su [0, +00) . Infatti,
poiché

e le funzioni

3 3

sin® x sin® x
(0, 400) 3= e ——, (0, +00) DT r— e ¥—3
T x
sono continue, quindi misurabili, per ogni s > 0,
e le funzioni
.3 .3
sin® x sin® x
[0, +00) D s+ e ™ , [0, +00) D s e —
T
sono continue per ogni x > 0,
e ¢ valgono le maggiorazioni uniformi
1 O<zx< T
.3 per T < —
sin® x
e " o <g(z)=<¢ 1 o 2, x>0,s>0,
— per x > —
T2 p - 2
3 1 O<z< T
__sin’z per Y
s e <h(z):=4¢ 1 T , ©>0,5>0,

_ >
el
dove le funzioni g e h sono sommabili su (0, +o0),
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possiamo applicare il teorema sulla dipendenza continua da parametri
reali.

Poi, usando il teorema sulla dipendenza derivabile da parametri reali,
possiamo verificare che G e H sono derivabili su (0, +00) e
G'(s)=—F(s), H(s) = —G(s), s>0.
A questo fine basta osservare che le funzioni
3 3

o ST Lo ST

(0,4+0)> s+ e * 5 (0, +00) > s—¢7°
x

R x>0

sono derivabili e le derivate parziali

o ( ., sin’x _Lsintz 9 sin®z . sin’w
—le > | =—¢€ N G | =—¢ 5
Js x x = 0s x x

ammettono le maggiorazioni
o[ _,, sin*x
—le
Os x?

.3
%(es”if)\smm, v € (0,+00),5 € (0, +00),

dove le funzioni

—EX

<e ™, 2€(0,4+0),s€ (e,400),e>0,

(0,400) 32+ e, (0,400) 3 z+— g(x)
sono sommabili.

Per di piu, poiché
+o0 +oo “+o0o

;3 .3
1
}G(S)} = /esm&f dz| < / e sta: dz < / e dy = —,
x x s
0 0 0
+00 +o00 +00
e Sin’z e Sin’z . 1
|H(s)| =] [ e —dz| < e —|dz < [ e7dr = —,
x x s
0 0 0
abbiamo anche lim G(s) = lim H(s) =0.
s—400 s§—400

Ora, per calcolare G, una primitiva di — F', sapendo che secondo (11)
1 s

3
F(s) = Zarctgg - Zarctgs—l—%, s>0,
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ci serve la primitiva di arctgs:

1
/arctgsds = sarctgs — / 1 js2 ds = sarctgs — Eln(l + 57).

Allora abbiamo anche

1 2
/arctg% ds = 3<§arctg§ -3 In (1 + %))

tos 31<1+32)
= sarctg— — — —
sar g3 211 9

e risulta

G(s) =

i t8+31(1+8)+38 tgs— —In(l 4% — T+
— —arctg— — 1n —_— — arctgs — — 1n S — — S C
g TR 9 g BT g0

ossia

3 249 3
G(s) = —zarctgg + Tsarctgs + gln;—il — %s — ZlnS—l—cl
con ¢ una opportuna costante che dobbiamo calcolare. Sapendo pero
che lim G(s) =0, deduciamo :

S——+00
3 3 249 3
= SEIEOO (zarctgg — Tsarctgs — gln ;——:jl + %5+ ZlnB).

Ma, usando la regola di de I’'Hopital, otteniamo

I S ; s 3s ‘ +7r
—arctg— — — arc —
e \ g MY T RS T S

.S s
= lim 1 (arctgg — Jarctgs + 7T>

s—+o0
— lim = (arctg— — 3arctg~ +
= lim P arc g3t arc gt T
I 1 ( 1 1 3 1
= lim — — — - —
0<t—0 4 1 ( 3t2> 1 ( t2>
1+ — 1+ —
e T

1 3 3 1
= 025302<‘ 011 t2+1) =p(=3+3)=0.
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D’altro canto,

2
lim ilns +9 zilnle.
s—+oo \ 8 s24+1 8

: 3 :
Di conseguenza c; = 7 In 3 e risulta

“+00

.. 3 2
3 3 9
[T =~ e T aretg s gn ST (12

0

In particolare, per s = 0 abbiamo
+oo

.3
/sm;:dx:&
T

0

Per il calcolo di H , una primitiva di — G, procediamo similmente. Ci
serve la primitiva di sarctgs:

2 2 2 1
/sarctgsds = /arctgsd% = %aretgs - /(% 1 +82)d3

s2 ; S +1 ¢
= —alIc S — — — alrc S.
g MBS = o T 5 alcts

Cosl abbiamo anche

/ o> d 9<S £ S L et )
sarctgds = 9{ Jarc g——— —arctg—
13 6 2 3

s* arct > 35 +9act
g Mteg Ty Ty atie

D’altro canto, tramite integrazione per parti otteniamo

s2+9 / s24+1 2s(s? +1) —2s(s* +9)
— s ds
s2+9 (s241)2

! 32+9+/ 16 52
=sln
S R ER R
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Usando la decomposizione in fratti semplici
1652 18 2

(24 9)(s2+1) 249 s2+1

risulta
2 2
/ln ; 1—? ds = sln 22 j:? + 6arctg§ — 2arctgs.
Cosicché, usando (12), otteniamo per la primitiva H di —G la formula
H(s)
= S—Qarctgﬁ — ﬁ + garctgi — —Szarctgs + ﬁ — Earctgs
8 3 8 8 3 8 8 8
3s . s$4+9 9 s 3 T
-3 n Pl Zarctgg + Zarctgs + gs + o
s s 3s 9 s 3 T
= garctgg — ?arctgs — garctgg + garctgs + ] S
_ 3—8111 s2+9 Lo
8 s2+1
con ¢y una oportuna costante e dovendo avere SETOO H(s) = 0 risulta
co = lim (— 8—2 arctg— + 3—82arctgs + garctgi — Ealrctgs
s—+00 8 3 8 8 3 8
T 5 3s. $*+9
BERE sm)'

Ora calcoliamo i limiti. Usando la regola di de 'Hopital otteniamo

i s? tas 4 35 . T,

1m — — arc — — alC S——S8

b \ g MM T g AICEs T g
2

lim — ( 3arct tg>
= im — arc S —arctg— — 7
8 & &3

S§—+00
) 1 1 1
= 01<1tr£1>0 32 (3 arctg? — arctga — 7r>
() (o)
o<t0 166\ L LA 22 Ly L\ 3
12 9¢2

I 1 3 n 3 I -3t
= 1m — = 111m
0<t—0 16t 2+1 92 +1 0<t—0 2(t2 +1)(t?2 +9)
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Usando la regola di de I’'Hopital otteniamo anche

) 3s 249 ) 1. 1+4+9¢
Im —In———= lim —In—
sotoo 8 241  o0<t=0t 1+ t2
. 14¢* 18t(1+ %) — 2t(1+ 9¢?)
im
0<t—0 1 + 9¢2 (1+1¢2)?
Y 16t
im =
0<t—0 (14 9¢2)(1 + t?)

Finalmente,

. 9 tS 3 ‘ _97T 37r_3
siinm 8arcg3—8arcgs = — = —T.

) 3 .
Di conseguenza cy = 37 e risulta

+oo

/ _stm?’a:d 52 o 352 . 9 ol N 3 .
e r = —arctg— — — arctg s — — arctg— + — arctg s
2 g ey T g ANles T Al g T g atels
0
T, 3s. s*+9 3
+ —5"——In —T.

8 3 s2+1 8

In particolare, per s = 0 abbiamo

a) Soluzione usando le equazioni di Cauchy-Riemann.

Posto w = x+1iy con x,y € R, per la definizione di integrale curvilineo,
abbiamo

ieg(e")
O(x +iy) = / e x+zy dz_/fezt @+ i) dt.

La funzione ¢ : [0, 27r] x €} — C, definita ponendo

l'eitg(eit>

A o
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per ogni (t,z,y) € [0,27] x 2, & di classe C*> sul suo dominio. Siccome
0, 27] & compatto, per dipendenza differenziabile dal parametro, anche
® e di classe C™ e inoltre

In particolare ® ¢ di classe C' e per dimostrare che ¢ olomorfa basta far
vedere che sono verificate le condizioni di Cauchy-Riemann, cioe che

0 0P )
e —za—y. Abbiamo
aq) 27 a 27 a
0 0
= — za—q)(x—irz )

(la seconda uguaglianza e vera perché, per t costante, la funzione ¢ &
olomorfa in z + iy).

Soluzione imitando la dimostrazione della sviluppabilita locale
delle funzioni olomorfe in serie di potenze.

Sia w, € @ = C\ f(0D(,1)) arbitrario e scegliamo un > 0 tale che
il disco D(y,,2r) sia ancora contenuto in €2, cioe disgiunto a f(0D(q 1)) -
In altre parole abbiamo

|f(Z)—IUO| Z2T, zG@D(OJ).

Risulta che possiamo sviluppare ( in una serie geometrica come
Z) —w

segue :




f(z) —w, 1 W — W,
f(z) —w,
_ g(Z) i( W — Wy )k
@) —w, =\ f(z) —w,
= i 9(2) ) (w _wO)kv w € Dw,r),z € 0Dy,

k=0 (f(z) - wo)

dove la convergenza ¢ totale perché abbiamo per qualsiasi w € Dy, )
ez c 8D(071)

‘ e (w wO)k
(f(Z) - o)
1 k
< r® sup |g(C
(27)M1 " ceapy, 1>| (©)
1
= Srr1. Sup gC ) weDwo,razeaDO,l
S <eaD(0,1>| (€] (wo.r) (0.1)
e la serie numerica i L sup |g(¢)| converge. Percio possiamo
e ok+1, CEBDEJ) g ge. P

integrare rispetto alla variabile z termine a termine ottenendo

B 9(z) B
w) = /f(Z)—wd

91 D(o,1)

— ( / g(z) ) dz) (w — wo)k , WeE D(wom) .

k=0 9t Doy (f(2) — wo)

Concludiamo che ogni punto nel dominio €2 di ® ha un intorno circolare
nel quale ® si sviluppa in una serie di potenze. In altre parole la
funzione ® ¢ olomorfa.

b) Per ogni w in Q sia ¢, : U\ f~'(w) — C la funzione definita da
2f'(2)
bo(z) = 22
A (ST
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Sew € Qew & f(D,y)) allora ¢,, ¢ una funzione olomorfa su un
aperto contenente il disco D(g ). Pertanto, per il Teorema integrale di

Cauchy, ®(w) = / f(gidz =0.

Sew € f(D,)), siccome f & iniettiva, la controimmagine di w tramite
f consiste di un unico numero complesso f~!(w) e questo ¢ contenuto
in D). La funzione ¢, ¢ allora olomorfa in U \ {f~!(w)} e per il
Teorema dei residui abbiamo

z2f'(2) , .
d(w) = / ————dz =2miRes(¢y, [ (w)).
(w) e (G0 7 ()
0+ Do,1)
Siccome f ¢ iniettiva, la funzione f(z) — w ha uno zero semplice in
f'(z)

( dz ¢ il differenziale logaritmico di f(z) —w,
z) —w

f~H(w). Siccome

/
la funzione S ha un polo semplice in f~!(w) e si ha

f(z) —w
f'(2)

Res (f(z)——w’fl(w)> =1.

Ne segue che

Res(on 4 w) = fes (L5 ) ) = ),
In conclusione, se w € (Do), si ha ®(w) = 2mif~H(w).

Osservazione. Questo esercizio ridimostra l'olomorfia della funzione
inversa di una funzione olomorfa invertibile.

4) : A) Sia p < r tale che |z| < p per ogni z € I. Per la teoria delle funzioni
olomorfe sulle corone circolari sappiamo che esistono numeri complessi
{an}, e, tali che, per ogni z € C con |z| > p, si ha

+00 +o00
h(z) = Z apz" + Z a_pz "
n=0 n=1

/ h(z)dz = 2mia_; .

8+D(07T>
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Ne segue che, per ogni z non nullo contenuto nel disco aperto D(o 1) di
Tp

1
centro 0 e raggio — , abbiamo
p

1 +o0 +o0
h <;) = nz% anz "+ nz:l a_p2" .

Quindi
1 1 “+o00 —+o0
) h (—) = g anz "2 4+ E a_, 2" 2
z z
n=0 n=1

+oo —+o00
= E an 22 "H+a_1z27t+ 5 G_po92".
n=2 n=0

Infine, per I'unicita dello sviluppo in serie di Laurent, otteniamo

1 1
Res (—2 h(—),()) =a_;
z z
e, confrontando con (13), deduciamo il risultato desiderato.

B) La funzione k ¢ definita ed olomorfa su C\ {0, 1,2, 3}. Per il teorema
dei residui, applicato al cerchio di centro 0 e raggio r con r > 3, abbiamo

Res (k(2),0) + Res (k(z),1) + Res (k(z),2) + Res (k(z), 3)
/ k(z) dz (14)

_ 9D

2mi
Per il punto A) inoltre

/ k(2)dz = 2i Res (;12 k<§) | o)

9+ D(o,r)

e, siccome

1 1 1 (14 2)*(1+422)°
—k
( ) i %(1 —2)3(1 = 22)%(1 — 32)?

B (1+ 2)4(1 +22)3
2(1—2)3(1 = 22)2(1 — 32)2

25



1 1
— k (—> ha un polo semplice in 0 e abbiamo
z z

fes (é k(%)o) =g —21);212)—4(22;(21Zﬁ 52

Analogamente, siccome k ha un polo semplice in 0, abbiamo

_ (z+ D4z +2)3 23
Res (k 0)=1 =
SO = I TG — 292G 8P - P2 9P
2
= -3
In conclusione, sostituendo nell’equazione (14),
2 11
Res (k(z),1) + Res (k(2),2) + Res (k(z),3) =1 — (—5) =3
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