NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2013/2014
Calcolo 2, Esame scritto del 05.02.2014

1) a) Si trovi la soluzione generale dell’equazione differenziale
y///_2y//_3y:€x. (*)

b) Si trovi la soluzione dell’equazione (*) che soddisfa la condizione
iniziale

2) Si calcoli il flusso uscente del campo vettoriale

.7}2

Viz,y,2)=| v |, (z,y,2)€eR’

22

attraverso la frontiera del solido ellissoidale
2
Pt <1
4
Suggerimento: E conveniente usare il teorema della divergenza ed il cambio
di variabili
x = psinfcosp,
y = psinfsin ¢,
z=2pcosh.



3) Si calcoli I'integrale doppio

/ Y drdy.
xr

0<z,y<2
zy>1

4) Consideriamo la funzione periodica di periodo 27
f:R—R
che nellintervallo (— 7, 7] ¢ data tramite la formula

f(:v):sin%, re(—m,m.

a) Si calcolino i coefficienti di Fourier ¢x(f),k € Z, di f e si studi la
convergenza puntuale della serie di Fourier
+o00o

Z Ck(f)eikx-

k=—oc0

b) Si calcoli la somma della serie

“+o00

S e

k=—o00



1)

Soluzioni:

a) L’equazione differenziale da risolvere ¢ lineare ed a coefficienti costanti.
Risolviamo prima I’equazione omogenea :

Il polinomio caratteristico A> —2A% —3X = XA(A2 =2\ — 3) ha i zeri
semplici

AM=0, A=-1, A3=3,
percio

6030 — 17 6(—1)31: — e—ac’ 6338
sono tre soluzioni linearmente indipendenti. Cosicché la soluzione gen-
erale dell’equazione omogenea

ylll _2y// _3y/ — O

D’

y(x) =c1 + cre® + 33 ¢1, Ca , c3 costanti.

Per trovare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea, il
modo pit semplice & osservare che la non-omogeneita e” ¢ (multiplo
costante) di una esponenziale con il coefficiente 1 di x nell’esponente
diverso dai zeri del polinomio caratteristico, quindi esiste una soluzione
particolare dell’equazione differenziale non omogenea della forma ce”
con ¢ una costante. Per la sostituzione di y(z) = ce® in 'equazione
non omogenea si ottiene
ce® —2ce® —3ce” =¢€"
. 1 . 1 . . .

erisultac = —— . Cosicché —— e” & una soluzione particolare dell’equazione
non omogenea. 4

E possibile trovare una soluzione particolare dell’equazione differenziale
non omogenea anche usando il metodo della variazione delle costanti :

Cerchiamo una soluzione particolare sotto la forma
y(z) = c1(x) + co(x) e + c3(x) 37
Per avere

Y (x) = () (—e™™) + c3(2) (3e3%) = —ca(x) e + 3ez(w) €3

3



dobbiamo richiedere
cf(z) +cd(x)e ™ +ci(z) e’ =0, (1)
e per avere poi
y'(z) = co(x) e + c3(x) (9€37) = ca(x) e 4+ 9cz(x) €2
dobbiamo richiedere anche
—cy(x)e ™ +3cd(x)e* = 0. (2)
Risulta
y"(x) = cd(z)e™™ — ca(x) e + i (x) €37 + 27 c3(z) €3°
e tramite sostituzione in ’equazione non omogenea si ottiene
co(z)e ™ —co(x) e + 9cd(x) €™ + 2T ez(w) e*
—2(ca(z) e + 9es(x) €°7)
-3 (— ca(x)e ™ + 3cz(x) 63‘70) = v,
cioe
cs(z)e ™ +9ci(z)e*” = e”. (3)

Per trovare ¢{ , ¢4 , c5 dobbiamo quindi risolvere il sistema di equazioni
lineari costituito da (1), (2), (3). Sommando (2) e (3) risulta

1
12¢§(7) e’ = e <= cf(x) = Ee_h,
1
sostituendo poi ¢3(z) = Ee’zx in (2) otteniamo
/ —T 1 T / 1 2z
—c@)e "+ —e"=0 <= c(z) = —e
4 4
ed ora da (1) risulta anche
1 1 1
of (x) + Zex + Ee‘” =0 c¢f(x) = —ge"”.
/ 1 T / 1 2x / 1 —2z :
Per avere ¢ (x) = — —€” ,c9(x) = —e°® e c3(x) = — e =" scegliamo
3 4 12
1 1 1
c(z) = —gez, ca(z) = ge%, 3(x) = —ﬂe_%



ed otteniamo la soluzione particolare

dell’equazione diferenziale non omogenea, la stessa ottenuta prima.

Avendo ora la soluzione generale dell’equazione omogenea e la soluzione
particolare z2e® dell’equazione non omogenea, possiamo concludere che

1

y(x) = ¢+ coe™ 4 ez’ — 1 e’ 1, C, c3 costanti

e la soluzione generale dell’equazione differenziale

"

y" =2y =3y =e€".
b) Poiché

1
y/(l') = — 026_9” —‘—3C3€3ac — ZGI,

y'(1) = cae™" + 9cze’’ — Ze‘”,

abbiamo

1
y(0>201+02+03—z,

1
y’(O): _CQ+303_Z,

1
y"(0) = ca +9¢3 — T

Percio la soluzione che soddisfa la condizione iniziale
y(0) =0,y'(0) =1,y"(0) =7
si ottiene per le costanti ¢ , ¢o , c3 soddisfacenti il sistema

C1+CQ+63—1/4:O
—CQ+303—1/4:1
CQ+903—1/4:7

Si trovano ¢; = — é , Cg = Z , C3 = H, quindi la soluzione cercata e
3 8 24
4 7 17 5.0 1
y(x):—§+§e +ze —Ze.



Per poter applicare il teorema della divergenza, calcoliamo la divergenza

IZ

del campo V(z,y,2z) = [ y* | : poiché
2
%(wg) =2x, %(gﬁ) =2y, %(22) =2z,
risulta
(divV)(z,y,z)=2(x+y+ 2).
Usando il teorema della divergenza (Teorema di Gauss-Ostrogradski)

risulta ora che il flusso uscente del campo V(x,yz) dal solido ellis-
soidale
52
4+ y* + T <1

¢ uguale all'integrale di volume

I = / (divV)(z,y,z)dxdydz
z2+4y2+422/4<1
= / 2(x+y+2)dedydz.

22+4y2+422/4<1

Il calcolo di I possiamo svolgere

tramite il cambiamento di variabili

x = psinf cos ¢
y=psinfsing | 0<p<1,0<0<7m,0<¢p<27 :
z=2pcosl

Poiché il determinante della matrice di Jacobi del cambiamento e

gp 90 dp sinfcosp pcosfsinp —psinfsinp
y Oy Oy | | . . . :
5 20 B0 |- sinflsiny pcosfsing psinfcosy
82 ) af 2 cos —2sin6 0
dp 00 0Oy

= 2p%sinf,
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otteniamo

1= ///2p(sin6’coscp+sin9:sing0+20086’)2p2sin6dpd0d<p

0<p<1
0<6<n
0<p<2r
1
= //(sinzﬁcosgo+sin2681ncp+281n90089)(/4p3dp>d0d<p
0<0<m 0
0<p<2m T
s 2 s 2
= /sin29</(Coscp+sing0)<p>d0+/QSinﬁcosﬁ(/dgo)dQ
0 0 0 0
~ ~——
=0 =27
m O=m

= 27r/sin(29)d9 = —mcos(20)
0
=0.

0=0

Pitt semplicemente, possiamo calcolare I anche
sfruttando le proprieta di simmetrie dell’integrale :

Osserviamo che il solido ellissoidale E definita da
2
z
2 +yP 4+ =<1
4
¢ simmetrico rispetto all’origine e l'integrando 2 (z + y + z) ¢ dispari
rispetto alla stessa simmetria. In altre parole, la trasformazione

T & —x
ylr—|n]=1-v
z ¢ —z

appliqua E su se stesso e 2(§+n+() = —2(z +y + z) . Percio usando
il cambiamento di variabili

==
y=—mn
2=~



il determinante della matrice di Jacobi di cui e uguale a — 1, otteniamo

I= /2(:1:—|—y—|—z)d:1:dydz

2(=§=n—¢) | —1]d§dnd¢

I
-

= - [2(+ 0+ Odganac
E
= —1.
Di conseguenza vale 21/ =0 <— [ =0.

Concludiamo che il flusso uscente del campo vettoriale V' attraverso la

frontiera del solido ellissoidale
2
2 4y + ZZ <1.

e uguale a 0.

Soluzione usando direttamente la formula di riduzione:

Il dominio di integrazione D e descritto dalle disuguaglianze

O<z,y<2, zy=>1.

1 1
Percio v > — > 3 e risulta che D ¢ descritto alternativamente anche

dalle disuguaglianze
1
2

In altre parole D ¢ normale rispetto all’asse delle y, essendo la regione

<z <2, l§y§2.
X

1 1
tra i grafici delle funzioni — e costante 2 definite sull’intervallo [5 , 2} :
x

Cosicché, per il teorema di riduzione abbiamo

2 2 2
y y el
/ —dxdy:/ /—dy dx:/ -— dx
T x 2x y=1/z
0<z,y<2 1/2 1/z 1/2
zy>1



fl2 1 v=2 1
—/(———3)dx—21nx +-—
r 2 y=1/2 4
1/2
1 1
=(In2—In— — =1
(n n2)+16
1
:41n2——5.
16

Soluzione usando una sostituzione prima della riduzione:

Useremo il cambiamento di variabili

s>0,s2=xy R
t>0,2=2 > f
x

Il dominio di integrazione D, descritto dalle disuguaglianze

O<z,y<2, xy=>1,

si trasforma in il dominio descritto da

<t<

2
1<s<2, —
s

s
2
0<z,y <2 exy>1implicano

s=\xy>1, s:,/xygx/é_l:

Viceversa, 1 < s <2 e

t | <27

Il determinante della matrice di Jacobi della sostituzione essendo

y=2

2
5
x:£{>0 y:st{>0 ry=s>1.

y=1/2



4) :

Or Ox

? ? :‘ 1/t —s/tQ‘ 25
dy oy |T|t s

ds Ot

per il teorema di riduzione otteniamo

2
/ Y dwdy = / 222 qsdt
T t

0<z,y<2 1<s<2
rzy>1 s/2<t<2/s
2 2/s 2
4 s
= 2stdt |ds = — — — ]ds
S 4
1 /2 1
1
=4In2— —5 .
16

a) Chiaramente

1] 1 [
co(f):ﬁ/f(x)dyc:ﬁ smde—O.

s

Per k # 0 otteniamo tramite integrazioni per parte

1 r . 1 T ,
ce(f) = Gy /f(x) e~k dy = ﬁ/e_““ singdx
1 7r' T e—ika}
= 9n /Sy ATy

—Tr

1 efikﬂ N eikﬂ’ N 1 / T defik:p
= — COS —
2w\ —1ik —ik 21k 2 —ik

cos (k) 1 <e““” x

ik dika\ ik %9

=T 1

2k

r=—T

s
. . X
e~ gin 5 dx)

—T
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—1)k 1 -
= ( - ) + /e’kxsin%dx
T

—ikm  8k2
1)k 1
- (kg 17z ()
e risulta
1 —1)k
1__ I
< 4k2>cdf) kw
_(-DF 4k
e(f) = T 4/{:2—12

Cosicché la serie di Fourier di f e

- Z 4k2_1 eikm'

T osher
Poiché la funzione f ¢ regolare a tratti, la sua serie di Fourier converge
in ogni punto z € R a

[z =0)+ f(z+0)
2

che nel nostro caso ¢ uguale ad f(z) se  non € multiplo intero dispari di

7 ed € uguale a = 0 se x € multiplo intero dispari di 7. Cosicché

. X c ( )
. SIn — er T -7, T
§ : k . ezka: { 2 p ) )

T octker 4]{72_1 0 per r=—m,T

Calcoliamo anche i coefficienti di Fourier reali :

ar(f) =cu(f) + c-k(f) =0, k>0,
(1) 8k

() =i(enh) = enlh) = ——— gy k=L

Con i coefficienti di Fourier reali risulta la convergenza

150: T (k) {sin% per z € (—m,m)
— ——5 7 sin(kz) = .
™ 4k5 1

0 per r=—m,T

11



b) Per 'identita di Parseval abbiamo

iy 2 1 2 1 L9 X
kz_:oo‘ck(f)‘ :ﬁ/‘f(xﬂ dx:ﬁ/sm de
1 7r1—(:08(29(:)
~on 2 v
B 1
==

cioe

12



