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Giustificare le risposte con chiarezza.

1) Sia X lo spazio topologico dato da R2 con la topologia euclidea. Considera la relazione definita,
per ogni (x, y) e (x′, y′) ∈ R2 da

(x, y) ρ (x′, y′)⇔
{
x− x′ ∈ 2Z
y = y′

Denota con Y lo spazio quoziente di X rispetto a ρ.

1.a) Mostra che ρ è una relazione di equivalenza.

1.b) Dimostra che Y è omeomorfo a S1×R (con la topologia prodotto delle topologie euclidee).

1.c) Determina il gruppo fondamentale di Y nel punto dato dalla classe di equivalenza dell’origine
O = (0, 0).

2) Sia X = Rn (n ≥ 1), con la topologia euclidea τ e sia ∞ un elemento che non appartiene a Rn.
Considera l’insieme Y = X∪{∞}. Posto B∞ l’insieme dei sottoinsiemi di Y il cui complementare
è un sottoinsieme finito di X, l’unione τ ′ = τ ∪ B∞ è una topologia su Y .

Dimostra o esibisci un controesempio per ciascuna delle seguenti affermazioni:

2.a) (Y, τ ′) è compatto.

2.b) X è un sottoinsieme aperto di (Y, τ ′) e la topologia indotta da (Y, τ ′) su X è proprio τ .

2.c) (Y, τ ′) è di Hausdorff.

2.d) (Y, τ ′) è omeomorfo alla compattificazione di Alexandroff X∗.

3) Siano X uno spazio topologico, A, B, A′, B′ suoi sottospazi non vuoti propri tali che A sia
omotopicamente equivalente ad A′ e B sia omotopicamente equivalente a B′. Mostra o trova
un controesempio alla seguente affermazione: il sottospazio A ∪ B è allora omotopicamente
equivalente al sottospazio A′ ∪B′.


