Analisi Matematica 1 - Canale Lj-O
Foglio di esercizi n. 10
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Calcolare

(1 +€10g2(n)/n>n
li )
n=too (4177 4 31/nYn(/m + 1)18()

Abbiamo che per n — +o0,

(1 N 610g2(n)/n>n _ (1 14 log”(n) n log*(n) I o(log4(n)/n2))n

n 2n?

= 2" <1 + bg;# + o(l/n))n

= 2" exp (n log (1 + log;# + 0(1/n>))
s (o (B4 0))

— 2 exp (k’g;(n) + 0(1))

~ 2 () (101

Si noti che al posto di o(1/n) avremmo potuto mettere o(1/n%) con 1 < a < 2. Inoltre

(41/n + 31/n)n — (elog(4)/n + elog(?))/n)n

= (1 + logn(ll) +1+ @ + 0(1/n))n
— o (1 + Lg(gﬁ)

+ 0(1/n)>
= 2"V12 (1 + o(1))

(V7 + 1)1os() = ploa(n)/2 <1 + %)log(n) = exp <1Og;(n)) (1+0(1))

dove abbiamo applicato il fatto che per n — +oo,

(1 + %)mn) — exp (log(n) log (1 + %)) — exp (log(n) (% p (%)))

= exp (loj%l) +0 (losg/(g))) — e’ =1




Infine

(1 + elogQ(n)/n)n 2" exp (%) (1+0(1))
(7 3 (Vi DR g0 /13 (14 0(1)) - exp (2520) (1 + (1))
_ 1+o0(1) 1

— .
V12 V12
Esercizio 1.b. Calcolare

sin(2? 4+ z*) + 2 arctan(log(1 — z) + z)
im :
z—0 sin(z? 4 4x) + 2 arctan(log(1 — x) — x)

Abbiamo che per z — 0,

2?2 (—p)3 2 .3
log(1 — ) = log(1 + (<)) = (—z) — | 5) 4! ?“:”) ol(—a)’) = —a = T = T +ola?).
Quindi
2 3 2 3
2 arctan(log(l — z) + x) = 2 arctan (—% — % + 0(x3)) =—z° - % + o(z?),
dove & stato usato lo sviluppo arctan(t) =t + o(t?). Mentre
2 28 3
2arctan(log(l — x) — x) = 2arctan | —2z — 5 "3 + o(x7)
2 2 (—2z + o(x))?
—of(op_ 2 2 ) _ T2t T O 3
(( T- 5 3 ) 3 +o(x ))
1423
= —dx —2* + —; + o(z?).
dove ¢ stato usato lo sviluppo arctan(t) =t — % + o(t?). Inoltre
sin(z? + 2*) = (2 + 2*) + o((2?)?) = 2% + o(2?)
‘ 4 3 3223
sin(z? + 42) = (2% + 4z) — w +o(z?) = 4o + 2 — 33: + o(z?)
Quindi
sin(z? + z*) + 2 arctan(log(1 — x) + ) 2%+ o(2%) — 2% — 2% 4 o(2?)

sin(x? 4 4z) 4+ 2 arctan(log(1 — z) — x) T Azt % +o(z3) — 4o — 22 + 143_:03 + o(x?)
B —% + o(z?) . 1
63 +o(a3) 9



Esercizio 2. Tracciare il grafico della funzione
f(z) = 2 +log |2 — 3|

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti, i punti di non derivabilita, gli intervalli di convessita/concavita e i flessi.

Il dominio & D = R\ {£+/3} e la funzione & pari. Per |z| — +o0,
f(a) =2*(1+o(1))
e quindi non ci sono asintoti per x — +oo. Inoltre

lim (2% + log|z? — 3|) = —c0.
lim_(a® +-log Ja® ~ 3]

Per x # 4+/3 la derivata prima ¢

20 2x(x*—2)

!
—9 —
(@) x+x2—3 2 -3

Quindi f & crescente in (—v/3, —v/2], in [0, v/2] e in (v/3, +00) mentre & decrescente in (—oco, —v/3),
in [-v2,0] e in [v2,v3). I punti = £+1/2 sono di massimo relativo e 2 = 0 & un punto di
minimo relativo. Non ci sono punti di minimo o di massimo assoluto.

Per z # +1/3 la derivata seconda ¢

vy 2t —T2? 4 6)
.f (ZL’) - (1’2 _ 3)2

La funzione & convessa in (—oo, —v/6], in [~1,1] e in [v/6, +-00) mentre & concava in [—v/6, —/3),
in (—v/3,—1],in [1,v/3) e in (v/3,+/6]. I punti 2 = £1 e # = /6 sono dei flessi.
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Grafico di f(z) = 2° + log|z* — 3|




Esercizio 3.a. Calcolare
2 323 4 222

0 \/4—372

Ponendo x = 2sin(t) abbiamo che dx = 2 cos(t)dt e

2.9 3 2 /2 94 aind 2
3 2 24 t)+8 t
/ e dx = / sin”(#) + 8sin”(¢) (2 cos(t)dt)
0 0
w/2

dz.

Va4 — 22 2 cos(t)
= 24/ (1 — cos?(t)) sin(t) dt + 4/%/2(1 — cos(2t)) dt

— 24[—cos(t) + %?’(Tf)r/z +4[t— sinzﬂrh
2

T
—24.-244. 221642
3+ 5 6+ 27

0

dove 2sin*(t) = 1 — cos(2t).

Esercizio 3.b. Calcolare

/01 710g(\3;; 3) dz.

Iniziamo integrando per parti e poi poniamo t = /z, cosi dx = 2tdt e

"log(z +3) , ! . -
/Ode_Q/O log(z + 3) d(v/7)

:2[\/§log(x—l—3)];—2/ol Ve dx

r+3
:2log(4)—4/01i2%dt
:2log(4)—4/01dt+12/01t26ﬁ3
= 4log(2) — 4+ 12 [—amtal:/(;/\/g)];
:4log(2)—4+2—\/7%.

Esercizio 3.c. Calcolare

1
)

————dx.

/0 B Tr—6"

T+ T+ A B C

:)33—7x—6_(:)3+1)(x+2)(x—3):x+1+x+2+x—3

Abbiamo che




dove

—1+5 —2+5 3 3+5
A= =-1, B= =— , C=—"— =
(—1+4+2)(—-1-3) (—24+1)(-2-3) 5 B3+ 1)(3+2)
Allora
V' z45 ! 1 3/5 2/5
T dr = _
/0x3—7x—6 v /0 ( x+1+x+2+x—3)
3 2 1
:[—log|x+1|+glog|a?+2|+glog|x—3|}0
_ log(3) — 61og(2)
- - .
Esercizio 3.d. Calcolare . .
————dx.
o VTt ’
Poniamo t = /x, allora t* = z, 2tdt = dz e
+oo 1 +o0 1 +00 1
— dr= 2tdt) = 2 —— dt.
0 \/E+x2x /0 t+t4( ) /0 341
Orat?+1=(t+1)E—-t+1)e
11 1 =2
B+1 3\t+1 2—t+1)
Inoltre se s =t — 1/2 allora
t—2 s—3/2
——dt = d
/t2—t+1 /52+3/4 s
s 3 1
= ———ds— - | ———=———ds
/32+3/4 2/s2+(\/§/2)2
1
=3 log(s® + 3/4) — V3 arctan(2s/V3) + ¢
1 2t —1
= —log(t* —t+1 —\/garctan<7)+c.
5 log( ) 7
Quindi,
o0 1 00 1
dx =2 —dt
/0 VT + a? v /0 341
2 1 2t — 1\ 7+
=3 [log(t +1)— 5 log(t* — t + 1) 4+ V3 arctan (W) ]0
2 t+1 2t — 1\ 1+
=—-|log | ———— +\/§arctan<7)}
3[ g( 22— 1+ 1 V3 /o
_2 V3r  \3rw B 47
3\ 2 6 | 33

(@]

2

g.



Esercizio 3.e. Calcolare »
/ sin(2z) sin(3x) dz.
0

Ricordando che
cos(3x £ 2x) = cos(3x) cos(2x) F sin(3x) sin(2x)

abbiamo
cos(3x + 2z) — cos(3z — 2z) = —2sin(3x) sin(2x)
da cui |
sin(2z) sin(3x) = 5 (cos(x) — cos(bz)) .
Quindi

/2 1
/0 sin(2z) sin(3x) dr = %/0 (cos(z) — cos(5x)) dx

1 in(bx)77/2
i) - 0]

1-1/5 2
2 5
Esercizio 3.f. Calcolare "
/ tan(z) tan(2z) dx.
0

Notiamo che la funzione integranda e non-negativa sull’intervallo di integrazione. Inoltre per
x— (n/4)", t=n/4—x— 0T
tan(w/4—t) 1
t tan(2x) =t 4—1t)t 2-2) = ————F ~ —.
an(z) tan(2z) = tan(m/ ) tan(m/ ) tan(21) 57
e dato che I'integrale di 1/t in un intorno destro di 0 & divergente a 400 possiamo concludere,

senza determinare una primitiva di tan(z) tan(2z), che anche 'integrale improprio in questione
diverge,

w/4
/ tan(x) tan(2z) do = 4o00.
0



Esercizio 3.g. Calcolare
+o00o 1

—dx.
0 Vetr —1

Poniamo t = ve** — 1, allora x = ilog(l + 1), do = _z(fitﬁ) €

/*w 1 y oo tdt
——dr = -
0o Ve —1 ot 2(1+1¢t?)
teo /20 7w

1 [ tan(t)} = = —
o[ o 2 4

Esercizio 3.h. Calcolare

1
/ arccos(z) de.
0 V 1—2z

Abbiamo che

“arccos(z) , (! _ —x
0 ﬁdx_/o arccos(x)d(—2v1 — x)

= —Q[arccos(x)mn +2 /01 V1 — zd(arccos(z))

LVi=z |
=r7—2 dr=m—2 dx
0o V1—2? 0o V1i+ax

:w—2PVTIﬂ N

1
0



Esercizio 4.a. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/+°° arctan(1/y/x) o

xa
al variare del parametro o € R.

" /9
arctan(l/v/x
fz) = . :
T
Nell'intervallo (0, +00) i punti da indagare sono due: 07 e +o0.
Per  — 0T abbiamo che

e dunque la convergenza si ha per a < 1.

Per £ — 400 abbiamo che
1/ *W/x 1
~ e - pot+l/3”

f()

e dunque la convergenza si ha per a + 1/3 > 1, ossia a > 2/3.
Possiamo cosi concludere l'integrale improprio dato ¢ convergente se e solo se 2/3 < a < 1.

Esercizio 4.b. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

+0 (L _ 1\«
/ (e‘ 1) i
0 sinh(x)
al variare del parametro a € R.
Sia ( )
et — «
Jw) = sinh(z)

Nell'intervallo (0, +00) i punti da indagare sono due: 07 e +o0.

Per x — 07,
@ 1
fla) ~ =~

T rl-o :

Quindi, per la convergenza, 1 — a < 1 ossia o > 0.
Per x — +o00,

6061‘

f@) ~

Cosi, per la convergenza, a — 1 < 0 ossia o < 1.
Possiamo concludere che 'integrale improprio dato e convergente se e solo se 0 < o < 1.

= 2¢ele~ e,




Esercizio 4.c. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/+oo (1 _ e—|:c+1|)|x _ 1|2 o

o = 1"

al variare del parametro o € R.

Sia

(1 _ e—\x-ﬁ-l\)‘x _ 1|2
EETT

fz) =

Si noti che x* — 1 = (z — 1)(z + 1)(z* + 1) e quindi il dominio della funzione da integrare ¢
R\ {—1,1}. Dunque i punti da indagare sono quattro: —1, 1, —oo e +00.
Per z — 1,

(1—e2)|z— 1 B C
/(@) oz =1 Jz—12
Quindi, per la convergenza e necessario che o — 2 < 1 ossia o < 3.
Per z — —1,
|z + 1]22 C
f(z)

RS RS I
Per la convergenza, o — 1 < 1 ossia a < 2.
Per z — 400,
2?1
f(x) |x|4a - |x|4a—2

Cosi, per la convergenza, 4o — 2 > 1 ossia a > %.
Imponendo tutte e tre le condizioni abbiamo che I'integrale improprio dato € convergente se e
solose%<a<2.

Esercizio 4.d. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

o0 | _ o—1/(1+a?)

o V7 |log(z)®
al variare del parametro o € R.
Sia (L)
1—e" v
F@) = =
v |log(z)|
Il dominio della funzione da integrare ¢ (0, +00)\ {1} e dunque dobbiamo fare I’analisi asintotica

in 0, 1 e +o00.

Per z — 0% abbiamo
Fla)
)y~ —
213 [log(z)|*

Dato che 1/3 < 1, la condizione di convergenza in un intorno destro di 0 ¢ soddisfatta per
qualunque «.
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Per z — 1,
1— e—l/(l+x2) 1— 6_1/2

f(z) = Jrllog(l+ (x — 1)~ Jo— 1]

Cosi la condizione di convergenza in un intorno di 1 e soddisfatta per a < 1.
Per x — +o00,

f(a) 1/(z* 4+ 1) 1
x) ~ = .
a3 |log(z)[*  a™/3[log(x)|”
Dato che 7/3 > 1 la condizione di convergenza ¢ soddisfatta per qualunque a.
Quindi I'integrale improprio dato e convergente se e solo se o < 1.

Esercizio 4.e. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/”/2 V/sin(z)(1 — sin(z)) i

tan®(x) cos?(x)

al variare del parametro o € R.

Sia

sin(x)(1 — sin(x

oy = VI —5i(2))

tan®(x) cos?(z)
Nell'intervallo (0,7/2) i punti da indagare sono due: 0% e (7/2)".
Per z — 0%,

r1/? 1

f(x) ~ o ~ pa—1/2"

Per la convergenza, a —1/2 < 1 ossia o < 3/2.

Per © — (7/2)7,sihachet = 7/2—x — 07, sin(z) = cos(t), cos(x) = sin(t), tan(x) = 1/ tan(¢)
e

(1 —cos(t))/?  (¢2/2)Y2 2712

tan~(t) sin®(t) - fl-a’

Per la convergenza, 1 — a < 1 ossia a > 0.

Cosi l'integrale improprio dato & convergente se e solo se 0 < a < 3/2.

fx) ~

Esercizio 4.f. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/2
/ tan(z) i

sa (tan®(z) — 1)

al variare del parametro o € R.

Sia
tan(z) tan(z)

flz) = (tan®(z) — 1)*  (tan(z) + 1)*(tan(z) — 1)*’

Nell'intervallo (7/4,7/2) i punti da indagare sono due: (w/4)" e (7/2)".

11



Per x — (r/4)T,sihachet =x — /4 = 0" e

11
20(2t)> 4ot

fx) ~
dove si ¢ usato lo sviluppo di tan(z) in 2 = 7/4
tan(x) = tan(w/4) + tan'(7/4)(x — 7/4) + o(x — 7/4) =1 + 2t + o(t).

Quindi, per la convergenza, o < 1.
Per x — (7/2)~,si ha che t = 7/2 —x — 07, tan(z) = 1/tan(t) ~ 1/t e

¢t t1 1
f(l’) ~ (t_2 . l)a - t—2a(1 _ t2)a ~ t1—2a'

Per la convergenza, 1 — 2a < 1 ossia o > 0.
Cosi l'integrale improprio dato € convergente se e solo se 0 < o < 1.

Esercizio 4.g. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/ Va + 2log(x + 2)
dx
(6+z —a?)

al variare del parametro o € R.

Sia

Vo +2log(r +2) log(z + 2)
(64+x—22)  (3—x)(x+2)"1/2

Nell'intervallo (—2,3) i punti da indagare sono due: (—2)* e 37.
Per z — (—=2)*,sihachet=2x+2— 0" e

fx) =

log(t)

f(x) ~ 5O‘ta_%

e quindi 'integrale di f su (—5, 0] converge se e solo se a — % < 1 ossia se a < %
Inoltre per x — 37, sihachet =3 —x — 0" e

log(
(o) ~ 20

e quindi 'integrale di f su [0, 3) converge se e solo se a < 1.
Pertanto I'integrale di f su (—2,3) converge se e solo se o < 1.
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Esercizio 4.h. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

! sin(az) — log(1 + 22))|

o 2(Vd+z+r—2)

dx

al variare del parametro o € R.
Sia
_|sin(azx) — log(1 + 2z)|

22(Vi+z+r—2)

Nell'intervallo (0, 1) & necessario indagare solo in 0.
Per x — 07,

()

oz =2+ 227 + 0o(2?)]  |(a = 2)z 4 22* + o(a?)|

1) = o+ ~ o)

Quindi se a # 2,
la —2|z  |a—2|
fx) ~ 572 32

e l'integrale non ¢ convergente. Invece se a = 2 allora

212 2
f(l")’vwzm

e l'integrale ¢ convergente.
Quindi la convergenza si ha solo per a = 2.
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Esercizio 5.a. Fare un esempio di una funzione f derivabile in (—1, 1) tale che f((—1,1)) =R

e f_ll f(z)dx = 0.

Basta considerare una funzione derivabile, dispari e non limitata tale che il suo integrale im-
proprio su (—1,1) sia convergente. Ad esempio

X

==

Allora dato che
lim f(z)=—00 e lim f(z) =400

z——1 z—1

si ha, per il teorema dei valori intermedi, che f((—1,1)) = R. Inoltre

/_11 f(x)dr = [_m]1—1 =0.

Esercizio 5.b. Fare un esempio di una funzione f derivabile in (0, +00) tale che f((0,+00)) =
(0,+00) e [;7 f(x) dx & convergente.

Ad esempio la funzione

1
f (SL’) - 10+ LL’b
con 0 < a <1 < b, ha le proprieta richieste (si veda anche I'esercizio 3.d).
Tale funzione ¢ derivabile in (0, 4+00),

lim f(z) =400 e lim f(x)=0.

xz—0 r——400

Quindi, per il teorema dei valori intermedi, f((0,+00)) = (0, +00). Inoltre l'integrale improprio
di f su (0,1) & convergente perché per

1 1
perz — 07, f(z) = —cona<1 e perz— +oo, f(xr)=— conb> 1.
z® T

14



