Analisi Matematica 1 - Canale Lj-O
Foglio di esercizi n. 8
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Calcolare

. cosh(sin(4x)) — cos(3 sinh(z))
lim 5 .
2—0 log(e 4 x2) — e2*

Per x — 0, il numeratore e

cosh(sin(4x)) — cos(3sinh(z)) = cosh(4x + o(x)) — cos(3(x + o(x))
— (1 + (4*75_'_ O(I)) + 0(1,2))

2
(32 + o(x))? 2
5 927 o 2527 5
=8z —I—T—I—O(x)— 5 + o(z?).

Mentre il denominatore e
log(e + %) — €2 =1+ log(1 + 2%/e) — 2’

— 1+ (x; + 0(:)32)) — (14 22% + o(2?))

1 — 2¢)x?
— (1= 2e)a” + o(z?).
e
Quindi, per z — 0,
cosh(sin(4x)) — cos(3 sinh(z)) _ % +o(2?) - __ %e
log(e + x2) _ 62502 (1—266):(:2 ‘l’ O(:L.Z) 2(26 — 1) '

Esercizio 1.b. Calcolare

V1423 — 1 — o3
lim

-0 esin(@) _ carctan(z)

Per x — 0, il numeratore ¢

‘ 3 3 5.3
\/1+m3—\'71—x3:1+%+0(x3)— (1—x—+0(m3)) :i+0(m3).



Mentre il denominatore &
3 3
. T T
(@) _ garctan(z) — oy, (x 5 + 0($3)> — exp (x -3 + o(x?)

x— — + o(z?)

)

6 2!

- ( a3 ) (et o(z2))? R gfﬁ)):”

2!

3!

L ( 2’ (xg)) C(zto(@?))’  (z+o(a?)’

Quindi, per x — 0,

VIt -T2 _ % 4o
esin(z) _ parctan(z) %3 + o(x?)

Esercizio 1.c. Calcolare
9 21/n n log(n)
lim (2+ "+ n

" o) (3~ (35— w1

Per n — o0, dopo aver diviso numeratore e denominatore per 3™ abbiamo

n\n og(n 21/n_1\n nlog(n)
(2 + 24/m)n 4 plos) (1+25=)n 4 22

log(n) (3” - (3 - m>n> } log(n) (1 - (1 - ?m%g(n)yL) |

Ora
. 21/n -1 n . 61n(2)/n -1 n
(+55) = (=)
_ (1 L@ o(l/n)) L B _ /5
3n
Inoltre
nlog(n) )
gn = oxXP (log®(n) — nlog(3)) — e~ = 0.
Infine

log(n) (1 — (1 — m> n) = log(n) <1 — exp (n log <1 ~ 3nlog(n)

1+o(1)
o 1 - exp <_3log(n)> N 1
B 1/log(n) 3

1

)



Cosi, per n — o0,
2 21/n n log(n) 2 1+ () ]
2+2Y"" +n V20 _ oo

log(n) (3” - (3 - nlo}g(n)>n> - 1/3

Esercizio 1.d. Calcolare

. 2 n+1 " _ 1
lim n cos 5 —e 2 .
n— 00 n
Abbiamo che
) = (3G ) o) - (1 o)
o8 n? - 2\n n? © n3 N 2n?2 ns 0 n3
1

- +o())
2n  n? On2

Inoltre




Esercizio 2.a. Tracciare il grafico della funzione

f(@) = vexp ('x‘ 1')

T

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti e i punti di non derivabilita.

Il dominio ¢ D =R\ {0}. Per x — +o0,
f(@) =zee ™" = xe (1 —1/x+0(1/x)) = e(x — 1) + o(1).
Analogamente per x — —oo,
flx) =zete® =ge L (1 +1/x +o(1/x)) = e L (z + 1) + o(1).

Quindi gli asintoti a +00 e —oo sono rispettivamente y = e(x — 1) e y = e~ (x + 1). Inoltre

: |z —1] . |z —1]
lim xexp =400 e lim zexp = 0.
x

z—0t x—0~ X

La derivata e

r—1\ z+1
exp se x € (1,+00),

1— -1
exp ( x) ’ se x € (—o00,0) U (0,1).

Quindi f e crescente in (—00,0) e in [1,4+00) ed & decrescente in (0, 1]. La funzione non &
derivabile in 1 dove ¢’¢ un punto angoloso con

ff1)y=0 e fi(1)=2

Il punto x = 1 & di minimo relativo. Non ci sono punti di massimo o minimo assoluto.



_2_ .

Grafico di f(x) = zexp (\x — 1‘)
x



Esercizio 2.b. Tracciare il grafico della funzione

f(z) = axctan (M)

T+ 3

specificando il dominio, gli asintoti, gli intervalli di monotonia, i massimi e i minimi relativi e
assoluti e i punti di non derivabilita.
Il dominio ¢ D =R\ {—3}. Abbiamo che

2

4+ 3 -

lim arctan
r—to00

) 2

e quindi gli asintoti a +00 sono rispettivamente y = +7/2. Inoltre

2 _
lim arctan (M) = :I:E.

r——3% x 4+ 3 2

La derivata ¢

3 22+ 6x+1
/ — .
e 1+ (_3(r2—1>>2 (z +3)
z+3

Cosi per z € D, f(z) > 0 se e solo se 22 + 6z + 1 > 0 da cui deduciamo che f & crescente in
(=00, =3 —2v/2] e in [~3 +2V/2,+00) ed & decrescente in [—3 —2v/2, —3) e in (=3, —3 +2v/2].
Il punto x = —3 — 2¢/2 ~ —5.83 & di massimo relativo mentre il punto xr = —3 + 2v/2 ~ —0.17
¢ di minimo relativo. Non ci sono punti di massimo o minimo assoluto.
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Esercizio 3.a. Calcolare

2
re®
———dx
/ 9 + e2?
Poniamo t = eIQ, allora dt = "2z dx e

/ ze” 1/ dt arctan(t/3) arctan(e” /3)

9 + 227 T3

e 6 T 6 ¢

Esercizio 3.b. Calcolare

X

[ lestose)

Poniamo t = log(x), allora dt = dx/x e

/ log(log(®)) , / log(t)dt = tlog(t) — / t(log(t)) dt

= tlog(t) — t + ¢ = log(x) log(log(z)) — log(x) + c.

Esercizio 3.c. Calcolare

/:E log(1 + ) dx.

Abbiamo che

2 1
/:clog(l—l—m) d:c:/log(l—l—m) d(z%/2) = %log(1+x)— §/x2d(log(1+m))
x? 1 x?
— 2 oe(1 _Z
5 og(1l+ ) 2/1+xda:
x? 1 [f22—-1+1
= gl —= [Ty
5 og(l+ z) 2/ 7z &
x? 1 1 dx
—?log(l—i-m)—i/(x—l)dm—5/1+$
x? 2z log(l+x)
T g1 o) - Ly _lsl ¥y
5 og(1l + x) 113 5 +c

Si noti che la funzione z log(1+ ) ¢ definita per 1+ > 0 e quindi nellintegrazione di 1/(z+1)
non occorre mettere il modulo all’argomento del logaritmo.



Esercizio 3.d. Calcolare

/6x\/5+x—2\/§+2d$
2r —\/x

Poniamo t = /x, allora t* = z, 2tdt = dz e

-2 2 B 4+t2 -2t 42
/6x\/§+x RS dx:2/6 + +2
2r — /x 2t —1

dt
=2 4o)dt+4 | ——
/(3 + 2t) dt + o7 — 1

= 2t> + 2t + 2log |2t — 1| + ¢
= 2x\/x + 22+ 2log [2v/x — 1| + ¢

dove effettuando la divisione di polinomi si & ottenuto che

6t +12 — 2t +2 = (32 +2t)(2t — 1) + 2.

Esercizio 3.e. Calcolare

Integriamo per parti due volte

[ () [50 [rna(-)
=t [ (-2 dtogto)
_ _logi(@) 2/ (—log(f>) da

_ _logi(x) —2 / log(z) d 1)

log?(z ) 2 log

(:
1

=— +2/ d(log(z
x x
/1
+

:_logz( x) 2log _|_2
T

log? () 2log< ) 2
x x
2 21 2
log”(z) + og( )+ ny

X

C




Esercizio 3.f. Calcolare

/eta“(x)(sin(x) + cos(z)) .

cos3(x)
Poniamo t = tan(z), allora dt = dz/ cos?(x) e

/ (@) (sin(z) + cos(z)) dr = / '@ (tan(z) + 1) .

cos3(x) cos?(x)

= /et(t +1)dt=e'(t+1—1)+c=e™@ tan(z) +c.

10



Esercizio 4.a. Calcolare

e 1
/1 23+ 1los@)? -

Poniamo ¢ = log(x), allora dt = dz/x e

[t |t ol = ()%

Esercizio 4.b. Calcolare .
/ (1 + 22%)e* dz.
0
Abbiamo che

1 1
/ (1 + 222)e® dg = / (14 202)e2 d(e2/2)
0 0

2z 41 1

2 2 0
3?1 2+[625‘}1
22 2 lo

e? 1 e 1 9
= — — — _—— = = —1
5 27327 °¢

Esercizio 4.c. Calcolare

’ |z|(cos(z) — 2sin(x)) dz.

—T

Dato che la funzione |z| cos(z) € pari e la funzione |x|sin(z) & dispari,
/ 12|(cos(x) — 2sin(a)) dz = 2 / 2 cos(z) da = 2 / d(sin(x))
- 0 0
=2 [x sin(x)} T 2/ sin(x) dx
0

0

:0+2km@ﬂzz—2—2:—4
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Esercizio 4.d. Calcolare

/07T (sin®(z) + cos®(z)) da.

Dato che la funzione cos®(x) ¢ dispari rispetto al centro z = 7/2 dell’intervallo [0, 7], U'integrale
Jy cos®(x) dx vale zero. Quindi

/0 ' (sin®(x) + cos®(z)) da = /0 " sin?(z) do = /0 " 1—#8(255) o
_ E n sinfgy)]n o7

o 2

Esercizio 4.e. Calcolare

2
/ log(4 + %) dz.
0

Integriamo per parti

2 2 2 22:,2
/0 log(4 + 2%) dx = [mlog(4+x2)}0 —/0 gy dx

= 2log(8) —2/02 (1 — m) dx
= 6log(2) — 2 [x —2 arctan(x/2)}z

= 6log(2) —4 + 7.

Esercizio 4.f. Calcolare

/6 1
/ dx.
o cos(x)

Poniamo t = sin(z), allora dt = cos(z) dzx e

0 2



Esercizio 5.1. Fare un esempio di una funzione f continua in [—1, 1] tale che la sua media
integrale su [—1, 1] vale 4 e che ha almeno due punti distinti 1,25 € [—1,1] per cui f(z;) =

f(x2) = 4.

La funzione
f(z) = sin(rz) +4

ha le proprieta richieste. Infatti f ¢ continua in R e la sua media integrale su [—1,1] ¢
1 ! I I
—_— f(:c)dx:—/ sin(wx)dm—i——/ 4ddr=0+4=4.
1—(-1) /_1 2J4 2J4

Inoltre l'equazione f(z) = sin(mx) + 4 = 4 ha tre soluzioni in [—1, 1] ossia —1, 0 e 1.

Esercizio 5.2. Fare un esempio di una funzione f continua e positiva in [0, +00) tale che la
funzione integrale F(z) = [7 f(t) dt ha un asintoto orizzontale per & — +oc.

La funzione

1
T =1rp

ha le proprieta richieste. Infatti f e continua e positiva in R e

Flz) = /0 ") dt = /0 ' 1‘” — [arctan(t)] = arctan(z).

+ 2
Inoltre T
Jm (x) Jim arc an(x) 5

e quindi per z — +o00, y = 7/2 & l'asintoto orizzontale.
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