Analisi Matematica 1 - Canale Lj-O
Foglio di esercizi n. 5
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Calcolare
2log(n2+n)

lim ————.
oo log(n!)
Notiamo che per n > 1,

210g(n2+n) — elog(n2+n) log(2) _ (n2 + n)log(2) > n2log(2) — nlog(4).

Inoltre n! < n" e dunque nlog(n) > log(n!). Quindi per n — +oo,

210g(n2+n) nlog(4) nlog(4)—1
> = N
log(n!) — nlog(n)  log(n) oo

perché log(4) > 1. Quindi
210g(n2+n)
lim —— = +o0.
n—oo log(n!)

Esercizio 1.b. Calcolare
210g(n2+n)
lim ——.
n—00 n3 +1

Notiamo che per n > 1

log(2)
21og(n2+n) _ 610g(n2+n) log(2) — (7’L2 + n)log(Z) — n2log(2) (1 + l) — nlog(4) (1 +
n

Inoltre v/n3 + 1 > n%/2. Quindi per n — +o0,

2log(n2+n) nlog(4) (1 4 1)10g(2)
<

S 1 log(2)
n = plos®)=3/2 (1 + —) — +0
n

0<

n3_|_1 - n3/2

perché log(4) < 3/2. Quindi
210g(n2+n)
lim —— =0.
n—oo /M3 4+ 1

1

n

) log(2)



Esercizio 1.c. Calcolare

’ 3log(1+ 1) + 4log(1 + 27)
1m .
z—+00 Vi+az2+z

Per x — 400 abbiamo che

3log(1+ 1) +4log(1427)  3log(l+ 1) +4log(2°(1+27"))

VIita?+a x(,/1+m%+1>

~ 3log(1 4 1) +4log(2)x + log(1 +27")

(e

1 —x
B 310g(i+;) +410g(2) + lOg(li—Q )

1+5+1
3-0+4log(2)+0
1+1 N

21og(2).

Esercizio 1.d. Calcolare

i 3log(1+ 1) + 4log(1 + 27)
im .
T——00 Vi+az2+uo

Per x — —o0o abbiamo che

3log(1+ 1) +4log(1427)  3log(l+ 1) +4log(l+2%)

Vit+a? +x —x(,/l—i—m%—l)

log(1+1/x) x log(142%)
37g1/x + 4227 BT

\1+1/22-1

1/x2
L, 3-144-0-1
1/2 B

—6.



Esercizio 2.a. Determinare la retta tangente al grafico di

8(1 + cos(m/x))

fz) =

nel punto (2, f(2)).

La derivata della funzione &

—sin(r/z)(—m/x*)x — (1 + cos(m/x))

f(z)=s-

e quindi f'(2) = 7 — 2. Inoltre f(2) = 4. Allora la retta tangente cercata ¢

y=f'2)(z—2)+ f(2) = (mr —2)z + 8 — 2.

Esercizio 2.b. Determinare la retta tangente al grafico di

0= 25

nel punto (1, f(1)).
La derivata della funzione &

2" 4 2% — xlog(z)(27 log(2) + 2x)

f/(x) 2(2° + 12)?

e quindi f’(1) = 1/3. Inoltre f(1) = 0. Allora la retta tangente cercata ¢

_:17—1

y=FM-1)+ 1) =

Esercizio 2.c. Determinare la retta tangente al grafico di

_ wsin(w)
fla) = 1 + cos(x)
nel punto (7/2, f(7/2)).

La derivata della funzione &

(sin(z) + z cos(x))(1 + cos(z)) + x sin®(z)
(14 cos(z))?

f'(x) =

e quindi f'(7/2) = (24 m)/2. Inoltre f(n/2) = w/2. Allora la retta tangente cercata e

2+ T 2
r— —.
2 4

y=f'(7/2)(x—7/2) + f(7/2) =



Esercizio 2.d. Determinare la retta tangente al grafico di

fla) = <1+%)x

nel punto (1, f(1)).
La derivata della funzione ¢

o= (1+2) (v 52)

e quindi f'(1) = 2log(2) — 1. Inoltre f(1) = 2. Allora la retta tangente cercata e
y=f()(z-1)+f(1) = (2 log(2) — 1)x + 3 — 21og(2).

Esercizio 2.e. Determinare la retta tangente al grafico di

f(z) = arcsin(z)

arccos(z)

nel punto (0, £(0)).

La derivata della funzione &

arccos(z) arcsin(z)
Vi-a? (_ Vi-a? )

/ —
) = (arccos(x))?
e quindi f'(0) = 2/7. Inoltre f(0) = 0. Allora la retta tangente cercata e

y= F(O0)(x—0)+ £(0) = 2%

Esercizio 2.f. Determinare la retta tangente al grafico di

w2\/3 + e

f(z) = arctan(x + 1)

nel punto (0, £(0)).

La derivata della funzione e
) = e” arctan(zr + 1) — 2(3 + ) /(2% + 2z + 2)
21/3 + e arctan?(x + 1)

e quindi f’(0) = 7 — 16. Inoltre f(0) = 8x. Allora la retta tangente cercata ¢
y = f'(0)(z—0)+ f(0) = (7 — 16)x + 3.



Esercizio 3.a. Data la funzione
f(x) =z +sin(z)

determinare f’ e studiarne il segno.

Per x € D = R si ha che
f(z) =1+ cos(z).

Abbiamo che f'(x) > 0 se e solo se cos(z) > —1. Quindi

>0 sex e R\ {r+2kr:kecZ}
fl(z) =X =0 sexc{r+2kn:kclZ}

< 0 mal.

Esercizio 3.b. Data la funzione
flz) =z
determinare f’ e studiarne il segno.

Per z € D = (0, +00) si ha che

N log(x))

fl(a) =

Cosi, per x > 0,
f(z) >0 1—log(x) >0 x<e.
Quindi
>0 sex € (0,e),
fz)=<¢=0 sex=e,
<0 sex € (e,+00).

Esercizio 3.c. Data la funzione

1— |2z + 1|
===
determinare f’ e studiarne il segno.
Per x € D = R si ha che
2(z% -1
% se x > —1/2,
2(x? 422 — 1) “ 1
- se x < —1/2.
(z2 + 1)



Nel punto z = —% la funzione non & derivabile (la derivata destra ¢ diversa dalla derivata

sinistra). Studiando il segno di f’ troviamo che

>0 sex€(—1—+2,-1/2)U(1,+0),
flx)=4=0 sexe{-1—-+21},
<0 sex € (—o0,—1—+2)U(=1/2,1).

Esercizio 3.d. Data la funzione

determinare f’ e studiarne il segno.

Per x € D = R si ha che
Flx) = =2 x(2® — 1) (2% — 4).
Cost,
fl@) >0 2(@*—1)(2* —4) <0& € (—00,—2] U[-1,0] U[1,2].
Quindi

>0 sex € (—o0,—2)U(—1,0)U(1,2),
fllx)=<=0 sexe{-2-1,0,1,2},
<0 sex e (—2,—-1)U(0,1)U (2, +00).

Esercizio 3.e. Data la funzione
f(z) = zlog|z|

determinare f’ e studiarne il segno.

Per z € R\ {0} si ha che
f'(z) = log|z| + 1.

Cost,
f'(x) >0z € (—o0,—1/e]U[l/e, +00).

Quindi
>0 sex € (—oo,—1/e)U(1/e,+00),
flx)=¢=0 sexe{-1/e 1/e},
<0 sexe(=1/e,0)U(0,1/e).



Esercizio 3.f. Data la funzione

f(z) = Vo —4log(vr +1)
determinare f’ e studiarne il segno.

Il dominio ¢ D = [0,400). Per x € D\ {0} = (0, +00) si ha che

f non e derivabile in x = 0. Cosi, per x > 0,
f(x)>0& Vr>3szel9,+00).

Quindi
>0 sex e (9,+00),
f(z)=4{=0 sex=09,
<0 sexe€(0,9).



Esercizio 4.a. Fare un esempio di una successione non limitata che abbia almeno una sotto-
successione convergente.

La successione {a, },>o data da

2n  sen e pari,

an:(1+(—1)")-n:{

0  sen e dispari,

soddisfa le proprieta richieste: e limitata perché a,, = 4n — 400 e ha una sottosuccessione
convergente perché as,_1 =0 — 0.

Esercizio 4.b. Fare un esempio di una successione che abbia almeno tre sottosuccessione
convergenti a limiti finiti diversi.

La successione {a,},>o data da

1 se n ¢ divisibile per 4,
a, =cos(nm/2) =40  sen & dispari,

—1 sen — 2 e divisibile per 4,
soddisfa le proprieta richieste perché ha tre sottosuccessione convergenti a limiti finiti diversi

sy, =1 — 1, aop—1 =0 — 0, Agp42 = -1 — -1

Esercizio 4.c. Fare un esempio di una funzione continua in (0,1), non limitata e con un
punto di minimo assoluto.

La funzione

1
f(x)—m

ha le proprieta richieste. f & continua in (0,1) ed & non limitata perché

lim f(z) = lim f(z) = +o0.

z—0t z—1—

Inoltre
20 — 1

(z(1—x))?
e quindi f ¢ crescente in [1/2,1) ed & decrescente in (0,1/2]. Ne segue che z = 1/2 ¢ un punto
di minimo assoluto.

fl(a) =
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Esercizio 4.d. Fare un esempio di una funzione continua in R, limitata, senza punti di
massimo assoluto e punti di minimo assoluto, ma con almeno un punto di massimo relativo e
almeno un punto di minimo relativo.

La funzione
f(z) = arctan(z® — 3z)

ha le proprieta richieste. f ¢ continua in R ed e limitata perché f(x) € (—n/2,7/2). Inoltre

3(z? -1
fla) = =D
1+ (23 —3x)
e quindi f ¢ crescente in (—oo, —1] e in [1, +00), ed ¢ decrescente in [—1, 1]. Ne segue che z =1
¢ un punto di minimo relativo e x = —1 € un punto di massimo relativo. Non sono assoluti
perché
f(1) = —arctan(2) > lim f(x)= I f(=1) = arctan(2) < lim f(z) = z
T——00 2 T—+00 2



-1,51
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