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Esercizio 1. [8 punti] Calcolare il seguente limite:

1
lim (eA:‘”2 — Az arctan(z)) 4"

z—0

con A # 0.
Svolgimento. Utilizziamo i seguenti sviluppi di Taylor per ¢t — 0:

2 43 12 t3

ef=1+t+ 3t 5 +o(t?), log(l+t)=t— 5T o(t*), arctan(t) =t — 3 + o(th).

Pertanto

2 2t a3

log (eAm — Az arctan(m)) = log (1 + Az® + — Az (z — ) + 0(m4)))
2.4 4
zlog(1+Ax2+ A 2+Tx+o(x5))

(3A +62A)x +0(x5)>

+
A(BA+2)2*
6

da cui segue

vt ~ exp ( _ Aigﬂ log (eAxQ — Aw arctan(m))) = exp ( - 3A6+ - + O(x))'

o
lim (eAx2 — Ax arctan(x)) At — o~ (34+2)/6
z—0

(eAxQ — Az arctan(x))

Cost si conclude che



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(@) = (a* — A%) log(|2* — A?|) — 2

per A > 1, specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di mas-
simo/minimo relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non ¢ richiesto lo studio della derivata
seconda.

Svolgimento. Per il dominio dobbiamo imporre che 22 — A% # 0 ossia x # +A da cui

D=R\{-A A}.
Dato che la funzione f e pari, possiamo supporre z > 0. I limiti agli estremi del dominio sono
. . : . [f(z)
1 =1 = —A? 1 = 1 = .
lim f(z) = lim f(z) , Jlim fz) =+oo,  lim == = +o0

Ne segue che f non ammette asintoti.
Derivata prima. Per x € [0, A) U (A, +00),

2x
22 _ A2
pertanto per z > 0, f & crescente in [0, /A2 — 1] ein [\/A2 + 1, +00) e f & decrescente per [v/ A% — 1,/ A2 + 1].
Quindi z = 0 ¢ un punto di minimo relativo, x = ++/A? — 1 sono punti di massimo relativo e z =
++v/ A% + 1 sono punti di minimo assoluto con

f(0) = —2A%1og(A), f(VA2—-1)=1-A% f(VAZ+1)=-A*—1

Si noti che lim, ,44 f'(x) = Foo.

f'(z) =2z log(|a* — A?|) + (2* — A?) — 22 = 2z log(|2? — A?|)

1A

Caso A = /2: grafico di f(x) = (2 — 2)log(|z* — 2|) — 2%



Esercizio 3. [8 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio per A > 0 al variare
del parametro o € R:

/2A sin(Ax) p

x.
o (cos(Az) + sin®*(Az) — 1)
Calcolarlo per av = 1/2.

Svolgimento. Abbiamo che

24 sin(Ax) B 24 sin(Ax) .
/0 (cos(Ax) + sin?(Az) — 1)« de = /0 (cos(Ax) — cos?(Ax))> de.

I punti da indagare sono 0" e (%)_.
Per x — 0T,

B sin(Ax) oo Az _ 2
1) = Cos@n e —cos@n) ) ~ 2 (A~ (An)eT’

e quindi I'integrale di f su (0, ;=) & convergente se e solo se 2a — 1 < 1 ossia a < 1.
Per z — (755) 81at———:c—>0+

24
B sin(Ax) 1 B 1 1
J(x) = (cos(Az))*(1 — cos(Az))® ~ (cos(Az))®  (sin(At))e  Aata
e quindi I'integrale di f su (4, 5-) se e solo se o < 1.
Cosi l'integrale dato e convergente se e solo se o < 1.

Calcoliamo l'integrale per o = 1/2:
sin(Ax)
\/cos Azx) — cos?(Ax)
Con la sostituzione cos(Ax) =t e, successivamente, v/t = s, I'integrale diventa
sin(Ax) 1
\/cos Ax) — cos?(Ax) = _/ \/ﬁ B Z/ ViV —t

=2 [ = % o =

g



Esercizio 4. [6 punti] Calcolare il polinomio di Taylor di ordine n = 4 con centro zo = £7% della
seguente funzione:

Svolgimento. Utilizziamo i seguenti sviluppi di Taylor per ¢t — 0:

cos(t) = 1—i+ﬁ+o(t5) B 1 —t+ 12+ o(t?).
2 24 o1+t
Ponendo t = z — (£7%), si ha che
1 1 +1
J(w) = sin(2x) - sin(2t + §) - cos(2t)
Inoltre
1 1
cos(2t)  1— 1 4 18455
2, 2t 5 2 3\’ 5
=1- (—21& —i-?—i-o(t )) + (—21& +o(t )) + o(t’)

2t 10¢4
:1+2t2—?+4t4+0(t5) :1+2t2+T—|—0(t5).

Ne segue che il polinomio di Taylor di ordine n =4 con centro xo = &7 di f ¢

Ty(x) ==+ <1+2<x$%>2+%<x$%)4).



