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SOLUZIONI

Esercizio 1. Calcolare il seguente limite

lim
n→+∞

(n+ A)2n−1
(

n
√
n+ 1− n

√
n
)n

.

Dato che per t → 0,

log(1 + t) = t− t2

2
+ o(t2) e et = 1 + t+ o(t),

ne segue che per n → +∞,

(
n
√
n + 1− n

√
n
)n

= n

((

1 +
1

n

)1/n

− 1

)n

= n
(

e
1

n
log(1+ 1

n) − 1
)n

= n
(

e
1

n(
1

n
−

1

2n2
+o(1/n2)) − 1

)n

= n
(

e
1

n2
−

1

2n3
+o(1/n3) − 1

)n

= n

(

1 +
1

n2
− 1

2n3
+ o(1/n3)− 1

)n

=
1

n2n−1

(

1− 1

2n
+ o(1/n)

)n

.

Cos̀ı possiamo concludere che

lim
n→+∞

(n + A)2n−1
(

n
√
n+ 1− n

√
n
)n

= lim
n→+∞

(

1 +
A

n

)2n−1

︸ ︷︷ ︸

→e2A

·
(

1− 1

2n
+ o(1/n)

)n

︸ ︷︷ ︸

→e−1/2

= e2A−
1

2 .
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Esercizio 2. Per A > 0 determinare gli intervalli di crescenza/decrescenza della seguente
funzione

f(x) =
√

|x2 − A2| − x+ A.

La funzione è continua nel dominio R. Inoltre è derivabile per x 6= ±A.

i) Per |x| > A,

f ′(x) =
x√

x2 − A2
− 1.

Risolvendo la disuguaglianza f ′(x) ≥ 0, ossia

{

|x| > A

x ≥
√
x2 − A2

⇔
{

x > A

x2 ≥ x2 −A2
⇔
{

x > A

0 ≥ −A2
⇔ x ∈ (A,+∞)

si ottiene che f è crescente in [A,+∞) e f è decrescente in (−∞,−A].

ii) Per |x| < A,

f ′(x) =
−x√

A2 − x2
− 1.

Risolvendo la disuguaglianza f ′(x) ≥ 0, ossia

{

|x| < A

−x ≥
√
A2 − x2

⇔
{

−A < x ≤ 0

x2 ≥ A2 − x2
⇔
{

−A < x ≤ 0

x2 ≥ A2/2
⇔ x ∈ (−A,−A/

√
2]

si ottiene che f è crescente in [−A,−A/
√
2] e f è decrescente in [−A/

√
2, A].

Riassumendo, f è crescente in [−A,−A/
√
2] e in [A,+∞) mentre f è decrescente in (−∞,−A]

e in [−A/
√
2, A].
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Esercizio 3. Per A > 0 determinare le primitive della funzione

f(x) = log2(A + x)

[

f(x) = log2(A− x)

]

e calcolare il seguente integrale improprio

∫ A

−A

log2(A+ x) dx

[ ∫ A

−A

log2(A− x) dx

]

.

Poniamo t = A+ x, allora dt = dx e integrando per parti due volte si ha

∫

log2(A + x) dx =

∫

log2(t) dt

= t log2(t) dt− 2

∫

log(t) dt

= t log2(t)− 2t log(t) dt+ 2

∫

1 dt

= t log2(t)− 2t log(t) + 2t+ c

= (A+ x) log2(A+ x)− 2(A+ x) log(A+ x) + 2(A+ x) + c.

Quindi l’integrale improprio vale

∫ A

−A

log2(A+ x) dx = 2A log2(2A)− 4A log(2A) + 4A

− lim
x→−A

(
(A+ x) log2(A + x)− 2(A+ x) log(A+ x) + 2(A+ x)

)

= 2A log2(2A)− 4A log(2A) + 4A.

In modo analogo si ottiene che

∫

log2(A− x) dx = (x−A) log2(A− x)− 2(x−A) log(A− x) + 2(x−A) + c

e ∫ A

−A

log2(A− x) dx = 2A log2(2A)− 4A log(2A) + 4A.
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