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Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 con centro o = 0 per la
seguente funzione:

1

fla) = T+ Ax? +e®

con A € R.

Svolgimento. Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per t — 0:

t 1+t+t2+t3+t4+ r + o(t°) ! L—t+t2 =1+ o(t%)
e = —+t+—+-—7=+o0 — =1- — o(t”).
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Pertanto per x — 0 si ha
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Esercizio 2. [6 punti] Data la funzione:
(VA — /x)log (| sin ZZ|)

M) = (= 27+ 1og(2)) oalle - A
calcolare ILI& f(z) e il_r& f(z) per A > 0.

Svolgimento. Per x — 07 si ha che

VAlog (%) VA(log(z) +log(5)) = VA

T~ g (2 log(A) ~ (loa(x) — log(A)) loa(A)  Tog(A)’
Cosi
VA
xlgél+ f@) = log(A)
Per x — A, postoy =2 — A — 0, si ha
f(x):(\/_ VY + )log(‘sm A)D :_\/Z(\/l—l—%—l)log(}smiﬂ)
(y? +log(*5%)) log(ly]) (y2 +log(1+ %)) log(|yl) -

Dato che per y — 0,

log (| sin y}) log (—y|) log(|y|) + log (%)
1+2 1+ L g1+ L)~ L AL = A2 1,
VT a o4 Y Og( A> A log(Jy]) log(Jy]) log(|y])

possiamo concludere che




Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(z) = barctan <%) —2log (|2* — 1)

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

Svolgimento. 11 dominio ¢ R\ {—1,0,1} in quanto deve essere x # 0 e |2 — 1| > 0.
Dato che funzione ¢ pari la studiamo solo per z > 0.
Limiti agli estremi.
5
lim f(x) = ;, lim f(z) =400, lim f(zx)=—o00, lim M =0.

x—0t r—1* T—r—400 T—400 T
Quindi z = 1 & un asintoto verticale e non ci sono asintoti obliqui/orizzontali.
Derivata prima. Per x ¢ {—1,0,1},
() = 5(=2/2%) 4 _ 2z(22* + 5z* — 3) _ 2z(2? + 3) (222 — 1)
1+ 1/ a2—-1 (14 24)(1 —2?) (14 2*)(1 —a?)
Dunque, per = > 0, f ¢ crescente in [%, 1), f & decrescente in (0, %] e in (1, 400), ammette un minimo

relativo in x = % e non ha massimi o minimi assoluti. Si noti che lim, .o+ f'(z) = 0.

Grafico di f(z) = 5arctan(1/z%) — 2log(|z* — 1|).



Esercizio 4. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
parametro a € R con A € R,

dzx.

/+°° log(1 — e~ V*=4)
A ewEA(y — A)e

Calcolarlo per o = %

Svolgimento. Per x — AT,
log(vx — A)  log(z — A)
J@) o~ = A ~ 3= ae
e quindi l'integrale di f su (A, A+ 1) converge se e solo se a < 1.
D’altra parte per x — 400,
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e dunque l'integrale di f su (A + 1, +00) converge se e solo se 1 + « > 0, ossia se a > —1.
Pertanto 'integrale di f su (A, +00) converge se e solo se —1 < o < 1.

: : 1 . . Ve—A —7\/27‘4
Calcoliamo l'integrale per a = 5, Con la sostituzione t = e~ "2 e dt = —Zm dzx,
+oo 1 1 _ —m 1
/ ngm ) g :4/ log(1 — 2)dt.
A e 2 Vr—A 0

Integrando per parti,
2

/10g(1—t2)dt:tlog(1—t2)+2/1_t2
1

dt

1 1
:tlog(l—t2)—2t+/(1—_t+1—+t> dt

= tlog(1 — t*) — 2t — log(1 — t) +log(1 +t) + ¢
= (t—1)log(1—t)+ (t+ 1) log(1 + ) — 2t +c.
Quindi

1

/ T los — e ) 4l 1)tog(1 — 1)+ (¢ + 1)log(1 +1) — 21

A e — A

0

— 4 lim ((t— Dlog(1 —t) + (t + 1) log(1 + ) — Qt) 0

t—1—

= 4tl_i>r{17(t —1)log(1 —t) + 8log(2) — 8
=0+ 8log(2) — 8 = 8(log(2) — 1).



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy
y"(x) + 4y’ (z) + 8y(x) = Acos(2x)
y(0) =0
y(0)=B
con A, B € R.
Svolgimento. L’equazione differenziale e lineare del secondo ordine a coefficienti costanti.

Dato che le soluzioni dell’equazione caratteristica 2% + 4z + 8 = 0 sono —2 =+ 2i, la soluzione generica
dell’equazione omogenea associata e

Yo(x) = cre™** cos(2x) + cpe™ " sin(27)

con c1,cy € R.
Alla funzione f(z) = Acos(2z) si associa il numero complesso 2i, che non ¢ soluzione dell’equazione
caratteristica. Quindi cerchiamo una soluzione particolare della forma

y«(z) = acos(2z) + bsin(2x).
Sostituendo nell’equazione, si ha
(4a + 8b) cos(2x) + (4b — 8a) sin 2z = A cos(2x).

e risolvendo il sistema

4b —8a =0

si ottiene a = %, b= 1—’%. Pertanto la soluzione generale dell’equazione e

{4a+8b:A

A A
Y(7) = yo(7) + yu () = c1672* cos(2x) + cye” * sin(2z) + 30 cos(2z) + o sin(27)

con c1,c9 € R.
Imponendo le condizioni iniziali y(0) = 0, ¢'(0) = B si determinano le costanti ¢; e ca:

Cl—|—%20
—201—}—2024—%:3

da cui segue

A 1
Cl = ——, 02:_<B_3A>
20 2 10
Si conclude che la soluzione del problema di Cauchy per x € R &

A L, 1 3AN o, . A A
y(x) = ~50°¢ cos(2x) + 3 (B — ﬁ)e sin(2x) + 50 cos(2x) + 10 sin(2z).

Nota: se nell’esercizio si sostuisce A cos(2z) con Asin(2z), la soluzione del problema di Cauchy ¢

2% cos(21) + 1(3 + é)e_zx sin(2zx) — A cos(2x) + % sin(2z).
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