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Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 nel punto zp = 7 per la
seguente funzione:

f(x) = (Asin(z) — Bcos(x))(2x — )

con A, B € R.
Svolgimento. Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per t — 0:
t3 2 t4
sin(¢) :t—g—i-o(t‘l), cos(t) =1— §+ﬁ+o(t5).

Postot =2 — 5 — 0:
f(x) = (Asin(z) — Bcos(x))(2x — )

- (tin (1) o 14 5) 2

2t (Acos(t) + Bsin(t))
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=%(A- "+ — + Bt — — t*
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= 2At +2Bt* — At® — = T3t o(t).

Pertanto, per x — 7 si ha

o =2a(e- ) vane- 3 -ae-3)'- 0= '+ A5 (- ).



Esercizio 2. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

lim <n2 cos <1+£) ”_ 20 )
n—s-+oo n  n2 on+1/

con A € R.

Svolgimento. Abbiamo che

(o4 A)) = (- AL+ AY o L))

o
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Pertanto

2 cos(l—l—A) R n2<1 ! +1_8A+0<1>> n? 4= 1+0(1)
n —+=)) - = - — — ) - —— =
n o n? 2n +1 2n 8n? n? 2 4
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Cosl il limite richiesto vale 3 A.



Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(z) = arctan(1l —z — log |3 — z|)
specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo

relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

Svolgimento. 11 dominio ¢ R\ {3} in quanto deve essere |3 — x| > 0 ossia = # 3.
Limiti agli estremi. Per x — 400,

f(z) = arctan(—z(1 + o(1))) — :Fz.

2
Quindi y = 7 e lasintoto orizzontale a —oo, e y = —7 & I'asintoto orizzontale a +oc. Inoltre
T
li = i tan(—log [3 — x| - (1 1)) = —.
Tim, f(@) = lim arctan(~log |3 — 2] (1+0(1))) = 2

Derivata prima. Per z # 3,

Fla) - 1 (1Y 1 2-a
14+ (1—x—1log|3 — x|)? r—3 14 (1—x—log|3—xz)? -3

Pertanto f ¢ crescente in [2,3), mentre f ¢ decrescente in (—00,2] e in (3,4+00). Quindi x = 2 ¢ un

s

punto di minimo relativo e f(2) = arctan(—1) = —Z.
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Grafico di f(z) = arctan(1l — z — log(|3 — z|)).



Esercizio 4. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
parametro a € R:

/+°° log(z — A + 1) (arctan(z — A))M_1 q
’ (o — Ayt '
con A € R. Calcolarlo per ao = %
Svolgimento. Per x — AT,
(x—A) - (z— A)2? 1
f(x) ~ (x — A)po-1 - (x — A)3a—1"

Quindi l'integrale di f su (A, A+ 1) converge se e solo se 3a — 1 < 1, ossia se a < %

Inoltre per x — +00,
™\ 20-1log(x)
fl@) ~ (5) ade—1’
Segue che l'integrale di f su (A + 1,+00) converge se e solo se b — 1 > 1, ossia se a > %
Pertanto l'integrale di f su (A, +00) converge se e solo se 2 < a < 2.

Calcoliamo l'integrale per a = % Intanto osserviamo che
o] 1 ool 1
/ og(z+1) dr — / og(z+1) Jr.
w AR e
Integrando per parti, e usando poi la sostituzione t = /z,
T log(z + 1) oo 1
——~dr = —2/ D(—) log(x + 1) dx
_ {log(m + 1)} e +eo 1

L TP e ®
log(z + 1)

. . log(z+1) Foo
=-21 — 2 +21] — - +4
:c—1>r-i{loo \/E * :cg(r)l+ \/5 + /0

— 040+ 4[arctan(t)]F> = 4- g = or.

dt
241



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:

yiz) _ (A+vo*

y'(@)+ 4 Y 7z
y(1) =0
con A > 0.

Svolgimento. L’equazione differenziale e lineare del primo ordine.
Con la sostituzione /x = t, abbiamo che

dx 2t 2A
2 = 9_ T
/A+\/E /A+tdt /( A+t> dt
=2t — 2Alog|A + t| = 2\/z — 2Alog(A + /1)

e il fattore integrante e
e2VE

exp (2vz — 2Alog(A + V) = AT /A

Quindi moltiplicando a destra e a sinistra per tale fattore e integrando otteniamo
2V Y

RV AN

Imponendo la condizione iniziale y(1) = 0 si determina la costante c:

0=e’+¢c = c= —¢2.

dr = >V + c.

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy per z > 0 &

ylo) = (A+ Vo) (1 - 0D,



