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Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 nel punto zy = 0 per la
seguente funzione:

2
f(z) = log(Az® + cos(z)) — %
con A € R.
Svolgimento. Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per ¢t — 0:
| . 2 t3 3 | t2 t4 5
og( —I—t)—t—§—|—§+0(t), cos(t) = —i—l-ﬂjto(t).
Quindi
x? x?
Az® + cos(z) — 1 = -5+ Az® + YR o(x"),
da cui segue
log(Az® + cos(z)) = log (1 + (Az® + cosz — 1))
2 4 1 2 2 1 2 3
= —% +Aa:3+% — 5(— % +Aa73+0(:):3)> + §<— % +0(a72)> + o(z°)
2 4t
= —% + Az + % - 5(% + A32® — A:E’) + o(z”)
2 4
_ 3_ T é 5 5
= 2+ x 12+2x+0(a¢)

Si deduce che lo sviluppo cercato e

4

A
flz) = —2* + Ax® — % + 5:)35 + o(z”).



Esercizio 2. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

n(l+e)w —log(1l+ e

lim —
n—+o00 SiIl2 (_A\e/ﬁ + %)
con A # 0.
Svolgimento. Abbiamo che
1 1 1 e eI
ot n Gt ) oo (- )
(1+e™)n =exp nog( +e™")) =exp ~e 5+ +o(e™")
—2n —3n —2n
e — -+~ +o(e™ 1/e™™— S— +o(e™2)2 —2n
— 1+ 7+ 5t >+_< 7+ o )) +O<e )
n 2 n n?
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= — = 0 .
n 2n 2n? n?
Inoltre
€—2n €—3n
log(1+¢€") =log(e"(1+e™™)=n+log(l+e")=n+e " — - + = + o(e™3).
Quindi il numeratore diventa
—2n —2n —2n —3n

n-(1+e_")% —log(l+e")=n+e " —

e
5 T o +O( n
—2n

e + ( e—2n )
= o .
2n n
Invece il denominatore ¢

st (472 + ) = (455 + o S2)) =+ o(50)

-n 6_2n € —3n
)—(n—l—e —T—FT—FO(&’ ))

dove, nel primo passaggio, si € usato il fatto che 1/n! € 0(%) perché
1 | n n—1
lim M g YO, T
Si conclude che il limite richiesto vale
67271 67271
_n(l4e™)w —log(1 + €") : o T 0( n ) 1
lim — T = lim > S~ =53
n—+00 sin (AW + H) n—+o0 A2% + 0<efn"> 2A
In alternativa, il numeratore si puo trattare anche cosi
1 t2 €—2n e—2n
—ny L n n 2
n-(1+e™)n —log(l+e")=n-(exp(tn) —1—ty) =n- (5*0(%)) B 2—+0< )
n n

1 1 —n —n —n
og(l+e™) e (en>_>0.

dove t, = ———F=—+o0
n n



Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(z) = arcsin(|2® — 5z + 6] — 1)
specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.
Svolgimento. Dominio. L’argomento dell’arcoseno deve essere nellintervallo [—1, 1], quindi
—1<|2* =50 +6|-1<1<0< |2 -52+6/<2e -2<2?—5r+6<2
ossia

5 sz e[l 4NR=]1,4].
2 —5rx+8>0

Quindi il dominio & l'intervallo D = [1,4] e la funzione & continua in D.
Derivata prima. Si noti che ’argomento del modulo ¢ z? — 52 + 6 = (z — 2)(z — 3), e quindi
20 — 5

' 1— (|22 — 5z +6]—1)2
fl(z) = V1= (lz 2x—+5‘ )

/1= (|22 =5z +6]— 1)2

{x2—5x+4:(x—1)(x—4)§0

sex € (1,2)U(3,4)

sex € (2,3)

Pertanto f & crescente in [2,5/2] e in [3,4] mentre f ¢ decrescente in [1,2] e in [5/2, 3].
I punti z = 2 e x = 3 sono punti di minimo relativo ( con f(2) = f(3) = —7/2) e z = 5/2 & un punto
di massimo relativo. I punti z =1 e x = 4 sono di massimo relativo (con f(1) = f(4) = 7/2).

Inoltre la funzione non & derivabile nei punti x = 1, = 2 (cuspide), x = 3 (cuspide) e = 4:

lim f'(z) = —oco, lim f'(z)=—o0, lim f'(z)= +o0,
z—1t x—27 z—2t
lim f'(x) = —o0, lim f'(x)+ oo, lim f'(x) = +o0.
z—3~ z—31 x—4-

0,5

-0,5

-1,5

Grafico di f(z) = arcsin(|a® — 5z + 6| — 1).



Esercizio 4. [7 punti| Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:
+oo ez

——dzx
0 V1 — e Az

Calcolarlo per a = %A con A > 0.

Svolgimento. Per la convergenza e necessario studiare il comportamento asintotico della funzione inte-
granda f per x — 07 e per z — +o0.

Per z — 0T,
1 1 1

f(z) ~ m“ \/z'xlp
e dato che 1/2 < 1, l'integrale di f su (0, 1) converge per ogni « € R.
Per z — 400

fl@) ~ e
e l'integrale di f su (1,400) converge se e solo se a > 0.
Pertanto l'integrale improprio dato ¢ convergente se e solo se a > 0.

Calcoliamo l'integrale per a = %A > 0:

3
+oo 6—§Ax

——dzx
0 V1 — e Az

Con la sostituzione t = e~ 4% e successivamente la sostituzione \ /L = s, si ha che

+00 6_% +00 52
/ dt = — / ds.
Y V1— 1+ 22

Integrando per parti, otteniamo

/ s s 1 / ( 1 )’S s s N 1 / ds s N arctan(s) N
_— = —— _— e — = — C.
(14 s2)2 2 1+ s? 2(1+s%) 2 ) 1+s? 2(1 + s?) 2

Quindi

o+_A

too pde 2 s arctan(s)] 7 2 [7r ]_ T
4 - 247

dr = — |— ——0
e T AT T 2
In alternativa, dopo la sostituzione ¢ = e=4%, si puo porre u = /1 —t (cosi t = 1 — u?):
+oo 3 Ax 1 0 2
1 t 1 v1-—
< d:c:—/ Vi dt:—/ VT oy /\/1—u2dU—
0 \/1_€_Ax A 0 \/1—t A 1 u 2A

dove fol V1 —u?du si puo fare ad esempio con la sostituzione u = sin(f), o semplicemente osservando
che corrisponde ad un quarto dell’area di un cerchio di raggio 1 e quindi vale 7 /4.




Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:
1
o) —
YO = =)
y(0) = —-A
con A > 0.

Svolgimento. L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili:
/ ydy = / Agdifzg
Integrando entrambi i membri otteniamo
y_zz/ dx :i/( 1 N 1 )da::ilog A+zx
2 A2 —22 24 A—xz A4z 2A A—zx
Imponendo la condizione iniziale y(0) = —A < 0 si ottiene che ¢ = A?/2 e nell’esplicitare la y & necessario

scegliere la radice quadrata con il segno negativo.
Possiamo cosi concludere che la soluzione del problema di Cauchy e

1 A+x
y(x):—\/zlog <A—x) + A2

Anche se non richiesto, si puo osservare che I'intervallo massimale di esistenza della soluzione &

1—e
(‘A T e A)

dove 'estremo sinistro e maggiore di —A ed e il valore che annulla 'argomento della radice quadrata.

+ c.




