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1. Sia f ∈ C2([−1, 1]) con un punto stazionario in x = 0 e tale che f(0) = 0.

(a) Dimostrare che esiste M ≥ 0 tale che f(x) ≤Mx2 per ogni x ∈ [−1, 1].

(b) Dimostrare che esiste R ∈ (0, 1) tale che la circonferenza con centro nel punto di
coordinate (0, R) e raggio R interseca il grafico di f solo nell’origine.

2. Per x ∈ R, consideri la serie
∞∑
n=1

xn + (−1)nn

n(x2n + n)
.

(a) Calcolare la somma della serie per x = 1.

(b) Determinare per quali x ∈ R la serie è convergente.

3. Si consideri la funzione

fn(x) =
1

((x− 5)(x+ 3) + n)
√
|x− 1|

.

(a) Per quali interi n ≥ 0, l’integrale improprio

∫ +∞

−∞
sin(πx)fn(x) dx è convergente?

(b) Per quali a ∈ R, il limite lim
n→∞

∫ +∞

−∞
nafn(x) dx esiste ed è finito?

4. Rispondere alle seguenti domande.

(a) Sia fn(x) =
(
x+ 1

n

)a
. Per quali a ∈ R la successione {fn}n≥1 converge uniformemente

in (0,+∞)?

(b) Se f è una funzione uniformemente continua in (0,+∞) e fn(x) = f(x+ 1
n
) allora la

successione {fn}n≥1 converge uniformemente in (0,+∞)?

5. Per x > 0, si consideri il problema di Cauchy,{
x2y′(x) = y(x) (x− y(x) ln(x))

y(1) = 2

(a) Determinare la soluzione y(x) (suggerimento: porre u(x) = y(x)/x).

(b) La funzione y(x) è uniformemente continua in (0,+∞)?


