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1. Dimostrare le seguenti proposizioni.

i) Per ogni intero n ≥ 2,
n∏

k=2

(
1− 1√

k

)
<

2

n2
.

ii) Per ogni intero n ≥ 1, 2
(√

n+ 1− 1
)
<

n∑
k=1

1√
k
.

iii) Siano F0 = 0, F1 = 1 e per ogni intero n ≥ 2, Fn = Fn−1 + Fn−2.

Allora per ogni intero n ≥ 0, Fn =
αn − βn

√
5

dove α = (1 +
√

5)/2 e

β = (1−
√

5)/2.

2. Dimostrare le seguenti proposizioni.

i) Tra tutti i rettangoli inscritti in una circonferenza fissata, il quadrato
è quello di area massima.

ii) Tra tutti i triangoli di area fissata, il triangolo equilatero è quello di
perimetro minimo.

3. Dimostrare che l’insieme N × N = {(n,m) : n,m ∈ N} è numerabile.
Riuscite a trovare una funzione biunivoca da N×N in N in forma esplicita?

4. Determinare delle funzioni

i) f : (0, 1)→ R, ii) g : [0, 1)→ [0, 1], iii) h : [1, 2]→ [0, 1] ∪ [2, 3],

in modo che siano biunivoche:

5. La parte intera di un numero reale x, si indica con il simbolo bxc e si
definisce come il più grande intero minore o uguale a x:

bxc def
= max{n ∈ Z : n ≤ x}.

i) La funzione f : [0,+∞)→ N data da f(n) =
⌊
x2 + x

⌋
è iniettiva?

È surgettiva?

ii) La funzione g : N→ N data da g(n) =

⌊
n+
√
n+

1

2

⌋
è iniettiva?

Il numero 100 appartiene all’insieme g(N)?


