Laboratorio di Matematica
Foglio n.2 - 6 marzo 2012

Problema 1. Una famiglia finita di quadrati ha area complessiva uguale a 1/2. Tali quadrati
possono essere disposti senza sovrapposizioni in un quadrato di lato 17

Soluzione. La risposta ¢ affermativa. Supponiamo che i quadrati siano N e che i loro lati siano
r1 > x9 > --- > xyn > 0. Posizioniamo i quadrati nel quadrato di lato 1, cominciando con quello
di lato x1 nell’angolo in basso a sinistra e affiancando gli altri in ordine lungo il lato inferiore fino
a che e possibile. In questo modo avremo che

1—$n1+1<561+$2+"'+«rm Sl

per un certo numero positivo n;. Tracciamo una linea prolungando il lato superiore del quadrato
di lato x1 e lungo tale linea ricomiciamo a posizionare i quadrati con lo stesso criterio da quello di
lato z,,+1 fino a diciamo x,,,. Cosl

1- Tnotl < Tpg+1 + Tpgt2 + 0+ Tpy < 1.

Continuando allo stesso modo, gli n quadrati verranno esauriti in diciamo r righe e alla riga k-sima
si ha che (si consideri che ng = 0)

l—2p41 <Tpp 141 +Tny 42+ + 2y, <1
da cui

2 2 2
xnk+1(1_‘r1) < xnk+1(1_$nk—l+1) < xnk+1<xnk—l+2+. : '+xnk+xnk+1> < xnk_1+2+' ’ '+xnk+$nk+1'

Sommando tali disuguaglianze membro a membro per k = 1,...,r — 1 otteniamo
al 1
(@py41 + Tpgr + -+ Tn,41) (1 —21) < fo =57 a1,
i=2

Ora i quadrati cosi disposti senza sovrapposizioni stanno nel quadrato di lato 1 se e solo se

T1+ Tpyp1 T Tpog1+ -+ Ty, 41 <1

e quindi basta verificare che

1
Q—mfg(l—x1)2:1—2x1+x%

ossia 1 > 4z1(1 — 1) che vale per x1 € [0,1] (si noti che per ipotesi 0 < 27 < 1/2). O




Problema 2. Dimostrare o confutare che esiste una funzione f : N — N tale che
F(f(f(n))) =n’.

Soluzione. Tale funzione esiste. Disponiamo i numeri primi in ordine crescente nominandoli nel
seguente modo:
1 <51 <t <rg<sp <ty <

Definiamo una funzione completamente moltiplicativa ponendo f(0) :=0e f(1):=1epern > 1

f(n) = f1'ps”> - ppr) == f(p1)* f(p2)*? - f(pm) ™

¢ la fattorizzazione di n. Se m € un numero primo invece poniamo
fr)=si, f(si)=ti, [(ti)=r17

per ogni intero positivo i. Allora

ai, a2 A

dove p{'p5* - - pl

Da cui

O

Problema 3. Sia V uno spazio vettoriale su R e sia {S;};c; una famiglia di sottospazi vettoriali
propri di V. Dimostrare che se
v=_Js

iel
allora I € un insieme infinito.

Soluzione. Supponiamo per assurdo che [ sia finito. A meno di togliere qualche sottospazio S;
possiamo anche supporre che r = |I| > 2 sia minimale e quindi per ogni ¢ = 1,...,r si abbia che
Si ¢ Uj;éi Sj. Siano
Ulesl\USj and UQESQ\USj.
#1 i#2
Dato che awy € Sp per ogni o € R allora gli infiniti vettori

Wo = QU] +v2 € 51

altrimenti vy = w, — av; € S;. Quindi w, € Uﬁ51 S; e dunque esiste jo € {2,3,...,r} tale che
Wq € S, per infiniti valori di . Siano a, @’ due di questi valori. Allora

(v 4+ v2) — (@'v1 +v2) = (@ — a)vy € S},
quindi v; € S}, che contraddice il fatto che v, € S \ Uj;,él S;.
Si osservi che ¢ essenziale che V' sia uno spazio vettoriale su un campo infinito. Ad esempio su Zs

V =5USyUS3

éove vV ={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}, S1 = {(0,0),(1,0)}, S2 = {(0,0), (0,1)},53 = {(0,0), (1,1)}.




Problema 4. Per ogni intero n > 1 dire se esiste un gruppo G di cardinalita n tale che ogni suo
elemento g # e commuta solo con e, g, g~ '.

Soluzione.  Per ipotesi, per ogni elemento g # e, il centralizzante C(g) pud contenere 2 (se
g=9"1) 03 (seg#g ') elementi. Dato che per la proprietd associativa g commuta con le sue
potenze, si ha che 'ordine di ogni g # e & uguale a 2 o a 3. Per ’equazione delle classi di G

_Z||G|

dove la somma e estesa agli elementi g di G, uno per ogni classe di coniugio. Nel nostro caso, visto
che C(e) = G, abbiamo che

n n
=l4+a=+b-
n —|—a2+ 3

dove |G| = n e a,b sono numeri interi. Quindi n(6 — 3a — 2b) = 6 da cui otteniamo che n > 1 & un
divisore di 6 ossia n € {2,3,6}. Si pud facilmente verificare che per ognuno di questi valori esiste
un gruppo con la suddetta proprieta:

Zs, Zs, Ss={e(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)}.

O

Problema 5. Sia f : R — R una funzione continua e periodica tale che per ogni intero positivo n

SoLA0L
k
k=1
Dimostrare che esiste un numero reale xq tale che
f(xo0) = f(zo+1) =0.

Soluzione. Sia T' il periodo di f. Dato che |f| & continua allora posto M = maxo 1) |f ()|, per
la periodicita, si ha che |f(z)| < M per ogni z € R.

Consideriamo la funzione continua e periodica g(x) = | f(z)|+|f(z+1)| > 0. Dobbiamo dimostrare
che esiste xg tale che g(xp) = 0. Supponiamo per assurdo che g(xz) > 0 per ogni x € R. Sia
m = minjy 77 [g(x)| > 0, allora dato che g(z) = g(x + T) abbiamo che g(x) > m per ogni = € R.
Allora

n

1 ~g(k (k+1)] 11
mS iy - R R e ()

/1 1 1
M . =924+ MI(1- .
k_1<k k+1) * ( n+1>

IN
—_
+
—_
+

Facendo tendere n — +00 otteniamo una contraddizione: il membro a sinistra tende a +oco perché
la serie armonica diverge mentre il membro a destra tende al valore finito 2 + M. a




