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8.

Sur l'elimination des noeuds dans le probléme des
trois corps.
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. des math. a l'université de Konigsberg.)

(Extrait du compte rendu des séances de I'académie des sciences de Paris, séance du lundi 8. Aot 1842.)

Les illustres géométres du siécle passé, en traitant le probléme des trois
corps, ont cherché le mouvement de deux d’entre eux autour du (roisiéme
ou autour du centre de gravité de tous les trois. Mais, en réduisant de
cette maniére le probléeme de trois corps qui sattirent mutuellement a un
probléme de deux corps qui se meuvent autour d'un point fixe, on fait perdre
aux équations différentielles du probléme cette forme précieuse dont elles
jouissent dans leur état primitif, savoir, que les secondes différentielles des
coordonnées soient égalées aux dérivées d'une méme fonction. Clest par
cette raison que les principes de la conservation des forces vives et des
aires cessent d’avoir lieu par rapport aux deux corps. On pourra cepen-
dant éviter cet inconvénient en agissant de la maniére suivante:
Supposons, pour plus de généralilé, que le systéme se compose de
n corps, du soleil et de n—1 planétes. Comme il est permis de supposer
que son cenire de gravité reste en repos, on aura une équation linéaire
entre chacun des trois systémes de coordonnées du méme nom. Donc les
n coordonnées paralléles 2 un méme axe pourront étre exprimées lineaire-
ment par 72— 1 autres quantités, en établissant n— 1 équations de condition
entre les n(n—1) constantes qui entrent dans ces n expressions linéaires.
Comme on peut disposer encore d’un nombre (n—1)* de constantes, on
les déterminera de maniére que, dans I'expression de la force vive du sy-

stéme, s'évanouissent les }(n—1)(n—?2) produits des différentielles pre-

miéres des nouvelles variables. En se servant de formules parfaitement
semblables pour chaque systéme de coordonnées du méme nom, et en consi-
dérant les nouvelles variables comme les coordonnées de n—1 autres corps,
on aura réduit de cetle maniére la force vive du systéme des n corps
proposés a celle d’'un systéme de n—1 corps, des masses convenables
étant attribuées a ces derpiers. Il y aura méme dans les formules de ré-
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duction un nombre in(n—1) de constantes arbitraires et dont on pourra
profiter de différentes mauniéres.

D'aprés ce quon vient de dire, le principe de la conservation des
forces vives donnera une équation dans laquelle la somme des forces vives
des n—1 corps fictifs sera égalée a une fonction de leurs coordonnées.
En se servant des régles générales de Lagrange, on en déduira, par de
simples différentiations partielles, les équations différentielles du probléme
réduit, el I'on reconnaitra aisément que la conservation des aires a lieu
dans le mouvement des m—1 corps par lesquels on a remplacé le systéme
proposé. Ces n—1 corps ne s'écartent d’ailleurs de n—1 planetes que
de petites quantités de I'ordre des forces perturbatrices, de maniére que la
premiére approximation peut étre la méme pour les uns et pour les autres.
Le changement que, dans cette analyse, doit subir I'expression de la force
perturbatrice n’augmente pas la difficulté de son développement.

En appliquant la méthode que je viens d’exposer au probléme des
trois corps, on réduit celui-ci a un probléme du mouvement de deux corps
qui jouit de propriétés remarquables. En effet, les trois équations fournies
par la conservation des aires font wvoir:

1°. Que Vintersection commune des plans des orbites des deux corps
reste constamment dans un plan fixe: c'est le plan invariable du systéme;

2°, Que les inclinaisons des plans des deux orbites a ce plan fixe
et les paramétres de ces orbites regardés comme des ellipses variables,
sont quatre éléments, dont .deux quelconques déterminent rigoureusement
les deux autres.

Choisissons pour variables du probléme les inclinaisons des deux
orbites au plan invariable, les deux rayons vecteurs, les angles qu'ils for-
ment avec lintersection commune des plans des deux orbites, enfin I'angle
que forme cette intersection située, comme on a vu, dans le plan invariable,
avec uue droite fixe de ce plan. On (rouvera que ce dernier angle dispa-
rait enticrement du systéme des équations différentielles et se détermine
aprés leur intégration par une quadrature. Donc, dans celte nouvelle
forme des équations différentielles w'entre aucune trace des noeuds. Les
six équations différentielles du second ordre, qui expriment le mouvement
relatif des trois corps, s’y trouvent réduites a cing équations du premier
ordre et une seule du second. Par suite, I'on a fait cinq intégrations. Les
intégrales connues w'étant quau nombre de quatre, on pourra donc dire
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que l'on a fait une intégration de plus dans le systéme du monde. Je dis
dans le systéme du monde, puisque la méme méthode s'applique 2 un nombre
quelconque de corps. ‘

ANALYSE.
1. Soient m la masse du Soleil, m, et m, celles des deux planétes;
soient & v, &5 &, vy, §y3 &, vy, & les coordonnées rectangulaires des trois

corps m, m,, m,, rapportées a leur centre de gravité. Comme on a les
trois équations

mv-mv,+m,v,

{ m§+m1§1+m2§2 = 0,
| —
m'g+mlgl+m2;2 = 0,

il sera permis de faire

& cxrtpBzx, v=— ey+pBy, ¢ = ez B2,
2. ;51_0‘13:'*‘{3)131; 912“1y+ﬁ1}'13 Cl—alz'f—ﬂlzu
§2_a,m—[—/i’2x,, vz=°‘z)’+ﬂ23’2a z—azz‘h@zzaa
les six constantes o, 3, etc., devant satisfaire aux deux conditions
me-4me,+mea, = 0,
mf3+mfB,+m,B, = 0.
Supposons de plus que, par les substitutions (2.), la somme des forces
vives du systéme 27 se change en cette expression

Y dap\? dy \? dz \?
2T = w (G5 +(E) +(F]
dyl dz, \?
+m (G + () + @&
on aura les trois équations
@ = maa+t+me,a +maoe,,
Wy = mﬁﬁ‘]‘”‘:ﬁlﬁt‘i“mqﬁ'zﬂzs
0= meaf+mapf +ma,f,.
J'observe qu'en vertu des formules (3.) on peut faire
6. ofi—aff =cem, o,f—ef, = em, oefi—o,fB = £.m,,

¢ étant un facteur indéterminé. Des formules (5.) et (6.) on tire aussi
celle-ci:

I

3.

5.

7. pu = mmm,(m-+m -} m)cze.

Si l'on fait
8. zxtyytez =rr, za,ty,y,+225 = nr,
rxx,+yy,+22 = rr,cosU,
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on aura

e (§I—§2)?+(v1"_'v2)2“|“ (Cl_‘;z)?
= y*rr+42ydrr,cosU+ 0 r7,

g e (& — &+ @ — )+ (5 —8)
=yrrr4 20 rrycos UL rr,

020 = (§— §1)2‘|“('U'—’U1)2"|‘(C—' &’
—=ylrr+2y,0,rricos UL I3 r7y,

ou lon a mis, pour plus de simplicité,

y = O;— Oy d = Bi—fa,
10. Y= Oy — O, 01: ﬁi_ﬁ$
YYo= O — 04, 0 == ﬁ_ﬂn

ce qui donne

1. y+nty=0, 8+d+d = 0.
Si 'on met

H

U = 2y mim, mm, __ s ey My
Q2 T &y + 0 4

le principe des forces vives fournit léquation
12. T=U—h = Eﬂé"—’dh,

/i étant une constante arbitraire. Or, si dans celle équation I'on substitue
les valeurs des quantités 7', ¢, @15 02 tirées des formules (4.) et (9.), on
aura tout de suite, par les regles générales données par Lagrange dans
sa Meécanique analytique,

i m,m,y(yxr+4+dx,)  dU
s e* e
dz), i m:[m-gJ’(?’J"]'aJ’l) gy aU
e e e 2
w i, e~ mymyy(yz49dz,) __ dU
3 < e
L g e dds,) 8
=g 0% T
dry, __ mymyd(ry+9y,) __ dU
'uld‘w S e ) =
2
% L e m M 8(yz4dz,) av
g e e o0y

On tire de ces formules les suivantes:










































